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AVERTISSEMENT 

DE    LA    DELXIÈMK    ÉDITION. 


La  pu!)lication  de  ce  deuxième  \'ôliinie  de  la  Mécanique  analytajuc 
a  éprouvé  un  retard  dont  nous  allons  exposer  les  principaux  motifs. 
M.  La^rrange  en  avait  déjà  f'ail  iniprinicr  les  premières  feuilles,  lorsque 
la  mort  l'enleva  aux  sciences.  AI.  Prony  se  chari^ea  île  suivre  Tédition 
de  ce  A'olume,  cl  fut  aidé  dans  la  revision  des  épreuves  par  AI.  (ramier, 
professeur  à  TEcole  royale  militaire.  Le  manuscrit  des  Sections  A'II  et 
A'III  se  trouva  fort  en  ordre  (  '  ):  mais,  étant  arrivé  à  la  Section  IX.  on 
reconnut  (|ue  cette  Partie  était  incomplète,  et  qiif  Ir  premier  para- 
graphe seul  en  était  achevé.  Al.  J.  Binet  fut  invite  ii  faire,  avec 
AlAI.  Prony  et  Lacroix,  les  recherches  nécessaires  dans  les  papiers  de 
AI.  Lagrange,  pour  com|déter.  s'il  était  possible,  les  matières  qui 
devaient  entrer  dans  cette  Section.  Leurs  recherches  fournirent  la 
conviction  que  notre  illustre  Auteur  n'avait  fait  (|ue  préparer  cette 
Partie,  et  que  rien  d'entièi'cment  achevé  n'avait  été  égaré. 

De  nombreuses  occupations  ayant  détourné  AI.  Prony  des  soins  de 
l'inipression.  qui,  dans  la  Section  I\  en  particulier,  exigeait  une  grande 

('  )  Il  est  permis  de  croire,  au  contraire,  que  Lagrange,  s'il  oùt  vécu  plus  longtemps. 
aurait  presque  entièrement  changé  la  Section  VIII.  qui.  évidemment.  n"a  pas  été  écrite  avec 
le  même  soin  que  le  reste  de  l'Ouvrage.  Les  erreurs  de  calcul  y  sont  telles,  qu'il  est  abso- 
lument impossible  de  les  corriger  sans  altérer  le  texte,  et  que  nous  avons  dû  les  reproduire 
dans  cette  édition.  </■  Bertrand.) 


Mil  W  KliTISSRMENT   l)K   I.  \    DFJXFKME   KHITION. 

;iltcii(ioii  |ioui'  (•(Kirdoniii'r'  les  inalii'i-cs  et  les  iidlalions  de  rancicniif 
('(lilioii  avec  ce  (|iii  ('lail  iiiipriinr  de  la  iioii vclli',  .M.  J.  liincl  a  liicn 
Noiilii  se  iiiari;('r  (Ir  ce  travail  souveii(  pi'niblc.  On  a  |)i-()tit(''  lic  (oiilcs 
les  noies  inaii^iiialcs  rciKondrcs  sur  rcxcniplairc  <!(•  Al.  Laiirangc  et 
('crilcs  (le  sa  main.  N'ayant  |)n  fcnlcrnifr  dans  le  texte  (jni'l(|nes  ma- 
tii'i'cs  l'idalivcs  an  inouvcnient  de  l'nlalion,  ti'op  pcn  eoiniili'les  pour 
foi'nier  un  parai^raphe,  on  les  a  réunies  dans  une  Note  ii  la  lin  du 
\  oluine. 

['ne  antre  Note  a  été  l'orinée  d'une  reniar(|Ue  i''i.çaieiiienl  trouvée 
parmi  les  mannsrrils;  (die  se  ia|)[)Oi'le  an  proldi'me  de  la  détermi- 
nation de  l'orliite  des  eomi'tes,  |)rol)l('me  traité  dans  le  t;  ill  de  la 
Section  \"ll. 


MÉCAMQUE 

ANALYTIQUE. 


SECONDE   PARTIE. 

L\    DYNAMIQUE. 

SECTION  SEPTIÈME. 

^L"r.    LE  MOI  VEMENT  n'iN  SYSTÈME   PE  l'OKI'S  LII;UES.   r,Er..\r.l)ÉS   COMME  DES  l'OIMS 
ET   ANIMES  P.Vr,   DES   EdRCES  d'aTTHACTION. 


On  peut  ranger  en  trois  classes  tous  les  systèmes  de  eorps  (|tii 
agissent  les  uns  sur  les  autres,  et  ilont  on  peut  (léferininei-  le  mou- 
vement par  les  lois  de  la  Mécanique;  car  leur  action  mutuelle  iic  peut 
s'exercer  que  de  trois  manii'res  dilTérentes  qui  nous  soient  connues  : 
ou  par  des  forces  d'attraction,  lorsque  les  eorps  sont  isolés,  ou  par  ilvir: 
liens  qui  les  unissent,  ou  enfin  par  la  collision  immédiate.  .\o!re  sys- 
tème planétaire  appartient  à  la  première  classe,  et  par  cette  raison  les 
|)rol)lèmes  (|ui  s'y  rapportent  doivent  tenir  le  premiei-  rang  parmi  tous 
les  problèmes  de  la  Dynamii|ue.  Xous  allons  en  taire  r<il)jet  de  cette 
Section. 

Quoi(jue  dans  les  systèmes  de  cette  classe,  où  les  cor'ps  sont  sup- 
posés se  mouvoir  librement,  il  soit  très  facile  de  Irouvei'  les  équati<uis 
de  leur  mouvement,  puisqu'il  ne  s'agit  que  de  réduire  toutes  les  i'orces 
XII.  1 


■2  M  K C  \  M  O  li  !•:   A  N  \  LV  1"  I O  1  lî. 

il  (rois  (lircclions  perpendiculaires  entre  elles  el  d'égaler,  par  le  prin- 
cipe des  lorces  accélérali'ices,  la  lorce  suivant  eliacune  de  ces  direc- 
tions;! rélcnient  de  la  vitesse  relative  ;i  la  luêuie  direclion,  divisé  par' 
l'élénieiit  du  temps;  néanmoins,  l'usai^e  des  (orniules  données  dans  i;i 
Section  l\  es!  toujcuirs  préléialde,  parce  (ju"(dles  fouinisseui  diicc- 
temeiil,  et  sans  aucune  décomposition  préalable  (1(^  lorces,  les  é(pia- 
(ions  diU'ei-enlirdles  les  [)lus  simples,  (|U(dIes  (|ue  soient  les  coor- 
d(Uinées  (|u'(Ui  emploie  pour  déterminei'  la  positi(Ui  des  corps,  même 
lorscpie  les  corps,  au  lieu  d'être,  tout  à  l'ait  libres,  sont  contraints  de 
se  mouvoir  sni'  des  surfaces  ou  des  lignes  données. 

Nous  commencerons   par  rappeler  les  l'ormules  dont  uous   térons 
usaye. 


I.  Soient  m,  m',  ni",  ...  les  masses  des  diH'éi'enls  corps  regardés 
(■(unme  des  points;  .r,  )'.  ;  les  coordonnées  l'cctangles  du  corps  m;  -r', 
)-',  :■'  c(dles  du  cor|»s  m',  et  ainsi  de  suite,  ces  coordonnées  étant  toutes 
rap|)oitées  aux  mêmes  axes  lixes  de  l'i'space.  On  fera 


'J^  =  m 


ri.r"-  ^-  dy-  +  dz'  ,  d.r'-  +  dy'-  -^  d:"- 


2  df- 


2  df- 


lll  si.  à  la  place  des  coordonnées  rectangles  ,r,  y.  :.  on  veut  emplover 
d'autres  coord(Uinées  (|U(dcon(|ues  z,  r^,  Z,  il  n'y  aui'a  (|u";i  sulistiluer 
les  valeuis  de  .r,  y,  :  en  H,  '/],  'Ç  dans  la  formule  f/,r- -f-  (/y- +  dz- :  de 
même,  on  sulistiluera  dans  t/.v'-  +  dy'-  -+-  dz"-  les  valeurs  de  .r',  v',  :-'  en 
;',  r/,  'Ç ,  si  l'on  veut  traiisformei'  les  cooidonnées  rectangles  -v',  y',  :■' 
en  ^  ,  -q',  'Ç ,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  la  (juantité  T  deviendra 
une  fonction  des  variables  ^,  ■/],  'C,  ?',  t]',  'Ç,  ...  el,  de  leurs  dillerencos 
premii'rcs. 

Soient  iiiaiiitenant  R,  Q,  P,  . . .  les  forces  avec  les(|uelles  chaque 
point  (le  la  niasse  m  tend  vers  <les  centres  tixos  ou  non,  dont  les  dis- 
tances soient  /',  (/.  p Ies(|uelles,  étant  données  en  .r.  y.  z.  devien- 
dront aussi  des  foiuiions  de  ç,  r,,  '1\  on  fera 

oll  ^=  li  or  -\-  (J  0'/  -^  V  rjp  —  .  .  . , 


SECONDE  PAirriE. 


SECTION   \  II. 


soit  (jiie  oïl  soit  une  (liHereiitioUe  complète  ou  non;  c(,  <lénot;iiit  par 
les  mêmes  lettres  marquées  d'un  trait,  île  deux  traits.  ...  les  (|iiaii- 
tités  analogues  relatives  aux  corps  m  ,  m",  ....  on  fera  île  j)lus 


o^■  =;  m  oll  —  m'  6n  ~  m  oU  - 


Si,  outre  ces  forces  dirigées  vers  des  centres  donnés,  il  y  avait  de- 
forces  d'attraction  mutuelle  entre  toutes  les  molécules  des  corps  m 
et  m,  en  nommant  r  la  distance  de  ces  corps,  regardés  connue  des 
points,  et  R  la  force  d'attraction,  dépendante  de  la  distance  ou  non,  il 
faudrait  ajouter  à  oV  le  terme  mm'Ror,  et  ainsi  pour  tous  les  autres 
cori)s  qui  s'attireraient  mutuidlemenl. 

Or,  les  corps  étant  supposés  libres,  les  coordonnées  qui  détermineni 
leur  position  dans  l'espace  sont  indépendantes,  et  chacune  d'l'lle^. 
comme  r,  donnera  une  équation  de  la  forme 


oT 


aV 


2.  Lûrs(|ue  les  (|uanlités  oII,  oïl.  ...  sont  des  dilïérentielles  com- 
plètes, ce  (|ui  a  toujours  lieu  dans  le  cas  où  les  forces  sont  proportion- 
nelles à  des  fonctions  quelconques  de  leurs  distances  aux  centres  d'at- 
traction, lequel  est  celui  de  la  natui'e,  il  sera  plus  simple  de  prendri' 
(rahord  les  intégrales  II,  II' lesiiuelles  seront 

n'—  l'iVdr  ^  l'Q'dq-  fV'djy^..., 


et  la  (juantifé  V  deviendra 

v  =  mn     mn      m'n   -. .., 

laquelle  étant  réduite  en  fonction  des  variables  :,  y,,  'C,  ç',  y;',  'Ç il 

sera  aisé  d'en  déduire  par  la  différentiation  les  dillerences  partieMe- 

^r^>  .^-!   •■••  Dans  ce  cas,  si  les  fonctions  T  et  \  ne  renferineni  ooial 
01      or,  ' 


'^  MKCAMOl  I-:  A  N  A  i.v  r  H  M  i:. 

le  Iciiips  fini  /,  on  aura  Imijoiirs  l'iiili'iirali' 

T  -V      H. 

Il  (■(aiit  une  constante  arliiti'aii'c ,  laciiicllc  icnfcrmc  le  principo  des 
forces  vives. 

CHAPITRIi  1. 

ne  MOLVKMnM    ll'r\  corps  regardé  comme  l.N   IMIIM   I:T   attiré  VKIIS  IN   CKMTIE  n\l;  l'AR 

i)i:s  i-(iH(t;s  proportionnelles  a  lxe  fonction  he  la  distance,  et  en  particilier  de 

MOINEMEM    Di:S   l'I.ANÉTES  ET  DES  COMÈTES  Al'TOI  1!   1)1    SULEIL. 

;5.   l.orsijiroii  lie  coiisidi're  que  le  iiiouvemenl  d'im  corps  isolé,  on 
peut  supposer  sa  masse  ni  éîtale  à  l'unité,  et  l'on  aura  simplement 

2  at- 
e( 

o\    =r  R  01-  --  Q  rj//  —  P  0/>  --  .  .  .  . 

Dans  ce  cas,  (|uelles  (lue  soient  les  (rois  coordonnées  (jui  déteriiiiiieiit 
le  lien  du  corps  dans  l'espace,  comme  elles  sont  imlépendantes.  elles 
donneront  trois  équations  ditî'érentielles  de  la  forme 

f;T         oï       o\ 

0  d-        ô£         ô; 

aii>;(|nelles  on  pourra  joindre  l'équation  i\\\  pi'cmier  ordre 

T  -T-  V  =  H, 

(|ui  tiendra  lien  de  l'une  d'entre  elles. 

Si  le  mouveineiit  se  faisait  dans  un  milieu  résistant,  en  désiiiiiaiil  la 

résislance  par  H,  il  n'y  aurait  qu'à  ajouter  à  la  valeur  de  oV  les  lei'mes 

;Sect.  il.  art.  S 

(lU  .  dy  ^  dz  ,  \ 

mais  ré(|uation  T^  V  =  H  n'aurait  plus  li(Mi. 


SECOM)E  l'ARTlE.  -  SECTION    VII.  o 

4.  Supposons  que  le  corps  m  soit  attiré  vers  un  centre  tixe  par  une 
force  R  fonction  de  la  distance  ;•  du  corps  au  centre,  on  aura  simple- 
ment 

Prenons  la  distance  r  pour  l'une  des  coordonnées  du  corps,  el  pre- 
nons, pour  les  deux  autres,  l'angle  ■!>  ()ue  le  rayon  vecteur  r  fait  avec 
le  plan  des  ry  et  l'angle  o  que  la  projection  de  /'  sur  ce  plan  fail 
avec  l'axe  des  .r;  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées  rectan£<!es  r, 
)'.  :  dans  le  centre  des  rayons  r.  de  manière  que  l'on  ait 


on  trouve  facilement 

.r  =z  r  co>'\/cos'j.         r  = '■  cos'i  sina,         ;=;/'siiii, 
et  de  là 

T  =; j—, — ■- '  \  =    /  H  ai . 

2  dt-  ■  ' 

Un  aura  donc  ces  trois  éciuations  ditlerentielles  relatives  is  /•,  y,  z. 

,  oT         oY       o\'  

0  ((/■         or  or 

[IL  _  ?I  ^  ^  -, 

o  d'il         0-]/         Q-b 

,   oT         oT        oV 

a  ^—, -^ h  ^r-  =  o. 

o  «a        oo         oo 

lesquelles  deviennent  » 

(/-  /■        /■  (  cos-'i  d-j-  —  d-lj"-  ) 


dl'  (W 

I-  dh        r-  sin  i  cos'i  d-j- 


\\-o. 


d 


dl-  dt:- 

r-  CJMr'ljdo 


dt 
et  l'équation 


T  -  \  ^  Il 


(i  MKCVMori:    \N  \LVTion 

iliinncra  (ont  de  siiilc  celte  preiiiiiTe  inlégi;ile 


ctl- 


I   lidr  r^^'ll, 


ilaiis  hi(|iielle  11  est  une  eonsfaiile  arhitraiie. 


.").    La  (leniiei-e  des  tniis  é(|Liati<iiis  dillérentielles  est  iiiléi^ralile  d'elle- 
niéiiie  :  son  iiitéiirale  est 

/■-  COS-'j/f/cJ  

7//       '  ~    ' 
<;  étant  niM-  (-(instante  arbitraire;  et  la  seconde  devient  int(''pralde  en  y 
>nl)slilnant  iionr  -,^  sa  valenr    ..^.rr'  li''t't'  de  celle-ci,  et  en  la  innl- 
tipliant  par  ■zr-  dii;  rint(\n'rale  est 

/■•  (P/  O 

dl-  COS'-', 


;E-' 


K  étant  nne  nonvelle  constante  arbitraire. 

Je  rerHai'(|ne  d'aijord  snr  cette  int(''iii'ale  (|ue,  si  l'on  sn|)|iose  (|ne  '!/ 

dh 
et  -'   soient  nuls  ;i  la  fois  dans  un  instant,  ils  seront  toujours  iK'cessai- 

renienl  nuls;  car,  en  faisant  pour  un  instant  'h  =  o  et  -,-  =  o,  la  der- 

'  'lit 

niî're  ('(luation  donne  K\-  =  E'-,  et  elle  devient,  par  la  snlistitntion  de  C" 

an  lien  de  !■;-, 

/■'  dl- 


di- 


^-  (?  tanit-'i  -^  o. 


la(|U(dle  ne  peut  avoir  lieu  (|u'en  faisant 


•^=^0, 


dt 


l.a  supposition  dont  il  s'agit  revient  ;i  faire  en  sorte  (|ue  le  corps  se 
nu'uve  dans  un  instant,  dans  le  plan  des  .rv.  ce  (|ni  est  toujours  |)os- 
sllde.  pnis(|ue  la  position  de  ee  plan  est  arbitraire;  alors  le  corps  con- 
tinuera de  se  nninvoir  dans  le  nn'nie  plan  et  (b'crira  n(''cessaircnienl 
nne  oibite  plane,  c'est-;i-dire  nin'  lii;ne  à   sini|de  courbure.  (:'(>st  ce 


î^ECONDE   PARTIE.  -   SECTION    \  I  I.  7 

(]iron  peut  aussi  démonlit'i' directonient  par  riutciiiatiou  de  la  mènif 

«'([ualion.  Car,  en  y  substituant  pour  <ll  sa  valeur  tirée  de  la  première 

intégrale,  elle  devient 

(7-  d'J  (? 


COS*'i<:/Ci-  COS-'i' 


dh 


=:E^ 


Soit,  lorsque  •}  =  o,  -^  =  tang/:  on  aura 
£-  =  C-  —  C'-  t,Tiis-/'=  — 

Cf 

et  la  dcrnii'ic  équation  se  eliaupera  en 


cos*'ic/o-         COS-('        COS-'Jj 


—  taiiir-/  —  uun 


"où  l'on  tire 


do. 


dh 


cos-'Jy  ^  lang-  L  —  taiig-'Jj 
équation  séparée  dont  l'intégrale  est 


ou  bien 


.    la  ne 'Il 

o  —  /t  r=  arc  sm  — ^ — '- 

taniii 

lang-I/  —-  tang/sin(-^  —  /(). 


h  étant  la  valeur  de  o  lorstiiie  •}  =  o. 

Celte  équation  fait  voir  (|iie  ç.  —  //  et  1/  sont  les  deux  eolés  d'un 
triangle  spliérique  rectangle  dans  le(|uel  ?  est  l'angle  opposé  au  enté  -y. 
Ainsi,  puisque  l'arc  9  — /'  est  pris  sur  le  plan  des  xy,  et  que  l'are  •} 
est  toujours  per[)endiculaire  à  ce  même  plan,  il  s'ensuit  que  l'arc  qui 
joint  ces  deiix-ci,  et  (|ui  forme  l'Iiypolénuse  du  triangle,  fera  avec  la 
hase  9  —  /'  l'angle  constant  /;  par  conséquent,  cet  arc  passera  par  les 
extrémités  de  tous  les  arcs  i,  et  tous  les  rayons  /•  se  trouveront  dans  le 
plan  du  même  arc,  lequel  sei'a  ainsi  le  plan  de  l'orhile  du  corps,  dont 
l'inclinaison  sur  le  plan  des  .ry  sera  l'angle  constant  ;' et  dont  l'intei- 
seclion  avec  ce  même  plan  fera  avec  l'axe  des  x  l'angle  //. 

Si.  pour  fixer  les  idées,  on  |U'end  le  [)lan  des  .jv  pour  reclipti(|Ui'. 


s  MKCANFOIR   ANALVTIQL'K. 

'v  sera  la   limi^itudc  siii'  ri''cliprK|iic,  •}  la  latiliule,  h  la  longitude  du 
iKi'ud  de  roi!)il('  cl  /  S(in  im  linaison. 


6.    PreiKuis  iiiaiuti'naiii  l' intégra  le 

/•'-  (  COS-  'J;  r/9-  H-  c/'iy-  )  H-  dr"- 


(If 


+  :>.  /   Rr//  =0.11: 


en  V  snhsiiluant  pour  (Il  sa  valeur  en  d"^  tionvée  ci-dessus,  (die  devient 

/•■-ciis''V'V'       "''■'  II,   I  II 

cos-ic//-  (//-  •' 

laijuidle  (luit  èli'c  <'(inil)inée  avec  l'autre  intégrale 

/■-  COS-'J>  f/'-i 


Si  l'on  y  suhstiluc  la  valeur  de  r/o  tirée  de  celle-ci  et  qu'on  lasse 

C 


)n  ani'a  ré(|uali(ni 


d  ou  I  un  lire 


r//--       D- 


dt 


/■Rr//=2H, 
dr 


^/,H-./R./,--- 


Km  inlégrant  celle  é(|nation,  on  aura  l'expression  de  /  en  /■,  et  récipro- 
(jiieinenl  celle  île  /■  en  /. 

7.   On  aura  ensuite  9  |iar  ré(|iiation 

I  )  ces (  dt 

/-COS-'i/. 

or.  coiuine  le  plan  des  angles  o  est  arhitiair(\  si  on  le  fait  coïncider 
avec  le  plan  de  l'orbite,  en  faisanl  /=  o,  on  aui'a  aussi  }    -  o    arl.  .")  . 

par  consé(|ueul  r/s   =    -.,  >  t't,  dans  ce  cas.  l'angle  do  sera  cidui  (|iie  le 
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rayiin  /•  décrit  dans  le  plan  de  l'oibite.  Donc,  si  l'on  désigne  en  général 
cet  angle  par  cAI»,  on  anra 


M<  = 


1)  r/f 


et,  substituant  la  valeur  de  c//  en  dr. 


d^ 


Dr//- 


/-y/aH-^/lWr-i- 


équation  dont  l'intégrale  donnera  la  vah'ur  de  •!'  en  /•,  et  iécipro{|ue 
ment  celle  de  r  en  'I>. 

Knsuite  on  aura  9  en  $  par  l'équation 


d^  = 


COS-^:.r/v 


laquelle,  en  substituant  pour  cos-!/  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

tangi  ;=  tang/bin('j  — h) 
trouvée  plus  liant,  devient 

cus/[i  ^  laiia-/  siii-(9  —  /i  )\       cos- 1  -+-  faiig-(/y  —  /i  ) 
d'où  Ton  tire  par  l'intégration 


<I>  —  /.  =  arc  laii: 


taiiirfo  —  A  ) 


/■  étant  une  constante  arbitraire;  et  de  là 

lang(9  —  II)  —  cos ('  lang(tl»  h-  /.  ), 

équation  (jui  indique  que  t^ -f- X- est  l'Iiypoténuse  du  niénie  triangle 
spliéricjue  rectangle  dont  la  base  est  9  —  /'  et  l'angle  adjacent  /  art.  5  . 
et  dont  le  coté  opposé  à  i  est  •}. 

On  voit  |)ar  là  que  *I>  M-  k  est  l'angle  décrit  par  le  l'ayon  r  dans  le 
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plan  (le  l"orl)iU',  cl  doiil  rorii^iiKt  est  ii  la  lii;iii'  (riiilcrscclion  di^  rc 
phiii  avec  celui  des  .vy;  que  o  — //  csl  raiii;lc  ilccril  par  la  |)i'()jccli(m 
(le  ce  fayoïi  sur  le  iiième  plan,  cl  (|iic  /  csl  rineliuaisnn  du  plan  de 
rorl)itc  sur  le  plan  fixe  des  a-y. 

S.  Le  prohli'mo  est  donc  résolu,  pnis([u'il  ne  dépend  plus  que  de 
l'inléi^ralinn  des  deux  équations  séparées  enlr<'  /.  <l>  cl  /•;  les  six  cdm- 
slanles  ariiilraircs  nécessaii'cs  pour  rinl(''^rali(in  c()ni|)li'le  (]v:^  trois 
é(jnali()ns  difïcrenlicllcs  eu  /•,  o  el  l  scroni  /,  //.  I).  11  cl  les  deux  (|ue 
l'inléirralion  introduira  dans  les  valeurs  de  /  cl  de  <I>. 

Dans  la  solulinu  «[uc  nous  venons  de  donuci'.  imns  avons  pris  jiour 
(■(Mirdiinnéo  le  rayon  vecteur  avec  les  deux  anj^ics  de  loui^'itude  et  de 
lalilinlc,  pour  nous  conformer  à  l'usai^c?  des  aslrononies;  aussi  cette 
S((lnli(in  a-l-(dle  l'avanlaiic  d'ollVir  direcjcnienl  la  pliipai-l  des  lliéorcnics 
ipie  l'iin  ne  trouve  ordinairement  (|uc  jiar  la  Tri^onomélrie  s|)liéri([iU'. 
Mais,  en  l'ciivisaiicant  du  côté  analytique,  elle  est  moins  sim|)le  ([ue  si 
Ion  avait  conservé  les  coordonnées  recta  ni;  les  primitives  ;  c'est  ce  (|n'il 
csl  l)Mu  de  l'aire  voir,  d'autant  (ju'il  eu  résultera  île  iiouvidics  foi-innlcs 
i\\\\  ponii-ont  être  utiles  par  la  suite. 


;•.  l-]n  prenant  r,  v,  -  pour  les  trois  variables  indépendantes,  les 
loi-umlcs  1,'énéralcs  de  rarlicfc  .'>  doniiciil  tout  île  suite  les  trois  equa- 
lions  diirerenli(dlcs 


dl'- 
fPz 


-T-     Il      -     =     O, 


ci  I  t''([nalii>n  int(''i^'ra!c 


d.i'^-^dr-  -  dz- 

irï? 


f'\\dr  =  \\. 


Ln  chassant  K  des  trois  équations  ditrcronliclles,  on  a  immcdiatciucul 
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([•(lis  é(|iiiitioiis  iiitégrables  et  dont  les  iiilciii'ulcs  soiil 


dl 

z.  d.V  -  .i 

■  dz 

dt 

y  dz  ~  z 

:  dv 

('..  I>,  A  clanl  lies  constantes  ail)itraiies  dont  la  première  e>t  la  même 

(]ue  celle  <le  ré{|uatiiin 

/■-  cos-'i  d-j  


<!<>  l'article  Ô,   parce  qu'en  ell'et  celle-ci  n'est  (in'une  transformée  il( 
l'équation 

j.'  dy  —  )•  d.v 


|»ar  la  snhstilnlion  des  valeurs  de  .r.  v,  ;  de  l'article  'i. 

(!es  trois  intégrales  l'époiident  ;i  ctdles  que  nous  avons  données  pour 
un  système  de  corps,  dans  l'article  '.)  de  la  Section  III,  d'où  nous  aurions 
pu  les  emprunter. 


10.   En  ajoutant  ensemble  les  carrés  des  trois  dernii-res  é(|ualion^ 
l't  employant  cette  réduction  connue 

{.V  dy  —  y  d.r  r  -i-  {z  djc  —  ./■  <lz)--^  {y  dz  —  z  dy)'- 

—  {jc-  -^ y-  +  ;-  )  ( dx-  -^  dy-  4-  dz- )  —  (  ./■  d.r  -f- .)■  dy  -r-  z  dz )-, 


(iM  a  I  e(|ualiun 


r-  (d.i--  +  dy-  -r-  dz-  )  —  /•-  di  - 


=  A-^15--j-C-. 


laquelle,  en  y  substituant  poui'  dv'-  -r- dy- -r-  dz'-  sa   valeui'  tirée  de  la 
premièi'c  intégrale,  et  taisant,  pour  abréger. 
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■^(" -./■'*'''•)- ^-=J'^' 


l'oii  l'on  lire  tout  de  siiih 


dr 


D- 


coimiic  (l;ms  rarliclc  (i. 

I.cs  iiK'iiK's  (''i|ii;i(i()iis,  ('taiil  ajoutées  ('iis(Mnl)li',  apri's  nvoii'  niiil- 
lililn''  la  iHcmii'ic  par  ;,  la  (Iciixii'iiic  par  v  v[  la  Iroisiènie  par.r,  (loiuiciil 

crllc-ri 

Ce  +  !!,)•  + A. r=-(), 

la(|ni'lli'  es!  il  nii  plan  |)assanl  pai'  rorii^inu  di's  coordonni'i's  cl  l'ail 
\()ir(|iii'  l'orhile  drc  ri  le  pai'  le  corps  es  l  une  courlH»  |dan('  d  ri 'ri  le  autour 
(In  ccnliT  des  l'oi'cos. 


I  I.  NomnuHis  ^,  r,  les  coonlonnrcs  rcclani^'li's  de  çcllo  conrlic,  l'axe 
des  :  étani  |)ris  dans  la  lii;ne  d'intersection  du  plan  de  la  conrhe  avec 
ceini  des  ri-;  nommons  de  plus,  coinino  dans  l'artiide  ô,  /  l'ani^le  fornu- 
pai'  ces  deux  plans,  et  li  l'angle  (pie  la  iinMiie  ligne  d'interscclion  l'ail 
avec  l'axe  des  r;  ces  deux  (|nanlil(''s  /cl  //  seront  C(Mistantes,  el,  |iar 
les  rorinnies  connues  de  la  Iranslornialion  des  coordoiiiit''es,  on  aura 

■r  ^  i  cos  h  —  n  cos  /  siii  II. 
y  ^=  i  siii  //  -t-  -Ci  cos  /cos  A, 
;  =  -/^  si  II  /. 

Ces  valeurs,  ('-tant  sulistiUiées  dans  les  niènies  (^'quations,  doniioronl 
celles-ci  : 

t  dri  —  r,  d- 


de 


cos/  =  (], 


r,  di  —  l  dn     .     . 

—  siiw  cos/(  =  li. 


siii/  siii//  —  A. 
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Ajoutant  leurs  carrés  ensomltlc  cl  extrayant  ensuite  la  racine,  on  a 
fart.  6} 


;  d%  —  r,  dl 


V  A--B^^-C-: 


C 


U: 


de  sorte  que  les  valeurs  des  constantes  A,  B.  (>  seront 

C  =  I)cos(',  15  :=— I)  siii/cosA,  V  ^  D  siii/sin//. 

Or,  désignant  par  <I> -!-/•,  comme  dans  l'arliclc  7,  l'angle  que  le 
rayon  /-fait  avec  la  ligne  d'intersection  du  plan  de  l'orbite  et  du  plan 
fixe  des  a-v,  il  est  claii'  qu'on  aura 

;  =  /■C05(4>  —  /.),  -fi  =r  /•  siii(<I)  —  /.), 

et  la  dernière  des  é<[uations  précédentes  deviendra 

i"-  c/<l)  =  I)  dl, 

laquelle  donne  le  tliéort'uie  connu  des  secteurs   /  r-  (l<\>  proportionnels 
au  temps  /. 

Sul)stituant  la  valeur  de  dl,  on  aura 


d^ 


\)dr 


/•=y/2lI-2/R./r-^ 


comme  dans  l'article  cité. 

Ainsi  le  problème  est  de  nouveau  réduit  à  l'intégration  d(>s  deux 
équations  séparées  en  /,  <I>  et  /'que  nous  avions  déjà  trouvées  ci-dessns 
art.  G  et  7);  mais  cette  intégration  dé|)end  de  rexiii-essidu  de  la  force 
centrale  R  en  fonction  du  rayon  /■. 

12.  On  voit,  par  ces  équations,  que  ce  rayon  sera  le  plus  i;rand  ou 
le  plus  petit,  soit  relativement  au  temps/,  soit  relativement  à  l'angle  4>, 
lors(|u'il  sera  déterminé  par  ré(|uation 

9.II-2  (\\dr~  %  =  o. 
Supposons  qu'en  intégrant  ces  mêmes  équations  on  prenne  les  inté- 
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i^ialcs  en  /■  de  leurs  scruinls  iin'iiilu'cs,  de  manii'fc  (in'clles  comnVoncciif 
;iii  |ioiiil  où  /■  csl  lin  iiiininiiiiii.  cl  (|iii'  l'aiii^lo  <I'  (•oiiiiiiciil'l'  aussi  ii  ci- 
|iiiiiil;  raiii;i('  /■  sci'a  aloi's  celui  (|ii('  l(^  ravoi!  (jiii  passe  par'  le  iiK'mc 
piMiil  fera  avec  la  liL;ne  (riiilersedioii  de  l'orhilc  a\-ec  le  |)iaii  li\e 
aii.  7,;  e(  celle  coiislaiile  /',  jdiiile  il  celle  (|iie  riii(ei;ralic>ii  jieiiî 
aiiiiilei'  il  /  cl  aux  coiislaiiles  A,  15,  (i,  II.  ou  I),  /,  //,  II.  coni[)létera  le 
iioiiilii'c  (les  si\  coiistaiiles  arl)i  I  raires  (|iie  l'i  nl(''i;ra(  ioii  des  Irois  éi|ua- 
lions  diUerculielles  eu  .r,  )•.  ;  cl  /  doil  donner. 


I-!.   Si  niaiiileiiaiil  on  l'ait 

\  = /cos*!),         '^' ^ /•  siii'I', 

il  es!  clair  (jue  X  el  \  seront  les  coordoniK'cs  reclanL^les  de  la  courlie, 

jilacécs  ilans  son   |ilan   el   a_Y;iiil    la   niènie   orii^ine  ([lie   le   rayon  /'.   les 

aliscisses  \  élaiil  dirii;ées  vers  le  poiiil  on  /■  est  un  niinininni  ;  et  si  l'ini 

-iilisliluc  ces  (|nanlités  dans  les  expressions  d<'  ;  et  r,  de  l'arlicle   I  I. 

on  aura 

;  ~  X  cos/.  —  Y  si  11/.-,  r,  =  \  eos/.-  -h  \  siii/.. 

Snloliliioiis  ces  valeurs  dans  celles  de  .r,  v,  ;  du  inciiH'  arlicle  el  Tai- 
sons, pour  ahréiicr, 

:z  -—  +  cos/'cosA  —  sin/  sinA  cos/, 
|5  =: — siii/iCosA  — cos/,  siiiAcos/. 
cz,  :=!+  cos/.  siiiA  4-  siii/  cos//  cns/, 
pi=; —  siii/,  siii//  -H  cos/,  cos/i  cos/, 
a»=  si  11  /  sin  /, 
(3-,~-  cos/,  sin/; 
on  aura 

.r  =  c.\   -h,3V  =/-(acos<l»   -i-  3  >iii«l>). 

y  =  Z|  \  -t-  ,3,  Y  =  /■(«,  cos'I»  +  |ii  siii<l»). 
;  "  a,\  +  ^,\  —  /-(y.,  cos<I>  +  |6,  siii<I»), 

expressions  (jui  oui  ce|  avantage.  (|ue  les  (|iianlites  dépendaiilo  du 
niouM'iiienl  dans  l'orliilc  sont  sépai'ces  des  ipianlilés  ijiii  depeiideiil 
nni(pieinenl  de  la  posili(Mi  de  l'inliile  relaliveincnl  an  plan  iixe  des  .ty. 
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Ces  expressions  de.r.  v,  r  sont  conformes  à  la  lliéorie  n-énéiale  exiiu- 
sée  (Sect.  Il,  art.  10  ,  et  l'on  aurait  pn  les  en  déduire  ininiédiatenienl 

Kn  efli't,  en  considérant  tout  de  suite  le  mouvement  dans  l'orliilc 
on  a  les  coordonnées  X,  Y,  la  troisième  Z  étant  nulle,  lesquelles,  n 
renfermant  que  trois  constantes  arbitraires,  peuvent  être  regardée 
comme  des  valeurs  particulières  des  coordonnées  générales  .r,  y,  : 

ensuite  on  aura  celles-ci,  par  le  moyen  des  coefficients  a,  3,  y. 

qui  renferment  les  trois  autres  constantes. 

14.  Si,  au  lieu  de  considérer  le  mouvement  dans  l'orliite  propre  du 
corps,  on  rapportait  ce  mouvemenî  à  un  plan  (|U(dcon(iue.  par  les  trois 
coordonnées  X,  Y.  Z,  les([uelles  ne  continssent  aussi  ([ue  trois  con- 
stantes arbitraires,  on  aurait  alors  par  la  même  théorie  les  expression- 
générales 

V  =  z,\  —  3,\  —  ;,,Z, 
:  —  y:,\  ^  l,\  -  y,Z, 

et  comme  on  a  tronvé  :  Secl.  III,  art.  10 

on  aurait 

y  =r  siii/;  siii  (',         "/!  =  —  Cos/(  siu/.         ■/»=;  cos/. 

Ces  valeurs  de  a,  3,  *;.  x, renfermant  les  trois  arbitr.iires  /•. 

//,  i,  satisfont  d'une  manière  générale  aux  six  équation^  de  c(jndition 
données    Part.  I,  Sect.  III,  art.  10) 

Après  avoir  donné  les  formules  générales  pour  le  mouvement  d'un 
corj)s  attiré  vers  un  point  fixe,  il  ne  reste  qu'il  les  ap|)li(juer  au  mou- 
vement des  planètes  el  des  conii'tes;  c'est  l'objet  des  [laragraplies  sui- 
vants. 
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5^    I.   —    1)11  inoincnieiil  dca  jildnrlcs  cl  des  rontclcs  aiiloar  du  So/cd 
siippust'  /lie. 

\').    Diiiis  le  svsli'inc  du  inonde,  la  force  attraclivo  étanl  en  raison 

inverse  du  carré  des  distances,  on  fera  K  =  -^i  ff  étant  la  force  attrae- 

/-     " 

live  (rime   plani'te  vers  le  Sfdeil,  ii  la  distance  /■  =  i ,  ce  (jui  donnera 

.  '  /• 

Substituant  cette  valeur  dans  ré(|iiation  entre  <I>  et  /■    ai'l.   Il),  on 
voit  (iiie  la  (|uaiitité  sous  le  signe  devient 

.11  +  ^-1^, 
/■         /■■ 

la(|U(dle  |ieiit  se  nielti'C  sous  la  forme 

alors  le  second  inenihre  de   ré(|uation   e\|)riinera  la  did'érentielle  de 
l'angle  avant  [tour  cosinus  la  (jiiantité 

1!_  ii 
7      îï 


\/^"-î 


de  sorte  (|ne,  intégrant,  ajonlant  ;i  'l>  la  eonslaiile  arbitraire  K  et  pas- 
sant des  arcs  ii  leurs  cosinus,  on  aura 


On  voit  ([lie  la  plus  petite  valeur  de  r  aura  lieu  lors(|ue  l'angle  tl>  -f-  K 
est  nul  ;  de  sttrte  (|ue,  coin  nie  uon^  avons  su  pposé  art.  I '2  j  que  l'angle  'l> 
eoinnience  au  point  (]ni  répond  au  iniiiimiini  de  /■,  on  aura 

k  =  o. 


SECONDE   PARTIE.-  SECTION    Vil.  17 

Donc,  en  faisant,  pour  abréger. 


on  aura 

__  h 

~  I  -1-  e  cusô 

é(|uation  polaire  il'une  section  coni([ue  dont  A  est  le  paramJ'tre,  r  l'ex- 
centricité, c'est-;i-iliri>  le  rapport  de  la  distance  des  foyers  au  i,'rand 
axe,  /le  rayon  vecteur  parlant  d'un  des  foyers,  et  'I'  l'angle  (|u'il  fait 
avec  la  partie  du  grand  axe  qui  répond  au  sommet  le  plus  proche  de 
ce  foyer. 

La  plus  ffrande  et  la  plus  petite  valeur  de  /-étant et ■.  leur 

demi-somme  sera ;;  c'est  la  distance  movenne  que  nous  désii-ne- 

l'ons  par  a,  de  sorte  ([u'on  aura 

h  z=  a{i  —  C-), 

el  si  l'on  substitue  ici  pour  h  et  c  leurs  valeurs  en  D  et  il,  on  aura 

i  -  Lui:  -  _  ri! . 
n~      h      ~        g' 

d"où  l'on  voit  (|ue  la  constante  H  doit  être  négative  pour  (jue  l'cubite 
soit  ellipti(]ue;  si  elle  était  nulle,  l'axe  -la  serait  iniini,  et  l'orbite 
deviendrait  parabolique;  mais,  si  elle  était  positive,  l'axe  -la  serait 
négatif  ('),  et  l'orbite  serait  byperbolique.  Dans  le  premiei'  cas,  la 
valeur  de  l'excentricité  c  sera  moindre  (|ue  l'unité;  elle  scia  i  dans  le 
deuxième  cas  et  plus  grande  que  i  dans  le  troisii'ine. 

H  y  a  encore  une  autre  hypothèse  d'attraction  (|ui  donne  aussi  une 
orbite  ellipti(|ue,  c'est  l'attraction  en  raison  directe  des  distances; 
mais,  comme  elle  n'est  point  a[qilicable  aux  planètes,  nous  ne  nous  y 


(')  Lorsc|ue  les  l'orimilos  lioimeiil  |ioiii'  in  une  valeur  négative,  réquatioii  h^au — e- } 
apprend  que  c  est  [ilus  grand  ipie  rur.ilé,  car  h  est  positif  et  égal  à  — ;  e'esl  pour  cette 
raison  (pie  la  trajectoire  est  une  hyperbole.  (/.  Jlcriraiid.) 

Ml.  .3 
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;ii'r(''(('r()iis  pas  ici.  On  pciil  voir  les  l'nncipcs  ili'  Ncwlon  cl  les  Oiivi'iittcs 
où  l'on  a  (fiuhiil  ses  (licories  en  Analyse. 

IC).  Hcvcnons  niainlenant  il  ré(|nalion  (|ni  donne  /  en /' farl.  10  .cl 
snl>s(iliions-v  -  ;i  la  |»lace  de  /  R  c//-,  i;/y  =  gc/(  i  —  r'-j  ii  la  |ilacc  de 
I)-,  ci    -    ^  il  la  [ilacc  de  2li;  elle  devieinira 

/•  dr 

dl  =r • 


Faisons  i 


~  r'CosO,  ce  ([ni  donne 

r  -=  a{\  —  t'  cos 'j  I  ; 
on  aura 

dl  =  1 /--  ('  —  e  cos{/)  d'), 

cl,  inléiïi'anl  avec  une  constanle  arliilraii'e  c. 


l/  —  (5—  CSMl'/). 


(]ottc  (filiation  donnci'a  0  en  /:  el  coiuîne  on  a  /■  en  0.  on  aura,  jiar 
snhstitntion,  /•  en  /. 

Si  l'on  l'ail  la  même  snhsiilnlion  dans -réiiualion  enire  <l>  el  /de  1"; 
licle  I  I ,  on  aura  celle-ci 

rfôv'i  —  e- 


f/* 


I  —  ecos9 ' 


dont  l'inléurale  esl 


«l»  =  arc  sin  ^ -, h  cunsl. 


I  —  c  cos  ) 


Mais  on  penl  avoir  la  valent'  de  tl>  en  0  sans  une  nouvidlc  iMli'^raliini. 
par  la  simple  cnmpai'aisoii  des  valeurs  de  /■.  Ia(|nelle  donne  ré(|ua- 
lion 


I  -4-  e  cos  <1» 


=  a{\  —  t'cos'/). 
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iroù  l'on  (ire,  il  raiise  de  h  =  a[i  —  e'-), 

.     ,  sin6         ^, 


I  —  e cosO  I  —  ecos5 

l't,  (If  lii. 

<I> 


<t            / 1  -^  e  6 

tans'  --  =  1  / taiiiî  -• 


On  voit,  par  ces  t'orimiles,  (|ii(',  lors([iie  l'ani^le  0  esl  aui^meiilé  de 
îGo°,  le  rayon  /revient  le  même,  et  (|ne  l'ani;!?  •!>  est  aussi  angmenté 
de  3Go".  Ainsi  la  plani'te  revient  an  même  ])oint,  après  avoir  t'ait  nne 
révointion  entii're.  Or,  l'angle  0  angmentanl  de  'ÎGo".  le  temps  /  se 

ti'ouve  angmenté  de  1     —  X  3Gn;   c'est  le   temps  ([ne  la  |)lani'te  eni- 

(itoie  pour  revenir  an  même  point  de  son  orliite,  et  ({n'on  nomme  le 
temps  pcriodifiiic.  Ainsi  ce  tem|>s  ne  depi'nd  qne  du  i^rantl  axe  j.d.  et  il 
est  le  même  que  si  la  plani-te  décrivait  nn  cercle  ayant  pour  rayon  la 
dislance  moyenne  a.  Dans  ce  cas,  on  aurait 

e  =  o,  '  ~  ^  =  ^  V  '  T7  '  5  =  •!)  ; 

ainsi  le  temps  serait  proportionnel  aux  angles  parcourus.  Et  si  l'on 
sup|iose  g  =  I .  et  (jn'on  prenne  la  dislance  nH)yenne  a  de  la  Terie  pour 
l'unité  (les  distances,  les  temps  seront  représentés  par  les  ani^les 
mêmes  que  la  Terre  décrirait  si  elle  se  mouvait  dans  un  cercle  diml  la 
distance  moyenne  serait  le  l'ayon.  avec  une  \itesse  égale  ;i  l'unité.  Le 
mouvement  dans  ce  cercle  est  celui  (|ue  les  astr(uiomes  appellent  luoii- 
\enicnl  /novcii  de  la  Terre  ou  du  Soleil,  et  au((uel  ils  ra|)portenl  com- 
munément les  mouvements  des  autres  planètes. 

17.  l.ors(|ue  rori)ite  est  liyperbolique,  le  grand  axe  a  devient  né- 
gatif et  l'angle  0  imaginaire.  Pour  appliquer  les  formules  précédentes 
il  ce  cas,  faisons 

rt  =  —  A         el         5  =  -^=, 


20  M É C \ N I O  (  E   \  N  \  L V  1"  \n\'  V. . 

on  atii'a  \)av  les  loi'iiuiU's  roniuics,  i  élaiit  le  iii)iiil)rc  diuil  le  l(i;^aiilliiii(' 

liv|)('i'l)()li(|iic  es!  I , 

jH j-(-)  jH_^j-H 

siri";^ ,  co.s  O  := '-—      j 

(■(  les  (''(|ualioiis  de  rarliclc  précéilciU  (loviciidrunl 

/-c     =x/  ~i&^e    ~  -  . 


V't( 

<I>  /e  -T-  I   i 


—  1  - 

1  ,:,  1  , 


a  cause  de  <■  ^  \  . 
IS.    L\''(Hialioii 


/■(l  +^'C05<1))=  /'. 


Inuivi'C    dans    l'article    I.'),    donne,    en    snlislitiiani    X    poni'    /costl) 

ail.  13), 

__  Il  —  r  _  ft(i  —  e-)  —  r 
e  e 

Siilislitiiaiit  pour /sa  valeur  en  0,  ai  —  fCosO),  on  aura 
X  =  «(cos^*  —  e), 

et,  connue  Y  =  y/--  —  X-,  on  trouvera 

Y  =  «  V  1  —  e-  ^'inO, 

expressions  loil  simples  (|u'on  [lourra  sul)s(iluer  dans  les  expressions 
!;énérales  (le  .c,  v,  z  du  niènie  article. 

Ainsi  il  ne  s"ai;ira  plus  (|ue  de  snhslituei'  la  valeui'  de  0  en  /.  tirée  de 
re(|ualion  d(Hinée  dans  l'article  IC).  |iour  avoir  les  trois  coiudiuinees 
en  l'onction  ilu  leMi|>s. 

l*.).  L'ani;ie  0,  (]ue  nous  venons  d'introduire  ii  la  place  tle  /,  est  ce 
i]n"on  appidle  en   Astronomie  anoiiKilic  v.rctfilrKjnc.   et  (|ni   r-e]iond  à 

\' anonialic  moycnin-  ,  /  —  c  \  >  -,  et  il  Vationmlie  craie  (!•  :  mais  les  astro- 
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nomes  ont  coutumo  de  comptei"  ces  angles  depuis  1(^  sommet  de  l'el- 
lipse le  plus  éloigné  du  foyer  où  le  Soleil  est  supposé  placé,  et  (ju'on 
nomme  aphélie  ou  apside  supérieure,  au  lieu  que,  dans  les  formules 
précédentes,  ils  sont  supposés  comptés  depuis  le  somme!  le  plu> 
proche  du  même  foyer,  qu'on  nomme  pcrihclic  ou  apside  inférieure. 
Pour  les  rapporter  à  l'aphélie,  il  n'y  aurait  ({u'à  y  ajouter  l'angle  de 
180",  ou,  ce  {|ui  revient  au  même,  changer  le  signe  de  la  (piantité  e: 
mais,  en  [irenant  l'origine  des  anomalies  au  périhélie,  ou  a  l'avantage 
d'avoir  des  formules  également  applicahles  aux  planètes,  dont  l'excen- 
tricité est  assez  petite,  et  aux  comètes,  dont  l'excentricité  est  pres([ne 
égale  à  l'unité,  leur  grand  axe  étant  très  grand  tandis  ([ue  le  jiarami'Ire 
conserve  une  valeur  finie. 

20.  Il  nous  reste  à  déterminer  0  en  /,  c'esl-à-dire  l'anomalie  excen- 
trique par  l'anomalie  moyenne;  c'est  le  prolilème  connu  sou.^  le  nom 
de  jirohlèine  de  Kepler,  parce  qu'il  est  le  premier  qui  l'ait  proposé  et 
(|ui  en  ail  cherché  la  solution.  Comme  ré(]uation  entre  /  el  0  est  haris- 
cendante,  il  est  impossihle  d'avoir,  en  général,  la  valeur  de  0  en  /  par 
une  expression  finie;  tuais,  en  supposant  l'excentricité  e  fut  pelile,  on 
peut  l'avoir  par  une  série  plus  ou  moins  convergente.  Pour  y  pai'venir 
lie  la  manière  la  plus  simple,  nous  ferons  usage  de  la  formule  générale 
(|ue  nous  avons  démontrée  ailleurs  ('t  pour  la  résolution  en  série 
d'une  équation  quelconque. 

Soit  une  équation  de  la  forme 

f'J)]  dénotaiil  une  fonction  (|uele()n([in'  de  0,  on  aura  i-éciproqu(Mnenl 

•'       '  ■>  (lu  >..)  dii- 

Rn  général,  si  l'on  demande  la  valeui-  d'une  fonction  queleon(|in' 

(  ')  Voir  les  Mâiinires-  de  Berlin,  années  lyCS-Ci;);  la  Théorie  des  fond  ions-,  {',\\i\\^.  XVI. 
I"  Partie,  et  le  Traité  de  l<i  Hésolntion  de<  c/j/icilio/tf,  note  1  i .        (Note  de  Lagrange.  ) 


ii  MÉCWIQIK   AN  V  l,M  I  O  l  K. 

(le  0  (Icsii^iK'c  |iar  l';0),  on  fera 

r\  l'iiii  ailla 

21 .    INiiir  a|)|ili(|ii('f  ci'Ue  l'ormiilc  ii  rr(|ualion  de  l'arliilc  l(),  on  l'cra 

f(0)^es\nO        cl         //=:(/  — c)  1/4,; 

on  aura  iiniiiriliali'iiK'iil 

,  .  ,(/siir-(/         ,t/-^in->ti 

J  =^  Il  ■+-  c  sin  /i  —  e- ; —  -r-  e' r-,—,  —  •  •  •  • 

a  clii  ■>. .  ■>  (III- 

oii  il  n'y  aura  plus  qu'il  rxéciilcr  1rs  (lillcrciilialioiis  i!iili(|ui'cs;  mais, 

pour  avoir  des  i'\|)r('ssions  j)lus  simples,  il  eouviemlia  de  ili''velo|)|ier 

au|>aia\aiil  les  puissances  des  sinus  eu  sinus  et  eosinns  d'angles  luiil- 

liples  de  II. 

On  aura  de  même 

.    ,            .                                         ,  f/i  siii-// eos// 1  ,  r/-(  siu'»  cos"  ) 

siiiv     ^  sin  H  —  <■  siii  «  cosw  —  e- , -i- c' 


:ii/ii- 


r  ■    .  ,  (/siii^  Il         ,  d-  sirr  II 

cos'j    =  cos//  —  1-  siii-/f  —  e- -, e^  — ^—, — 

■î  au  ■>. .  j  ilii- 


lanji'V  —  laiig»  +  . 


sin-  Il  siii'// 

cos- «         ,,       cos-// 

^77/7/  '-'    ■>.:Ulii' 


On  aura  ainsi,  par  les  formiiles  des  articles  16  et  17, 

(/  <\i\-  Il         .  il-  sin'  // 


I  —  c  cos  //  -^  c-  sin-  //  ^  e' 


■■'-i 


I  1  — e  eus  //  )■'  -T-  //('■-  sin-  //  (  I  —  c  cos  //)" 


i/ii       '    ■>.:ii/ii-   '  "■■j" 

//p^r/sin'//  (i  —  ei:os  II)"' 


■i  du 


\  ^:  ^/      idS//  —  Cl  I  -!-  sin-  //)  —  ("■- 


,  d  sin '//  d-  siii'  // 


■i  du 


.idii- 


■]■ 


V  -^  fl  \  I  —  c-    sin  // 

<I»  7^c  // 

aim  —  =  1      —       I  lain;  - 
■    ..       \     i-cL      ^  -^ 


„ //(  SIM-// eus // )         ,  f/-(  Sin-'// cos//^ 

4-  e  siii  //  cos  //  +  c-         -  -    , -4-  e^ — ;-- 

'.  du  2.0  du- 


d'- 


:du 


I  +  cos  // 
3  f/(/"- 
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•23 


22.  On  |K)iiirait  lircr  <li'  l;i  la  valeur  de  ran^lc  <I>  pac  la  série  ijui 
lionne  l'angle  par  la  tanj^eule,  mais  on  aui-iit  dirtieilenn-nl,  de  cenc 
nianit'iT,  une  série  dont  on  pût  connaiti'e  la  loi.  Ponr  obtenir  une  telle 
M'iie.  il  faudra  tirer  d'ahord  la  valeur  de  l'aniile  <l»  de  re{|uali(>ii 


laii"  ^  — 


ce  qu'un  |)eut  laiie  d'uru'  nianii're  éléi^anle.  en  eniplovanl  le>  exponeii- 
lielles  iniaginair<'s.  On  aura  ainsi  cette  tiansfurniée,  en  preiiaul  i  poui 
le  nonihre  dont  le  logarithme  liyjH'rixtliqne  est  l'iinilé. 


1  -         — 

i-l'- 

A^i^>-'-i 

■2  *        ' 

'i,r7 

-*.^-v 

'  1  — *-  ^.=1 

'J       

1  -        -^1 


huiindie  se  réduit  ii  celle-ci 


d'où  l'on  tire,  en  faisant  t 


ou  hien,  en  supposant  H  =  ^ 


i<tv->=iOv-' 


-  I— Ei-'W-i 


Ei'»\-' 


Prenons  maintenant  les  logarithmes  des  deux  menilti'cs.  ou  auia.  en 
divisant  par  \  —  i , 


*  =  5  H-  -L=  log:  I  -  Ei-'H'-O 4_  loï 


EI'H'-'): 


réduisant  les  logarithmes  du  second  membre  en  série,  et  siihsliluani 
ensuite,  à  la  |)lace  des  exponentielles  imaginaii'es,  les  sinus  réels  (|ui  v 


■2\  M  ÉC  \  M  O  l  !•:    \  \  \  1.^  T I Q  U  E. 

r(''|Miii(lciil,  (in  aiii"!  cntiii  hi  srric  (  '  ) 

<J>  --  0   1-  ■>.ïi  sinO  -h-  ^^^^siiia^/  +  --^sin3  0  -h  .  .  .  . 

Il  ik;  s'ai;'ira  ddiic  plus  (jiic  de  siilislilncr  |)Oiir  0  sa  valriir  en  ii.  Si 
(jonc  (Ml  (ail ,  [loiir  aluM'i^cr, 

i    -v_  L'OS  //   -H  K  COS  -2  M  +  1"2-  COSO  II  -{-... , 

(III  aura 

,                    .            c-  c/sin-  «       6'-(^/'-  siii  '  Il 
•1'  =;  «  -;-  c  Slll  //  -i-  7 —  H — ; h .  .  . 

■.!  (lit  3  .0  c/m' 

,,    .  3E-^    .  o.E»    .    „ 

+    '.h  Slll  ^^  H Slll'<«  4 —  Blll.w/  +  .  .  . 

„,.    .  ,,.(-/({]  ^\n-ii)  ,„^/-(Usin^(0 

-f -irhl  Slll  « -t- ^e- L ,   —    +'!e'L :r-,—, h.... 

■i  i/ii  '.>... i  aii- 

Oii  peut  in'iliiirc  la  valeur  de  U  à  nue  (oruK^  finie,  e(  l'on  trouve 

cds  u  —  1^  (  1  -t-  V'''  —  ^'"  '  cos  //  —  c 


L 


—  aEcusH+E-  3(i  —  ecosH) 


(les  idiiiiiiles  ont  l'avantage  de  donner  la  loi  des  si'i'ies,  (|ui  n'elait  pas 
eonnne  aii[iaravant. 

'l'.i.  I*uis(|u'en  picnant  le  [ilan  des  .t-y  poni'  celui  de  re(di|ili(|iie  sup- 
posé tixc,  et  siip[)osaiil  l'axe  des.r  dirig(''  vers  le  premier  point  d'.l/vr.v. 
l'aiigh^  '^  est  ce  qu'on  appelle  la  /o/ii^i/i/i/r  ilc  la  phtiiclc  raiigle  //  est 
la  loiigiinde  du  iKeiul,  l'angle  '^  est  la  lalilnde,  il  est  clair  (|iie  l'angle 
<!'  -r  /■,  don!  o  -  /;  est  la  projection  sur  reclipti(|ue,  seia  la  longitude 
dans  l'orliite  coiiiptee  du  nduid,  on  ce  (|u"(in  appelle  Vargiuiuiil  de  la 
liiiiludc;  et  riMjnation  (art.  7) 

laiiy(9  —  h)  —  c(is/iaii;;(<l>  -t-  />), 


(  '  I   I  oir  (liuis  les  Mrinitircs  ilc  V Aciniciiiic  de  Berlin  de   177(1  |iliisipiirs  ;iii|ilicalious  (le 
'•cite  IUcIIkhIc  (■'  i.  (  Aolc  de  /ji^^nni^r.  ) 

.'■  M.  moire  111 -I  n-iiï..i,.  l.,iïr.iiiïo  .1  [.oiir  lilrc  .v../»/;..«  ,/,■  r/iu-li/ties  p7ol,/fmfS  d' .lstri,iwmi.-  p.ii    Ir  mvy,n 

./iM   MT/.-,.  Il  M'  In. me  in-c-u-  ,111  i..mu-  IV  ih-.  OLii.-n-s  ,/,•  l.„^r,ui^,-,  |i   ï;l.  f,.   H 
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(lui  ilonno  l'angle  9  par<I>,  pourra,  lorsque  rineliiiaison  est  assez,  pelilc. 

se  résoudre  en  série  par  la  méthode  des  exponentielles  imaginaii'es 

employée  ci-dessus,  il  n'y  aura  (ju'ii  mettre,  dans  l'expression  de  <I> 

en  0,  9  —  h  à  la  place  de  ->  <I'  H-  li  à  la  place  de  -,  et  cos/  à  la  place 

de  î,  ce  qui  donnera 

_  cos  /  —  1  __  _        _,  / . 

~~  cos  /  -r  I    "^  '      "    2  ' 

et  l'on  aura 

o  —  A  =  (<I>  -^  /,  )  ^  tang-  -  siii  3  (<!>  -f-  /,  ) 

-H  -  tang''  -  siu  ',  (  <I>  4-  /.  )  —  -  tang'''  -  sin G (  <I>  -+-  /.  1  -1- . . .  . 

I.'équatiou  qui  donne  '\  en  -9  (art.  ô), 

lang'i  =:  taiig/sin  (o  —  li), 

pourrait  aussi  se  résoudre  de  la  même  manière,  mais  il  en  résulterait 
une  série  moins  élégante.  On  aurait  d'abord  l'équation  eu  ex|)onen- 
tielles  imaginaires,  i  étant  le  nombre  dont  le  logaritlinie  liy|)(Mboli(|uc 

est  I, 

\\\f^\ i-'W-i  i  ?-'')v^ j is-A'^/^ 

;^ =  =  ta  11g  /' j 

i'W->+i-'W-'  ^  3 

d'où  l'on  tirerait 

,_H  !iL^''[i(9-/oV^_i-iî-/'v'^j 


't  prenant  les  logarithmes 

tang/'       r .,,    , ,  i—,       .    ,,    , .  /— r  1 

.j,=_l ^î^      [nî-zov'-'  — i-'.?-'"v'-' I 

2  V  -  ■ 

3.8 ^-r  ■- 

5.32  v'—i 

H- ; 

XII. 


■m  MÉCANIQUE  ANALYTIOIK. 

cntiii,  on  ilôvoloppaiit  les  puissances  îles  ex|)onentielles  ininginniros  et 
y  suhsliLuanl  les  sinus  (|ui  y  répondent,  on  aurait 

ton  ix^  i 
']<—-!-  lang/siii('y  —  /()  H —   --,—  [siii3(o  —  /()  —  3siii(u  —  //  )| 

I-  -'-— ^  [sui5(9  —  /i)  —  f)  si  11  3(9  —  A)  4-  10  si  11(9  —  A).! 


Les  séries  (jue  nous  venons  de  donner  ne  son!  eonveiiicnles  (|u';i 
raison  de  la  petitesse  de  rexeeutrieilé  r  (')  ou  de  l'inclinaison  /,  et  ne 
siMil,  |)ai'  c()nsé(|uent,  applicaMes  (|u'aux  orbites  eliipli(|ues  peu  dille- 
rentesdu  cei'cle  el  |ieu  inclinées,  telles  (|ue  c(dles  des  |)laiièles  el  de 
icur>  sal(dliles:  il  n'v  aurait  d'exceplion  (jue  |)oui'  Pallas,  nue  des 
(|ualrc  nouvelles  petites  planètes,  dont  rinclinaison  sur  l'écliptique 
est  d'envifon  '■>'{',  ce  (|ui  donne  p(Mir  tang- -  une  fraction  encore  assez 
petite;  de  siu'le  (|iH'  la  série  d<'  la  valeur  de  o  en  <I»  sera  très  conver- 
gente, mais  la  séiie  de  '\i  en  0  le  sera  beaucoup  moins. 

21.  .Après  le  cas  où  l'exeentricilé  c  est  très  petite,  le  prolilènu»  de 
Kepler  est  encore  résoluble  analytii|uenient  dans  le  cas  (u'i  l'excenti'i- 
cilé  est  peu  dill'érente  de  l'unité,  el  (|ui  est  celui  des  oi'bites  presque 
paraboli(|nes,  comme  c(dles  des  c(un('tes.  Dans  ce  cas,  le  demi  grand 
a\e  <i  devient  tri-s  grand,  et  ré(juati(Mi  de  i'ai'ticle  15 


(  ')  Dans  les  MriiKiirrs  <lc  VAcadànic  dvt  Scir/iir\  pour  iS-ij,  Lajilace  a  donné  la  con- 
ililiun  néci'ssaiic  iimir  la  convci-gciicc  des  séries  pri'cédenlos.  La  mémo  question  a  été 
traitée  depuis  pai-  M.  Caueliy  dans  les  d'iiipUs  ifiuliis  de  r.lcadcnuc  drs  Scieru-at,  et 
dans  les  Krcrciiis  d\hitdy.r  i-l  de  J'Inuqiic  iii.ithriiiidiijiif  de  iSli.  L'analvso  do 
M.  C.aueliy  a  élé  eulin  dé\eloppée  el  eouiplélée  par  \i.  l'uiseux  dans  le  .1, m  mal  de  Mii- 
tlniimtinucs  de  M.  l.inuvdle,  1.  \1V:  iS'i').  I  oir  uue  Note  à  la  lin  du  Volume,  l-egcndre  a 
doiiiu'^  d'adli'urs,  dans  les  l'.icrtircs  de  Cidnd  iiilc>j,r(d  (V  fartio,  n"  ll(!)  une  série  Iscau- 
eoiip  plus  ('(unerueiiie  p(uir  cxprimei'  'i  en  fonetiou  de  o — //.  Celle  série  s'appli(|ncrait 
uièuii'  à  la  plauete  Pallas  i"  i.  ( ./.  Bertrand.) 

i"!  I,a  sorii-  .!.■  I.rci'nili.'  osl  la  suitanic  ; 

•\  =  i  uiig  !;  «in  (  j  -   '0+  j  lone'  j<ln3(?  -  A)-»-  :  lang'  isiiisi?  -  /i  1  +  I  lan;'  .^siii7|9  -/;)-»-.  .. 
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dans  laquelle  b  est  le  demi-parami'lre,  donne 


\/- 


a  2  rt        8  a- 


I. 'équation  entre /et  0  (art.  IGi,  étant  mise  sous  la  forme 

(/  —  c)  l/-^  =  0  —  csinî, 

l'ail  voir  (|ue.  lorsque  a  est  très  grand.  0  devient  tri'S  petit,  de  sorte 
(|u"on  peut  développer  sinO  en  0  —  — 7,  -^  — .-,   ,   -  —  . . . . 

V.n  faisanl  res  sulistiliitions  dans  ré(|uatioii  |irécé(lenle.  on  aura 


{l-c) 


a^        a . 3        3.3.4.3 


(-é--J 


2  et  \  a  .  o 


où  l'on  voit  que  la  quantité  0  est  de  l'ordre  de  -^-  Si  donc  on  (ait 

\  " 

et  (|u'()n  ne  pousse  rapproximation  que  jusfiu'aux  teianes  de  l^u-dre  de 

I 

-  ,  on  au  l'a 

a 

~     b 


(t-C)S^: 


=  ^0^    ^03_.    1   ('^0_     ^03„    --V-O^'V 

2  2.0  r/  \    s  4 . 3  ■1.3.4.  ■' 


On  trouvera  par  les  mêmes  rédiietions 


;•=  -(A +  02)^  — A0^ ^0- 

■>.  \"\î  .'.  .0      , 


Y  ^  .7.0-  Ai^0'. 
2 . 3  « 


:>S 


M i:c  A  moi:  k  a  n  a  i,v  r  i  o  v e. 


Sdil  T  hi  valeur  de  (-)  l()rs([ii('  </  —  -jz,  ce  (|iii  csl  le  cas  de  la  para- 
IkiIc  ;  <iii  a,  pdiir  (Icicriniiii'r  T  cil /,  r(''(|iia(ioii  du  li-oisii'iiic  dci^rr 


T''  +  3  />  T  -  :  6  (  /  —  c  )  \  'f,% 


la(|ii(dl>'  doiiiK 


•I  si  l'dii  l'ail 


T  ^  4-  V 3 {i-c)  v'g  +  v^9( '  -  c)'S  +  ^-^ 


3 . 4 .  ■"> 

b  -h  T' 

cl,  de  lii, 


\/3{t^c)\g-  V  (;(  l-  c)^g  -h  <;^; 


T  = 


Q^T 


2  rt  V  S  4  24  / 


v=rv7,-i(]:f'^T,'7.). 

.Mais  l'irratiomialilc  de  l'expression  de  T  cinpcclicra  Imijours  (pie 
ces  rornmles  ne  soieni  d'un  grand  usage  dans  le  calcul  aiial\ii(pic 
des  orhiles  paral)oli(]iies  nu  presque  paraboliques. 

-}.'>.  Il  esl  hou  de  reiiiarcjuer.  reiativenieul  au  luouvcmeul  paralio- 
liipie,  (pi'ou  pciil  déteriiiiner  le  temjts  employé  ii  parcourir  un  arc 
(|uclcon(|ue  de  la  parabole  par  une  foniuilc  assez  simple,  qui  ne  reii- 
reruieipie  la  somme  des  ravons  vecteurs  ([ui  répoiubml  aux  deuxexlré- 
milés  de  l'arc  cl  la  corde  (jui  sous-leiid  cel  arc. 

I']ii  l'aisaiil  (I  iuliiii  cl  (-)  =  -:y/>,  les  l'ormiiles  précédenlcs  donuciil 

'I' 

(M  /  —  C-)  vg  —  b  v^  (,3t  -+-  -•■"),         -  —  laiig  -, 
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Marquons  par  un  trait  les  mêmes  quantités  rapportées  à  un  autre 
point  de  la  parabole;  la  dilTérence  /' —  /.  ou  le  temps  employé  ii  par- 
eourii'  un  arc  de  parabole  contenu  entre  deux  points  donnés,  sera 
exprimé  par  la  formule 

6(1'  —  t)  \  g  ^  b\  b(3  —  7- ^  —'  ~  -'- )  ■  -'  —  r  \. 
Or  on  a 


\  =  ^  — /•.        Y^v  2/'/— ^': 

et,  si  Ton  nomme  c  la  corde  qui  joint  les  deux  extrémités  des  rayons  r 
et  /■',  on  aura 

i'-r^cX'— Xi--  ( V—  V)-=  (/•'—/•)-—  [\Tbr  —b^—s,'îbr^l?r. 

Soif,  pour  abréirer, 


U  ;:r  \  2  6/   —  b-  —  \  2  br  —  b-, 

é(]uation  d'où  il  s'agit  de  tirer  la  valeur  de  ù. 

Faisant  ilisparaitre  les  radicaux  et  ordonnant  les  termes  pai'  rapport 
à  h,  on  a 

b-[{r'  —  /•)-—  L-]  —  bll-i^r  —  /•)  -h  ^-  =  o, 

4 

d'où  l'on  tire 

U-  f  /•'—/■  -^  \  -'i  /•'  /■  —  L"-  ) 


b 


îU'-'-'-r-C^J 


ou  bien,  en  multipliant  le  haut  et  le  bas  par  /■'  —  /■  —  \\r'r —  L -'. 
Maintenant  on  a 


■2[r-r 

—  \  Âr  r—  L-] 

) 

\ 

i  br  —  b- 

b 

L^ 

b 

2b-' 

donc 

L 

■-'=b         '' 

donc 

■2b\,  b 


iO  MÉCANIQUE  ANAF.YTIOUE. 

-iihsiiliiaiil  la  valeur  de  h,  celle  (|iiaiitilé  (levient 


I  .'.  (  /■  i   /■'  )   I-  v'4  '■'■'  —  Ll  =  I  V 2  ('■'  +  /■)  —  2  v'4  /■/■'  —  L -. 

Donc  enfin,  en  reniellanl  ponr  l'-  sa  valeur,   cl  faisant  /■+-/■'=.?,  on 
anra 


,  _  (  a .î  +  \/s''-  —  (■■-' )  V^2  -s  —  2  v'-5"  —  e- 

expression  (|ni  peut  se  metli'e  sous  la  l'orme  suivante,  plus  simple. 

comme  on  peut  s'en  assurer  en  pi-enant  les  carrés. 

2().  (lelle  lormnle  éléi^anle  a  élé  donnée  d'alxinl  par  iMiler.  dans  le 
seplii-me  \  (dnme  {\v>  Misccllaiica  llcroliiiciisui.  On  jiourrail  la  déduire  du 
lemrne  X  du  troisième  Livre  des  Priitcipcs  ni(il/icnutli(/i(cs,  ou  traduisant 
en  analyse  la  construction  j)ar  laquelle  Newton  détermine  la  vitesse 
(|ni  l'ci'ait  parcourir  nnirorménient  la  coi'de  d'un  arc  de  païahole,  dans 
le  même  temps  (.yw  l'arc  sei'ait  parcoui'u  par  une  comi-te,  et  en  obser- 
vant (|m'.  dans  la  par'ahole,  la  demi-somme  des  rayons  vecteurs  qui 
ahontissenl  aux  extrémités  d'un  arc  (juelcou(|ue  est  toujours  é^^ale  au 
rayon  vecteur  (|ni  alioulit  au  sommet  du  diami'tre  mené  parle  milieu 
de  la  corde  parallèlement  à  l'axe,  plus  à  la  partie  de  ce  diamètre 
interceptée  entre  l'arc  et  la  corde:  d'où  et  du  lemme  IX  on  tire  la 
valeur  de  ce  dernier  l'ayou,  ex|)rimée  par  la  corde  et  pai'  la  somme  des 
rayons  vecteurs  (|ni  ivp(Uideut  ;i  ses  deux  extrémités. 

Ou  verra  plus  has  comment  on  peut  étendre  la  même  formule  au 
mouvement  (dli|)ti{|ue  ou  liyperl)oli(]ne  (  '  i. 

(')  \a\  formule  relative  au  temps  néecssairo  pour  inircourir  un  arc  de  parabole  a  été 
souvent  attribuée  à  I^amlicrt,  qui,  en  effet,  y  est  parvenu  on  \-^\  sans  avoir  ou  connais- 
sance du  .Mémoire  d'iîuler  où  elle  so  trouve  démontrée,  et  qui  date  cependant  de  1741- 
Lagranf;e  lui-niémc  a  partage  longtemps  l'crieur  dont  nous  parlons;  car,  dans  son  pre- 
mier .Mémoire  Sur  le  problème  du  ta  ilc'tcntiiiitilioii  <lrs  orbites  des  comètes  d'après  tn)i\ 
ohserral/oiis  {  Olùivres  de  Lagrarige,  t.   IN',  p.   i3i)),    il   dit,  à   propos  de  Son   théorème  : 
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27.  Enfin  l'étiiialion  enlrc  0  ot  /  est  toujoiiis  l'ésoluhle  por  iipproxi- 
ination,  lorsqu'on  suppose  le  temps  /  très  petit;  on  a  alors,  pour  0  i>t, 
|)ai' conséquent,  pour  toutes  les  varialjles  qui  en  dépendent,  des  séries 
ordonnées  suivant  les  [tuissauees  de  /,  et  (jui  seront  d'autant  plus  cow- 
vergentes  que  la  valeur  de  /  sera  plus  petite.  Mais,  dans  ce  cas,  il  est 
plus  simple  d'en  tirer  la  solution  directement  des  équations  dideren- 

tielles  en  .v,  y,  :■  et  /  de  l'article  9,  en  v  faisant  R  =  — ,• 

/■- 

En  regardant  les  variables  r.  v,  ;  comme  des  fonctions  de  /,  e(  suj)- 
|)Osant  qu'elles  deviennent  .r -i-a-',  y -J-.t',  z -^  :■' ,  lorsque  /  devient 
/  -h  /',  on  a,  en  général,  par  le  théorème  connu, 

, d.c   ,       d-x  t"-        d^ X    t'- 

^  777     '   UF  1  ~  di^  2T3 

,  _  dy    ,       d-v  i-  ^  d\y    /''    ^ 
■^  ^  dt  dl-     i     '     di'    2.3        •  ■  •  ' 

_,_  dz    ,       d-z  t'-        d'z     /'■'   _^ 

^  ^  dt  '  ~^  TU}  ^  '^  Tl?  aTs"^'" 


et  il  ne  s'agira  que  d'y  substituer  les  valeurs  des  diilérenlielles  de.i-, 
V,  z,  déduites  des  trois  é(]uations 


d-x        gx  d-y        g  y  d-z 

dl-    ~   r'    ~~     '  dt^  ~   r^  ~     '  dl- 


^—  =  o, 


auxquelles  nn  pourra  joindre,  pour  simplifier  le  calcul,  l'équation  en  r 
de  l'article  10 

dt- 

iaquelle,  étant  dilférentiée  et  divisée  iiar  2.rdr,  donne 

„       a;       d{rdr) 
2  H  -H 1-7. —  =  o, 


«  M.  Lamhert  est  parvenu  à  un  des  théorèmes  les  plus  élégants  cl  les  plus  utiles  qui 
aient  été  trouvés  sur  ce  sujet,  et  qui  a  en  même  tempt  l'm-antctj^e  de  f'opplii/ucr  aux 
orbites:  elliptiques.  »  Cette  phrase  a  été  imprimée  en  1780,  c'est-à-dire  trois  années  avant 
la  mort  d'Euler,  qui  n'a  jamais  réclamé  son  droit  de  priorité.  Dans  les  Mémoires  de  Berlin 
l>our  1771,  Lambert  cite  le  mémo  théorème  et  s'en  attribue  la  découverte. 

(./.  Bertrand.  1 
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iroi'i.  CM  (lill'croiiliniil  de  nouveau  e(  (aisaiil.  [joiii'  altréirer, 


un  a  celle-ci 


la(|iielle  est  (oui  à  l'ail  senililalili'  aux  précédentes. 

(tu  aura  ainsi,  par  des  diiréi'entiali(uis  et  dc^  snhstitutious  sucée: 

sives, 

d-.r  g.r  (P. 7' 3c; 5  g   r/j' 


d.r 
df 


/■■'    dt  /■'  !•'• 


>.3g.«  dx 


3.3.r)g.ç(/\       3. .3.7^.5'       3.5g-.9\ 
7'       lit  ''       "7^^  7^^  ) 


3^  *  _  3. 3.5g. î- 
7^  TTi  V- 


^.d.r 

,-)  dr 


et  ainsi  de  suite. 

On  ani'a  de  pareilles  expressions  pour  les  dill'éreulielles  de  >' et  r, 
en  eliangeanl  seulement  .r  en  y  et  z. 

•2<S.  On  fera  donc  ces  substitutions,  et,  connue  les  (|uanlités  r,  v,  ; 
et  leurs  ditlérentielle.s  se  rapportent,  dans  ces  formules,  au  commence- 
ment du  temps  /',  si  l'on  y  change  /'  en  /,  et  qu'on  dé.signe  par  x,  v,  /, 
r,  s  les  valeurs  de.r,  y,  ::,  r,  si\\ù  répomlentii/  -^  o,  et  (ju'on  suppose, 
pour  aliréger, 


g  t^       3gs  J'^    ^    /3g  </s  _  3..5gs 
r'  2         /■=    2 . 3  ~^  \  r'   dt  y' 

3.3.5g  s f/s       3.5.7gs^       3.5g-s\ 
i-^"~~   lu    "*  F»  r»      / 


\  =  -  r 


r^  2.3  \"      2.3. 


r"      /  2 .  o .  4 .  a 

3.3g  ds  _  3.3.5 gs^ 
r'     dt  r'' 


r'*  y  2.3.4.0 


on  aura  ces  cxpressM)ns 


X  =  X  r  -f-  ;^  \  ,  V  =  y  1   H-  -V:-  V. 


dt 


dt 


T,      dy.  ,- 
dt 
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A  rciianl  (les  (?()iislaiit('>  s  l't  -j'  que  renferiiiiMil  ces  ex|ticssi(ttis.  il 

est  bon  de  rniiai'ijucr  i|u"flli"^  se  l'éduisenl  iainuMliali-iiieiil  aux  con- 
stantes D  et  H  d'où  depenilenl  les  elémenls  a,  h.  c  de  i'iiihile  <dli|i- 
ti(|ue,  comme  nons  Pavons  vn  dans  l'aitiele  S.  (lar,  en  ra|i|>(iitanl  an 
commencement  dn  temps  /  le>  deux  eijuations  en  /•  de  i'aitiele  |)ieeé- 
iliMit,  on  a 


îHi--  I)-. 


///  V 


et  snlistituant  ponr  11  et  i)"   leurs  valenis '~-    et  y/>    art.    lÔ  ,  on 

'  2(1 


(h  ^  ,  1  1 


M  — ^'> 


(J  on  I  on  lire 


a        V        i:  '// 


//  =  ■>  r 


On  voit  [uir  là  (|ue  les  (|uanlités  T  et  V  ne  dépendeni  ([ne  de  la  (ii:nri 
de  l'oi'bite,  et  nullement  de  la  position  de  son  plan. 


2'J.   Comme  la  (piantile  -^^  on  v.  est  déterminée  |iai-  nnc  c(|nati<ni 

liliërentielle  semblable  ii  celle  (|ni  détermine  .r.  on   auia  aussi  poni 
■ette  (juantité  une  expression  semblable,  en  cliangeani  smlcinent  x  ci 


</\  ,  ./s     .-,  .      . 

-r  eu  se    -r  ■  On  aura  ainsi 
e/i  (Il 


r  dr 

~dT 


ï-^v. 

dt 


De  là.  en  intégrant  et  aioutaul  la  constante  |-. 


,.2 ^  ,.-  ^  .,  s  l'Td/^  -^,^   /  ■  V  d/. 

où  les  intéijrales  doivent  être  |»rises  de  manière  ([u'elles  soient  nulle 
\II.  5 


I()rs(|ii('  /    -  <).  On  aiiiM  :iinsi,  en  siilisriliniiil  les  valnifs  di'  1' d   \,  >■{ 
Di'doiiiiaa!  Ii's  Icriiirs  |>ai'  iMpinirl  aux  puissance-  '\r  I. 


,!<,   ,.      Ks  !'■       /3-s-        ir  r/s\    /■• 
(iir  s  r/s         r.'iii's''         ir''S\      /' 


Ollc  cxitrcssiDii  (le  /-  linil  rliT  i(li'iirH|iii'  avrc  cclii'  (|iif  ilunncia  ii' ii  I 
•s  valeurs  ilc  r,   v.  r  ;  ear.  |iuis(|Ue  /-  -;  .t;-  4-  Y'  -l-  :; '.  on  aura  aussi 

\//\~^  \  f/\  -h  y. '/■/.„,.-       f/\-  -I-  ih--h  <//■-  .., 


\-  -H  V-  +  /.- —   1-, 


,l\-   \-(l\-  +  ,lyr 


Itl  V 


M^^  (art.  9)  =  ^^j^  +  ^  (ar(.  -27,  -  ,77  +  j?  ' 


le  sDi'le  (lu  lin  aura 


-=,-p^.sTv  +  (-^+;:)vs 


valeur  (|Ui  coincKle  avec  la  [irecédenle. 

;:^    II.   —    Drhriiiiiialidii    des  t'irituiil^  du  iiiouvci/iciil   ('IliplKii 
ou  paruliulnjuc. 


.')(>.  Dans  la  (lienrie  des  planiies,  on  nninnie  vléniciils  les  six  (|uan- 
liles  (-(Mislanles  (jul  servent  il  deleriniuer  la  lii;ui'e  de  l'iirliile,  sa  |Hisi- 
liiin  par  ra|i|i(irl  a  un  jilau  lixe,  (|u'on  prend  piinr  cidui  de  reidipli(|ue, 
el   rep(M|ne  iiii  le  miinienl  du  |)assai;('  par  l'aplielie  ou  par  le  i)erilielie. 

Siiienl,  eoinnie  dans  le  par'aiiraplie  précédenl.  <i  le  demi  i^i'and  axe 
lin  la  dislanee  luiiveiine  i^l  h  le  deiiii-|iaranii't  re  ;  ces  ilenx  elenienls 
deleriuinent  la  lii^urc  de  l'iirliile;  et  si   l'du  uoniuie  r  rexcenlricilé,  ou 
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[ilulot  le  r;ip[iort  de  la  (li>tancf  des  deux  t'uvcrs  au  iri-aïul  axe,  on  a 

/y  1=  (/  (  I  —  (•-  I 

ft.  jiar  ronst''i[iieiit. 

Soit,  (le  |)!iis,  r  Ii'  teiDps  qui  rt-|iiiiid  au  pas>af;o  dr  la  ]daiii'tf  par  le 
jiériliélie;  cet  éliuncnt.  avfc  les  deux  précédents,  servira  ii  déleriniuer 
le  mouvement  ellipti(|ue,  indépendamment  de  la  po-^itinii  de  l'urliile 
dans  l'espace. 

Pour  déterminer  cette  position,  soit  X-  la  loni^itude  du  péiilielii^ 
cdiuptee  depui>  la  li;:ne  îles  n(euds,  r'esl-ii-dire  Tani^le  (|ue  la  jiarlie  du 
itrand  axe  (]iii  re|mnd  au  perilielie  l'ail  avec  la  liiiiie  d'iuteiserti.m  du 
plan  de  roi-lwte  avec  un  plan  tixe:  cet  eleuienl  delei'iuine  la  pnslliiui 
(le  l'ellipse  >ur  le  jdan  de  i'orliitc. 

Soi!  enliu  i  riuidinaisiui  de  eç  plan  <ui-  le  |dan  tixe  aïKjind  un  le  rap- 
p<ii-|e  et  (|n'en  Astronomie  ou  prend  nnlinairemeut  pnui-  rerlipli(|ui' 
mois  le  pi'cnons  dans  nos  tniinules  pour  celui  des  coordonnées  r.  v  . 
et  soif  //  la  longitude  du  nieud,  e'e>t-;i-(lire  l'aniili'  (|ne  l'inteisfclicui 
des  deux  plans  t'ait  avec  une  lii^ne  tixe,  (|ue  les  astrouorm-s  >nppovi'nt 
dirigée  ver<  le  premier  |M»iut  d'Arifs  et  (jue  nous  j)renims  pour  Taxe 
des  .r. 

(;e•^  six  (|uanli(es  a.  h.  c.  h.  i,  li  sont  les  elcments  (ju'il  s'a^^it  de 
déterminer,  d'apirs  (|uel(|nes  <'irconstances  du  iU(Uivemi'nt  ellipli(|ne 
donné. 


'■\\.    Le  i-as  le  plus  sim|tle  de  ce  proliHune  est  celui  oii  l'on  coiiuail  la 
position  du  molnle,  ^a  vitesse  et  sa  direction  dans  un  instant  (pielc(HU|ue 

11  11-  III  ''''       '^c     <(z 

donne.  Dans  ce  cas,  les  données  sont  les  vaieui's  de  .c,  v,  r.  -j-,  -y  •  -j 

])our  un  instant  donné,  valeurs  qui'  nous  desii.MH'rons  par  les  ledre- 

'/\     'A     ./z       ...■•,.  ■ 

romames  x.  v,  /,    ,-■>  -i-^  -,-  '   et  il  s  ayira  d  exiu'imcr  par  ces  six  (iiiaii- 

r//        (It        ilt  -Il  1 

tilés  les  six  éléments  a,  h.  c  h.  i.  k. 
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I.'.ii'liclc 'J  (loiiiif  (r;il)(inl,  cil   iiicllanl    —    '^-    il    l;i   [iliicc  dr    /  \\  (//   <•[ 

,  ,l.r    ,lv    ,/:■  ,/\    ,/\     ,h. 

dl       lit      (Il  •  ill      ill.      ,U 

.h.  >/y  „  rf\  <h.  ,.  dy  dx 

•   dL  dl  dl  dl  dt         '    dl 

l'I  Ii's  ;iclicl('s  I  I  et  lô  doniicni 

A   -:^  1)  siii /^-in//,  IJ  =^ — I)  siiwCos//,  (,'  r^  1)  cos/, 

(  )n  ;iiii;i  iiiiisi  iiiiiiiéiliatciiu'iil,  |iai'  ces  loriiiiilcs.  les  \ai('iirs  du  dcini- 
axc  <i,  du  ilcini-païaini'lri'  h,  d'où  r<iii  lue  rcxccntiicité  c  =  l  /  i  -  -. 
cl  les  aiii;lcs//  et  /:  et  il  ne  restera  ([u'à  cdimaitrc  les  (juaiililés  r  cl  /■. 

■  tl.  Il  csl  1)1111  de  remaiMiiier  ([lie  la  valeur  de  a  cl  celle  de  A  [leii- 
venl  se  réduire  ;i  une  lornie  plus  siui|>lc.  Kii  cU'el.  il  est  clair  (|uc 
\'- -f- v'" -I- /.  ■  est  le  eairc  de  lu  vitesse  iuilialc.  hicjucUe  étant  uoiu- 
liiéc  u,  (ui  aui'a 


d'oii  l'on  voit  (|ue  le  j^raud  axe  de  la  section  c()ui(|ue  et.  jiar  coiisé- 
i|uen(  aussi,  le  lein|is  |iériadi(|ue  ail.  Kl  iic  dépendent  (|ue  de  la  dis- 
laiicc  primitive  du  i'oi'[)s  au  foyer  allractil'  cl  de  la  vitesse  de  proji'c- 
1 11)11. 

A  l'ei^ard  du  parainf'tre  aA,  ou  a  rciluit,  dans  l'arliclc   II.  la  {|uaii- 
lilc  I)  il  la  l'ornie  .  où  (/<[)  csl  l'angle  décrit  par  le  ravon  /'  dans  l'iu- 

>lanl  t/l,  de  sorte  (|ue  /v/<J>  est  le  |)ctit  are  décrit  par  le  niéine  rayon: 
par  eoiisc(|iiciit.  i'sl  la  vitesse  per|ieiidii'ulaire  ii  ce  rayon  cl  (|uc  le 

corps  a  pour  loiirner  autour  du  l'ovcr. 


SECONDE   PARTIE.—  SECTION    \  1 1. 

Si  l'on  désignait  cette  vitesse  de  rotation  [tar  v.  on  anrait 
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rv  =  \  tjT', 


et,  par  conséquent. 


/>  = 


Ainsi  le  paramètre  ib  ne  dépend  (jne  dn  rayon  r  et  de  la  |)artie  dr 
la  vitesse  ii.  par  huiuelle  le  corps  tend  ii  tonrnei'  antonr  du  ioyei'  veis 
le(|nel  il  est  attiré. 

X).  Pour  trouver  la  valeur  de  relénient  r.  (|ui  détermine  le  tem|)s 
du  passage  par  le  périhélie,  on  remarquera  (]ue  cette  constante  n'es! 
entrée  dans  le  calcul  que  par  l'intégration  qui  a  donné  la  valeur  de  / 
en  /  (art.  IG  . 

Donc,  si  l'on  dénote  j)ar  .7  la  valeur  de  0  qui  répond  ii  /  =  o.  on  auia 
par  les  formules  de  l'article  cite,  en  y  faisant  /  =  o,  ce  qui  clian^-f  r 
en  I'  et  0  en  .î, 

/^  .      , 


r  —  (7(1  —  c  cos3r,i. 


Ainsi  on  aura  par  l'eliminalion  de  .r  la  valeur  de  c  en  r,  pni>qin'  ((  et  r 
sont  déjà  connues. 

Enfin,  pour  dcterininer  1("  dcrniei-  élément  /',  (jiii  e>t  aussi  cnln' 
par  l'intégration  de  l'éipiation  entre  /■  et  •!>  :arl.  lô  ,  on  i-emar(|ui'ia 
d'aliord  (|ue  l'on  a  art.  \\  en  cliangeant  •''.  v  en  x.  y,  et  raj»|)orlanl 
l'angle  o  au  commencement  de  /, 


lùisnite  l'aiticle  7  donni 


tani;i<l>^-/,; 


laiiiri''.^  —  /'* 


:e  sorte  (|ue,  h  et  i  étant  déji»  connus,  on  aura,  par  l'angle  intiM-mi'- 
iairc  ç,.  l'angle  »I> -f- X-  en  \  et  y:  ci  de  lii  on  aura  /par  l'e(|uation  de 
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r:iiliil('  1")  i:i|)|)i)iU''('  il  l'iiistanl  oi'i  /  =  o. 


■  W.  si  l'on  ri)iiii;iiss;iil  ilciix  liciiN  ilii  iiHiliilc  (hiiis  son  orhitc,  ;ivi'c 
le  lcni|is  (M'oiili'  cnlrc  les  inslaiils  où  il  ;i  occn|)(''  ces  deux  licnx.  on 
nriiil  ;inssi  si\  (loinK'cs  \),\v  les  coonloiinrcs  (pii  rr|ion(lcnl  ;in\  dcnx 
oinis  (lonnrs  de  l'oi'liilc,  cl  les  six  (''liMncnls  scriiicnl  ;iiiss:  (IcIi'iiniiM's 
;ii'  les  valeurs  lie  ers  cooi'iIoiiih'm's  ;  mais  l'expression  I  ransceni la ii le  dn 
'in|is  eni|ièeliei-ail  de  donner  nne  solution  i;(''neiale  el  ali4idMi(|ne  du 
ndili'rne.  On  poiiiTa  senlenienl  le  résoudre  par  approxinialion,  si  I  iii- 
•rvalle  de  lenips  enire  les  deux  lieux  esl  assez  pelil,  en  laisanl  usai^e 
des  rorniiiles  de  l'arliide  2S. 

Soient  x.  v,  /  les  trois  coordonnées  du  premier  heu  dans  l'orliile 
et  x',  v',  /,' cidles  dn  second  lieu;  en  prenant  /  pour  le  temps  écoule 
entre  les  passai;'es  du  uiolnle  par  ces  deux  lieux,  on  aura,  en  i;eueral 
(art.2S). 

Supposons  (|u'on    ne  veuille   [torter  la   |U'écisi(Ui   (pie   iusi|iraiix    troi- 
sii'Uies  puissances  de  /;  on  aura 


V  --  / 


/-'  G 


r.oinme  rexpr<'Ssiou  di'  T  renCei'ine  la  conslante 

r  dv  _  X  i-Zx  +  y  f/y  +  z  di. 

'^~'  lit    ~  di  ' 

ou  commencera  par  la  delermiiier  eu  ajoutant  eusenildc  les  trois  eipia- 
tioiis  précédentes,  apri^s  avoir  multiplié  la  picuiiéi-e  par  x,  la  deuxième 
par  \-  l'I  la  iroisii'Mie  |)ar  z;  ou  aura  ainsi  l'éiiuation 

xx'-i-  yy'+  zz'rr  l'-'l'  +  s\', 

d'où  l'on  tirera  la  valeur"  de  s  (iii'oii  suhst  itiiera  ensuite  daii'-  l'expres- 
siiui  de  T. 
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:i!t 


Les  vali'urs  de  T  et  de  \  étant  connues,  les  mêmes  équations  donnc- 

/\    (/>    ,1/. 
Il'  Tfi'  ',lr 


i'ont  les  valeurs  des  dilleientielles -y- î -^  >  -  ';  ainsi  le  piwdjli'mc  sera 


i-ednit  an  eas  prérédent. 

'■\'i.  Kntin,  si  l'un  ne  eonnaissait  (|ue  trois  fayons  veetenrs  /■,  /• ,  /  , 
avec  les  temps  /  et  /'  écoulés  entre  les  passantes  par  /■  et  /■  et  [lar  /■  et  /' . 
on  piMirrait  encore  déterminer  l'orlMle  par  les  formules  de  l'article  -2'.). 
en  supposant  les  temps  /  et  /  assez  petits. 

(lar,  en  faisant  /  =  0  dans  la  valeur  de  /-,  et  ne  poussant  les  séries 
pour  les  valeurs  de  /■  -  et  /■  -  (|ne  jus(|u'au\  /'  et  /  ',  on  aura 


!■'-  =  \:--^[it  — 


/■  -  =  r=  -r-    ■'.  /  —  T,— ■    s  —  /  -  —  ! 
'  ,5  r'  /  (tt 


-/- 


i'i|nalion>  d'où  l'on  tirei'a  les  valeurs  r,   s  et   -j  ■    Ces  deux  dernières 
donnent  tout  de  suite,  [lai'  les  l'oririules  de  l'article  19, 
1        r         ,h 


,1       I-       "  ,11 


b=.ir 


rnsnite  on  aiiia  raui,He  H  compris  entre  le  rayon  r  el   c(dni  du   peri- 
hidie,  par  la  l'ormnle    art.   I  ô 

rc 

(■  étant  éual  ii  \  /  i '• 

Si  l'orhite  était  une  |)aral)oIe.  ou  aurait  <i  ^  -r.  et,  |)ar  eonsé(|uent. 


<U  "  y  ' 


alors  il  sni'tirait  de  conuaitre  (len\  distances  /■  et  /■  :  la  premii're  <liuin 
lait  la  valeur  de  r,  et  la  secomle  la  valeur  de  s,  par  re(|ualiou 
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M'}.  Les  cIimiicdIs  des  |)i;tni'l('S  sont  assez  ciuiniis;  c'csl  jini'  des  oli- 
>('i'valii(iis  (le  l(inL;ilii(l('S  cl  de  laliliidcs  (|ii'(m  les  a  délcfiniiirs,  cl  la 
|)clilcssi'  df  leurs  exeeiiliieilés  el  de  leiiis  iindl  lia  isoii.s  sur  le  |daii  de 
l'eidiiilKine  a  lieaiic()ii|)  ciinl  ri  liiié  ;i   l'aeililer  ces  dcicriiii  iialioMS. 

\\\]  |irenaiit  l'c  |ilan  |)(mr  c(diii  des  .rv,  les  angles  s  el  ■l  (arl.  ■1) 
ic|iresenleMl,  l'un  la  loni^ilndc  du  eiir|is,  cl  l'aiilre  sa  laliUide:  et  nous 
avons  donne  ilaiis  les  arli(des  22  el  2;!.  pour  les  valeurs  de  z>  et  'l  en  /, 
des  séries  (|ui  son!  d'autant  |>lns  eonveriicriles  (|ne  l'exeeiil  rieité  c  el 
rinclinaison  /  sont  plus  peliles.  lui  prenanl  six  (disei'valions,  trois  de 
loni;ilnde  el  (rois  de  laliUide  e()i'resp(Uidanle  ou,  eu  i;énéral.  de  lon- 
^ilude  ou  de  latitude,  ;i  des  inslauls  donnés,  on  aui'a  six  é(|uations  par 
les(]U(dli's  ou  pourra  déterminer  les  six  élénienls,  du  moins  pour  le 
Soleil  el  la  Lune,  (|ui  tournent  imniédialemeni  autour  de  la  Teri'e. 

l'onr  h's  autres  planistes  (|ui  lourueiil  aut(Mir  du  Soleil,  le  calcul  est 
uii  peu  plus  conipli(iué,  parce  que  l'observation  n<'  donne  iniinédiate- 
nieiil  (|ue  les  lon£;itu(les  et  lalilinles  vues  de  la  Teirc.  (|u'on  nomme 
i;r(>ri'/i/rii/iics  ;  mais,  en  su|)posaut  le  nioiiveinenl  du  Soleil  connu,  ou 
peut  toujours  déduire  do  chaque  oltservalion  une  e(]iialioii:  de  sorte 
que  six  observations  suftiront,  à  la  rigueur,  pour  la  deieriiiinali(Hi  des 
>i\  éléments. 

Ce  i)r(d)l('ine  est  surtout  important  pour  les  comètes,  d(Uit  les  élé- 
ments, l<u'S(|u'(dles  paraissent,  sont  tout  ii  fait  inconnus;  aussi,  depuis 
Newton,  (|ni  a  le  premiei'  tenté  de  le  résoudre,  il  y  a  |ien  de  géomi'trcs 
et  d'astronomes  (|ui  ne  s'en  soient  occupés.  Ne  pouvant  établir  l'ap- 
|ii'oxinialion  sur  la  petitesse  de  rexceniricilé  cl  de  rindinaison, 
comme  |ioiii'  les  plani'Ics,  ils  ont  Ions  supposé  (|ue  les  intervalles  de 
temps  eulre  les  (diservalions  sont  très  petits,  et  ils  ont  donné  des  mé- 
thodes |dus  on  nn)ins  approchées  pour  déduire  les  éléments  des 
comi'tes  de  trois  buii^itiides  cl  d'autant  de  lalitndes  observées.  Comme 
celle  (|ue  j'ai  pioposée.  dans  les  .tAwoZ/yv  (/<■  Ihriin  i  ')  pour  178  !,  me 
|»arait  olliir  la  solution  la  plus  directe  et  la  |)lus  générale  du  jtroblème 


'  )  OIÙHTC.i  de  iMgrdiii^r,  1.  IV.  p.  4^9- 


(i    1). 
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(k's  conit'tes,  je  crois  pouvoii"  la  ilonncr  ici,  in;iis  un  peu  siinpliticc  et 
accompagnée  de  renianjties  nouvelles;  elle  l'oiirnira  une  a|ipliralioii 
importante  des  principales  formules  ([ue  nous  avons  développées  dans 
le  paragraphe  précédent. 

5;  III.    —    Sur  1(1   détermination  des   orbites  des  eoniètes. 

37.  Soient,  dans  un  instant  (juelcouque,  H  la  distance  de  la  comète 
à  la  Terre  et  /.  //^  //  les  cosinus  des  angles  que  la  ligne  ou  le  rayon 
visuel  R  fait  avec  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux  et  supposés 
fixes  dans  l'espace;  on  aura  lî/,  R/y^  R«  pour  les  trois  coordonnées 
rectangles  de  la  comète,  parallèles  à  ces  axes  et  ayant  leur  origine 
dans  le  centre  de  la  Terre.  La  quantité  R  sera  l'inconnue,  mais  les  trois 
(|uanlités  /,  /;/,  //  seiont  connues  par  l'oljservation  de  la  l'omt'te  et 
devront  être  telles  que  l'on  ail  la  condition 

/-  -^  /ll--r-  «■-==), 

parce  que.  par  l'hypothèse,  on  doit  avoii' 

!{-=  (R/}=+  (ll'iiy--^  (H /M-. 

Soient  de  même  p,  X,  a,  v  les  quantités  correspondantes  relativement 
au  Soleil,  en  sorte  que  cA,  ca,  pv  soient  les  coordonnées  recfan.yies  du 
lieu  du  Soleil  par  rapport  à  la  Terre,  et  parallèles  aux  mêmes  axes;  ces 
quantités  doivent  être  censées  connues  par  le  calcul  du  lieu  du  Soleil 
dans  le  même  instant  de  l'ohservation  de  la  comète,  et  l'on  aura  aussi 
la  condition 

À-  -}-  IJ.-  -f-  V-  ^=  I  . 

Entiii  soient  .r,  v,  ;  les  coordonnées  rectangles  du  lien  de  la  comète 

|»ar  rapjtort  au  Soleil,  parallèles  aux  mêmes  axes,  et  /■  le  raycui  vertcur 

(le  son  orhite  autour  du  Soleil;  il  est  visihle  (|u"ou  aura  ces  trois  ét|ua- 

lions 

j  —  R  /  —  oÀ,  y  =  R  //(  —  o;j.,  z  ~J{n    -  yj  ; 

et,  comme  /■- =  .r'--+- y--!-  r-,  on  aura 

/■-  —  R-  H-  p-  —   2  lî  c (  //.  —  m  ;jL  —  ii-j). 
XIl.  6 
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Or  on  snil  (|ii('  l'expression  /'/.-]-/// u.  -h  'r/  est  celle  dn  eosinns  de 
l'ani^'le  (briné  entre  les  deux  rayons  H  el  p.  [larlanl  du  eenli'e  eoniinnn 
de  la  TeiTe  el  diriges,  l'un  ;i  la  eoini-le,  l'antre  au  Soleil  ;  de  sorte  (|ne. 
si  l'on  d(''si,L;ne  eel  ani;le  |)ar  t,  on  aura 

/■■-  =  ir-o.  |{ocoscr-)-p-. 

Si  done  on  a  trois  observations  de  la  même  eomi'le,  faites  ii  des  ii!- 
tervalles  de  lein|is  eoiMins,  on  aura  trois  systi'mes  |)areils  d'('M|nati()ns 
(|ni  eonliendront  eliaenn  nne  nouvelle  iurounue  15.  et  les  pi'opriélés  de 
la  [lai'ahole    ')  donner'ont  ti'ois  autres  é(|i!alions. 

;}<S.  V.i'  ()ui  se  |>resen(e  de  pins  simple  pour  eel  olijet  es!  d'employer 
la  t'(U'mnle  donnée  dans  l'arliele  2'),  [lai-  la(jnelle  ou  a  le  temps  (|ue  la 
eomèle  emploie  ii  déerii'e  nu  are  (|ueleon(|ne.  exprime  par  la  corde  de 
l'arc  el  par  la  somme  des  ravous  Nccleiirs  (]ni  al»onlisseul  ii  ses  diMix 
exirémilés,  el  (l(''i;a!^ée  de  tous  les  éléments  de  l'orbite;  car  les  trois 
inlervalles  de  temps  entre  les  trois  (d)servalions,  prises  deux  a  deux, 
douueroni  les  li'ois  éipialious  demandées. 

Nous  mar(|nerous  par  un  Irait  les  lelti'cs  (|ui  desii^uenl  les  (|uautilés 
analoj^ues  dans  la  seconde  observation;  nous  aurons  ainsi 

/■'-=  11- —  2  R'p'coS(7'h-  o'-         el         s  ^=1  r  ~  /■'. 

Poui'  la  corde  u  de  l'arc  parcouru  par'  la  comète,  dans  l'iulervalle  des 
deux  observali(ms,  il  est  clair  (|u"ou  aura 

//-=:  (.'■'—  -r  }'--¥-  l  J'— .>')--T-  (z'—  z  1-=  /■■-4-  /•-—  :>.{.r.i-'^  yv'—  ;-z-"}. 

lui  substituant  pour.r,  i-,  ;  et  ponr.r,  v  ,  :■'  leurs  valeurs,  on  aura 

.(■.r'+  i-i't-  c;'=i  I>U'(// -t-  nuit'  +-  nu')  +  !>o'(/./.'-r-  ;J-y-'-r-  vv'  ) 

—  Ro'iJ'/.'-h  ni  ;j-' -+-  Il  v'  )  —  R' p  (  /' À  +  /" ' y.  -i-  ii'-j  ). 

Or.  [lar  le>  ibeoivmes  l'onnus.  l'exju'ession  //'-f  //////' -h  nii   doit  repre- 

(  '  )  C'esl-ù-ilirc  les  |iro|iriél(?s  du  inoinciiioiU  |iaraboliinie  (it''\ultip|)r'cs  |iliis  hnut. 

(  y.   /Irrlrnnd.  > 
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sentier  le  fosiiuis  de  raiiglc  compiis  entre  les  deux  ravons  15  et  W  |>ar- 
taiit  du  eentre  de  la  Terre  et  dirigés  aux  deux  lieux  de  la  comète  dans 
les  deux  oliservations;  de  même,  '/.'/.'-h  [vj.' -^  W  sera  le  cosinus  de 
l'aiiiile  Inrmé  au  centre  de  la  Terre  par  les  deux  l'ayons  c.  z'  dirij^rs  aux 
deux  lii'ux  du  Soleil,  et  ainsi  des  autres  expressions  semhlaliles. 

Doue  si.  |)our  plus  de  clarté,  on  imagine  (|ue  les  deux  lieux  aj»pa- 
rentsde  la  comète  soient  mar(|ués  sur  la  surface  de  la  sphère  par  les 
lettres  C.  C.  et  de  même  les  lieux  apjiarenis  du  Soleil  par  les  lettres  S. 
S',  et  (]u"on  jiMiiue  par  des  arcs  de  i;rauds  cercli's  les  quatre  points  ('., 
(]',  S,  S',  il  est  évident  (jue  les  arcs  CS,  ('.'S'  repi'esi'nteiont  les  aniiles 
(|ne  ncuis  avons  dénotés  par  7  et  7';  (|ui'  les  arcs  (IC  et  SS'  l'cprésente- 
ront  les  angles  dont  les  cosinus  sont 

//'^-  niin'-^  /m'         ol  tj.'  —  [■'•'J-'-^  '■''■'' y 

et  qu'entiu  les  arcs  ('.S' et  (1  S  représentei'onl  les  angles  dont  les  cosinu> 
sont 

Ainsi,  eu  considérant  le  (piadrilatère  spliéri(iue  (iC  SS  ,  qui  est  censé 
donné  par  les  deux  observations  de  la  comète  et  par  les  deux  lieux  cal- 
culés (lu  Soleil,  on  aura 

r-  =  R-  —  :>.  n  0  cos  (  es  )  +  p- , 

/■'^=IV-— 9.l5'p'(>os(C'S')  -^p'% 

(I-  —  /--f-  /■"-—  2RR'cos(CC')  —  2pp'cos(SS',i 
-^2Rp'cos(CS')-h2R'pcos((:'S); 

donc,  comme  la  dillérence  /'—  /  des  temps  /  et  /'  (]ui  i-epoudeut  aux 
deux  ohsei'vations.  c'est-à-dii'c  leur  iulervalli'  en  temps,  est  censée 
donnée,  on  aura,  par  la  formule  de  l'article  cité,  l'équation 


(/•+  /■'-H«)'— (/■ 


")- 


dans  hniuelle  il  n'y  aura  d'inconnues  (|ue  les  deux  dislances  R  et  W. 
Si  \\)n  a  une  troisième  (djservation.  poui'  la(|uelle  les  qiuintitcs  au; 


Ilï 


^]]■:^]\^l()Vli  AN Ai.vnoiiK. 


1ol;ii('s  sdiciil  (li'si^ lires  par  les  iiumiics  Icltri's  iiiai(|U(''cs  de  deux  (rails, 
mi  aura,  par  la  coiiiparaisoii  de  la  jircinii'rr  oliscrvalioii  avec  (•cllc-ci, 
une  (l('u\i('riir  (''(|naliiin  (oui  ii  (ail  sriiililahic,  dans  la([ii(dlc  les  IcKrcs 
inar(jii(''('s  d'un  (rail  dans  l'iMiiialioii  |)rrr('il('nl('  le  sci'onl  par  dnix 
Irails,  cl  (jiii  ne  contiendra  (|nc  les  deux  inconnues  H  cl  li". 

On  ani'a  de  Mii'nie  une  IroisiiMnc  éijiialion  scinlilaldc,  par  la  conipa- 
r'aison  de  la  dciixii-nic  ohsci'valion  a\('e  la  Iroisii'Mie,  en  ni^  l'aisanl  (|ue 
niar(|iicr-  d'un  Irail,  dans  la  preniii're  c(inali<in.  (onles  les  lellres  (|ni 
n"(Mi(  [loinl  de  Irail,  cl  de  deux  (rai(s  (ou(es  C(dles  qui  en  on!  ini.  Ainsi 
celle  Iroisii'nie  ei|nalion  m;  eonliendra  que  les  mêmes  inconnues  H' 
e(  il";  de  s(n(e  (jiie  les  (rois  é(|nalions  ne  con(iendrnn(  (|ne  les  Ir'ois 
inconnues  R,  \\  ,  \\  e(  suffironl  pour  les  dé(erminer.  ^lais,  (|Uoi(|ne 
ces  é(|na(ions  se  pi'ésen(en(  sous  une  (orme  assez  simple,  leui'  résoln- 
(ioii  (dire  des  tlillieullcs  pres(|ne  insui'm(Uilaides,  pai'ce  que  les  ini'on- 
iiiies  V  soiil  mêlées  end'e  elles  e(  renfermées  dans  dillercnls  radii'aux. 


;>'.).  Au  resie,  si  l'on  pouvail  parvenir  «l'une  manii're  (|ueieoni|ue  ii 
li(Uivcr  les  valeuis  des  l'ayons  /•,  /',  on  aurail  loni  de  siiile  le  demi- 
parami'lre  A,  <|ui,  dans  la  parabole,  esl  égal  au  double  do  la  dislance 
p«''riliélie,  pai'  la  Cormuli'  (arl.  :25) 


/; 


"--('•'-'•)= 


et  comme  on  a  eu  i^énéral  larl.  10)  l'é(|ua(ion 


lans  la«|Uidle 


.  =  sni A  lant;/,  -^  = — cos//l,ini;i 


(arl.  Il  ),  on  aura  ces  deux-ci 


;  -H  (.r  sin/(  —  )■  cosA)  t;niL;/=  o, 
;'--  (c'siii//       r'cdsA  )  lani;/=t  o; 


d'où  l'on  lii'cra  facilcmeul  les  valeui's  de  lau"/  cl  lany//.  ce  (lui  don- 
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ncia  la  position  du  plan  ilc  la  parabole  relativement  an  pian  (]u'(Mi 
aura  choisi  pour  les  axes  des  a-  etv. 

On  peut  même  remarquer  que,  par  le  moyen  de  ces  équations,  qui 
dépendent  de  ce  que  l'orbite  de  la  comète  est  su[q)0sée  dans  un  plan 
passant  par  le  Soleil,  on  peut  d'abord  réduire  les  trois  inconnues  à 
deux  seulement. 

En  elFet,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

L  =  tanï/siii  A.         M  ^  tantr/ cos//. 
on  aura,  en  substituant  les  valeurs  de  .r,  v,  ;,  rc(]nation 
R,,_pv  =  -L(R/-,o/.)  -MiR/H  -o;j.). 


d'où  l'on  tin 


II 


ÀL 


.M 


Il  —  IL  —  m  M 


et  l'on  aura  de  même  les  expressions  de  R'  et  de  R",  en  marquant  d'un 
irait  et  de  deux  traits  les  lettres,  à  l'exception  de  L  et  M,  qui  sont  les 
mêmes  pour  toutes  les  observations. 

De  cette  manière,  les  trois  inconnues  R,  R',  R"  seront  réduites  aux 
deux  L  et  ^I,  de  sorte  (]u'il  ne  faudra  employer  que  deux  é<|ualions 
pour  leur  détermination,  ce  qui  simplifie  un  peu  la  sidniiou  du  pro- 
blème. 


iO.  Pour  la  sim|)lilier  davaiila,!.;!',  il  ne  paiail  pas  i|u"il  y  ait  d'autre 
moyen  que  de  supposer  les  intervalles  de  temps  entre  les  observations 
assez  petits  pour  qu'on  [)nisse  néiiliper  plusieurs  termes  comme  insen- 
sibles, ce  qui  ne  donnera  d'abord  (|u'unc  solution  a]q>rocliée  (|u'on 
pourra  rendre  plus  exacte  ensuite  par  de  nouvelles  corrections.  C'est 
aussi  ce  qu'on  a  fait  jusqu'ici  dans  toutes  les  solutions  qu'on  a  données 
de  ce  problème. 

En  appli([uant  cette  liypotbi'se  ii  la  solution  précédente,  la  corde  // 
deviendra  très  petite,  et,  en  ne  retenant  que  les  deux  premieis  termes 
des  radicaux  qui  entrent  dans  l'expression  du  temps  /  —  /  écoulé  entre 


Vil  \IKC\MQl  E   ANALVÏIOri:. 

les  (l('ii\  nrcinii'n's  obscrNalioiis,  ou  aura 


(|lli  (llMIIIC 


cl  il  n'y  aura  plus  d'autres  fadicaux  daus  (•(■(((■  ('(lualKin  (pic  i-c[\\  (pu 
cuircul  dans  les  c\|)i'cssi()ns  de  /■  cl  /•';  mais  les  c(piatious  enirc  les 
lidis  iiKMMiuues  U,  15',  II",  ((U  cuire  les  deux  !..  M,  scioni  cucoïc  ti'op 
c()ui|di(pi(''es  |i(iui'  (pTou  puisse  les  cinplovei'  avec  sncci'S. 

Ou  pcul  eonclure  de  lii  (pie  ces  iiieoiiiiues  ne  sont  pas  celles  dont 
l'cuiploi  est  le  plus  avantaii(!U\  daus  la  (jueslion  pi'(''sente;  cl,  l(U'S(proii 
ue  deruaiide  d'aliord  (prune  soluli(Ui  appi'oehcc,  il  est  lieaucon|i  plus 
siui|)lc  de  l'aire  usage  des  fbruiules  ipic  nous  avons  (louu(''es  dans  l'ar- 
ti(dc  2S,  poiii'  le  cas  où  l'on  suppose  le  leuips  /  (ri's  petit. 

11.  Pour  appli(|uer  ces  l'oruiulcs  à  la  (hMcruiinatiou  de  r(uliile  des 
coiui'les,  il  n'y  aura  (|u'i\  y  suhsiiliier  ii  la  place  de  ;■,  v,  ;  les  expres- 
si(Uis  (l(Miuees  dans  rarlicle  ))7:  ou  aura  ainsi,  eu  ^cncraL 


■^  c/l 

l\  m  —  pij.  T^  .y  I  4-  j:  V  , 


R«  —  pv  —  zT  H-  'i'^  \ , 
r/x     ds'     d/. 


>u  les  (|uantil(''s  x,  v,  z,  -,'>   -,-'  >  -t-  r(''|)on(lent  au  couiiiicnceincut  A\\ 
'  ~  dt     di     <li       I 

temps  /  cl  sont   rcgaïah'u'S  couiiiic  coustantes,  cl   où    1'  cl  \  sont  des 

rouctious  ratioiinidlcs  de  /  et  des  coustantes  r.  s, 

(loiuMie  le  comniciicemcnt  du  temps  /  est  arbitraire,  ou  peut  te  fixer 
au  uiouiout  de  la  prcmii're  oi)servatioii  ;  or,  eu  t'aisaut  /  =  o,  ou  a 

T=:i         et         V  =  o; 
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donc  011  aura  poui'  la  première  observation  ce  premier  sy^li'iiie  (réi|ii; 

lions 

\{/  —ù.  —\, 

Il  m  —  yj.  =:  y, 


Pour  la  deuxième  ob.-^ervalion ,  distante  de  la  première  du  lem|ts  /, 
on  aura,  en  marquant  d'un  trait  les  lettres  R,  /,  m,  //,  z,  a,  a,  v,  ce 
second  système  d'éciuations 


R 7    -'/"/.  irixT-  ~V. 
//t. 


R7/'  -c 


z  T  - — ^,    \ 

dt 


On  auia  des  équations  pareilles  pour  la  ti'oisième  ohsei'valion.  distanle 
de  hi  premii'i'c  du  temps  /',  en  marquant  de  deux  liaits  les  lettres  mar- 
quées (run  trait  dans  les  dernières  équations,  et  d'un  trait  les  lettres  T 
et  \  .  pour  indiquer  (jue  le  /  dont  (dies  sont  tondions  doit  étr(>  clianiié 
en  /':  on  aura  ainsi  ce  troisième  système  d"é(]uations 


15/      -o"/.    =\T   --  -y^V, 

dt 


R7»  -'/uL  =  vT'-^^V, 

■     '  ■  dl 


Wn 


zT  —  -^  \  . 

dt 


On  peut  éliminer  îles  prtMuii'ies  éipiations  de  eluicnn  des  (rois  sys- 

ti'ines  les  deux  constantes  x  et   -,   ;  et  faisant,  pour  ahréyer. 

dt  ' 

T\   —  \T'=  V\ 


(\\l--A)\  —  (R7'— o'//)V'--  (R-r-  p">.'')V  =o. 


d\ 


Klimiuant  de  même  les  deux  constantes  y,  -j-  des  secondes  écjuati 


W  M  K C  \  M  Q I  !■:   A  N  \  L\  1  1  O  [  R. 

lies  nit'iiics  sysli-nics,  on  aura 

(Wiii    -  yij.)  \   —  (!!'«('—  p' p.')  \"'  -r-  (  W  ni''  —  p"/jl"  )  V  —  o, 

l'I  rcliiiiiiialiiiii  lies  <'((iistaiilf's  z,     .'  des  (Ici'iiii'i-cs  ('(iiialions  <lc   ces 
sysll mes  iliHiiicra  |iai-cill('m('iit 

(1!//  —  f,v)\  "—  (W  n'  —  p'v')V'-|-  (!{'■/<"—  p"v")V  =o. 

De  CCS  trois  (''(|iialioiis  ou  (ire 

K  __  prV"-pT'V'+p'T"V 

R' 


GV" 

pr,v" 

'-p'r,v'  +  p"r;  V 

(iV 

pr,v"- 

p'r;v'  +  p"r:v 

c.v 

cil  sii|)|iosaiit,  pour  al)r(''gcr, 

(i  =-=  lin'  II"   I-  mn'  r  +  ni'  m''  -   In'  ni" —  ml'  ii" —  nui'  i , 

cl  cil  (Iciiolaiil  par  l\  F  .  F'  ce  (joc  dcviciil  (i  lors(|iroii  v  cliaiii;!'  /.  ///. 

//  rcspcclivciiiciil  cil  A,  [j-,  V,  eu  A',  ij.',  v'  et  en  A",  a",  v";  eu  déiiolaiil 

lie   UK'uic  par  l\,  r,,  \\  cl  par  l\,  i".,  1",  ce  (|uc  (1  devieiil   eu   l'aisaul 

suliir  les   iiK'iucs  cliaugciiicnls  aux  <|uaiililcs  /,  di  .   //',   ainsi   (pTaiix 

(|iiaiililcs  aiialoiiiics  /',  ///',  ii" . 

Maiiileiiaiil    les    Irois  (d)servalioiis  doiiiieul   aussi    ;arl.   'XI,  .'J<S  )   les 

ci|i!alioiis 

K-  —iW^j  cos(,t:S)     +p-^  =r-, 

11'-—  ''.R'p'costC'S')  ^rj'"-— !■'■'-. 

W"-—  •'.  r>"p"ços(r;'S")  -i-  p''-=  /•"-. 

Doue,  si  l'on  y  siihsliliie  les  valeurs  preccdenics  de  l{,  ii',  IV.  on  aura 
Irois  c(jiialions  linales  (|ui  ne  coiiliciidronl  (|iie  des  (jiian(i((''s  eoiiiiues. 
avec  les  (|uanlilcs  \".  \' ,  \'"  et  /■,  /',  /•",  (|ni  sont  données  en  roiicli(nis 

du  Icinps  cl  des  trois  coiislanles  r,  s,    .  >  d'm'i  dependeni  les  éleinents 


SECONDE   PARTIE.-  SECTION    VII.  i!) 

(If  rorliite  (art.  2S,  29  ;  tic  sorte  (|u'()ii  |toiiira  ilrterminer  ces  trois 
constantes. 


42.    En  ne  poussant  l'appi^oximation  que  jiis([u'aux  qiiatrii'iiics  |)iiis- 
sances  de  /,  on  a 

et,  (le  même, 

V'=/' 


6 1-' 


et,  comme  V  =  TV—  YT'.  on  anra 

(t'—tv 


f—  i 


6r' 


jt'—  tyq  ^t') 

4  r' 


En  faisant  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  R,  R',  R  et  suppo- 
sant /■  =  m/,  le  coelTicient  m  étant  donné  par  le  rapport  des  deux  intei- 
valles  entre  les  trois  observations,  il  est  clair  (jue  la  quatriènu;  fliuien- 
sion  de  /  disparaîtra  par  la  division,  et  qu'ainsi  il  suffira  d'avoir  égard 
à  la  troisitune  dans  les  valeurs  d(>  /■'  et  /•  ". 

Or  on  a.  en  général,  aux  /'  |)rès. 


c/t  o  /•' 

mais  nous  avons  supposé  que  la  première  observation  répond  à  /  =  o. 

et  que  les  deux  suivantes  ré[)ondeut  aux  ten)|»s  /  et  /' =  /)il;  ainsi  l'on 

aura 

/■-  ^=  r-, 

(f^   „       -S    , 
/■  -  —  r- -t-  isl  - — r  '"  —  w~^  i  • 

.,        ,  ,  r/s   ,  .  t;s 

/•  -=:  r--^  2  ws<  --  m-  —-  t-  —  //?'  ---  r. 
dt  3 1-^ 

On  fera  donc  ces  substitutions  dans  les  trois  dernières  équations  de 
l'article  précédent,  et.  rejetant  les  termes  qui  contiendi'aient  des  puis- 
sances de  /  supérieures  ;i  la  troisil-nie,  on  aura  trois  é(|ualions  entre 
les  trois  inconnues  r.  s  et  -^>  dont  les  deux  dernières  n'v   paraîtront 

XII.  7 


oO  MKCANrOUE   ANALYTIQUE. 

(|U('  sons  la  lortnc  lin(''aii'(',  dr  sorlc  (jn'il  sci'ii  (ri's  lacilc  ilc  les  ('liniiner 
cl  (le  icdiiitc  le  [udhli'ini'  ii  une  seule  (''(|iialioii  en  r.  C.'esl  en  (pioi  eoii- 
sislc  le  |ii'inci|)al  avanlaijc  de  la  niélliodc  (jue  iKins  jU'oposons. 

Si  l'on  vonlail  jionsser  ra|i|iro\inia(ion  plus  loin  cl  avoif  éiianl  ;i  un 
|>lns  ^l'anil  nonilife  de  tei'nies  dans  les  valeurs  de  \',  \'',  \"",  /•'-,  /•"-',  on 
auiail  (li\s  é(|na(ions  où  les  ineounutis  s  et  ,  ne  seraient  oins  liu(''aii'es, 
mais  nionlcraienl  snecessivenieni  h  des  dinuuisions  pins  liantes,  ce  (jui 
rendrait  leur  élimination  plus  ditliciic  et  réquation  finale  encore  [ilns 
coui|)li(|uce. 

(.■>.  i'oiii-  donner  l;i-dessns  un  essai  de  calcul,  nous  nous  conicule- 
l'ons  d'avoii'  (''i;ai'd,  dans  les  valeurs  de  \,  V,  \  ",  aux  troisii-nics  dinii'n- 
sions  de  /  et  de  /',  ce  (|ni  l'cra  disparaître  les  termes  alleclés  Ai'  l'iu- 
couniu'  s;  nous  l'ei'ons,  pour  plus  de  simplicité,  g  =  i ,  eu  prenant  la 
distance  moyenne  de  la  Teri'c  an  Soleil  pour  l'unité  des  distances,  et 
re|)résentant  les  temps  par  les  mouvements  moyens  du  Soleil  (art.  2'i;; 
cl,  snp[)osaut  /'--////.  nous  aurons 


V  =  ml 


V"  -  (  /«  —  I  )  /  — 


l.cs  valeuis  de  U,  R',  U"  deviendront  ainsi  de  la  l'orme 
H 
IV  = 


61>r'— Or- 

^(3r^^/-)(i  ' 
6P,r'—Q,t- 


en  supposant,  poui'  ahrégei', 

1»  =  (  «(  —  T  )  p  r  —  ru  p'  F'  4-  p"  T", 

o  =  (Ht  —  i)''pr  —  //('p'r'-+-  p'T", 
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ft  dénotant  par  P,,  Q,  et  ?,,  Q.  ce  quo  P  cl  Q  deviennent  en  y  rhan- 
geant  F,  F,  F"  en  F,.  F,,  F,  et  en  F,.  F:,.  F;. 

Ces  valeurs  de  R,  R',  R',  distances  de  la  comète  ii  la  Terre  dan-. 
les  trois  observations,  ne  contiennent,  comme  l'on  voit,  qne  la  seule 
inconnue  r,  rayon  vecteur  de  la  comète  dans  la  première  observation. 
Si  donc  on  substitue  la  valeur  de  R  dans  l'équation  (art.  '25) 

R-+  2Rpcos(CS)  +  p-=  r-, 

on  aura  une  é([ualion  finale  en  r,  laquelle  montera  au  liuitième  deiiré, 
et  le  problème  sera  réduit  à  la  résolution  de  cette  équation. 

Ayant  trouvé  la  valeur  de  r,  on  aura  par  les  formules  précédentes 
celles  de  R'  et  R";  de  là  on  aura,  par  les  formules  de  l'artit  le  42,  Ir^ 
valeurs  des  trois  rayons  vecteurs  r,  /■'.  /■",  ainsi  (jue  celles  des  cour- 
données  X,  v,  z  et  de  leurs  dilTérentielles  -r'  -j-r  V;  l't  I  on  pourra 

df    dt     di  ' 

déterminer  l'orbite  par  les  l'ormules  du  §  II,  ou,  si  l'on  aime  mieux, 
par  les  formules  trigonométriques  connues,  d'après  les  trois  distaners 
R,  R',  R"  de  la  comète  à  la  Terre. 


4i.  Les  expressions  des  distances  R,  R  ,  R"  peuvent  être  simplitiée^ 
par  la  considération  suivante  :  comme  la  Terre  et  la  comète  se  meuvent 
autour  (lu  Soleil  par  la  même  force  attractive  de  cet  astre,  si  l'on 
nomme  ?,  ■/],  'i  les  coordonnées  rectangles  de  la  Teri'e  autour  du  Sideil 
lorsque  /  =  o,  et  (|u'on  désigne  par  0,  Y  ce  que  deviennent  les  fonr- 
tious  T  et  V  lorsqu'on  y  cliange  les  éléments  de  l'orbite  de  la  eomèti' 
en  ceux  di'  la  Terre,  on  aura,  comme  dans  l'aiticle  28,  les  trois  éipia- 
tions 


pÀ  =;0 


di 


\\ 


—  p^a  =  00+      -  1, 


parce  que.  ayant  dénoté  (art.  24)  par  pX,  zu.,  pv  les  coordonnées  l'cc- 
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(angles  du  lieu  du  Soleil  par  rapporl  ii  la  Terre,  on  aura   —  c>.,  —  pa, 
—  pv  pour  eelles  de  la  Terre  par  rapport  au  Soleil. 

(-(uuuie  ces  équalious  ne  dillereiil,  de  celles  de  l'arlicle  1 1  (|ue  parce 
«|ue  X,  V,  z,  r,  V  son!  (diaugées  en  ^,  Vi,  'C,  (-),  >'  el  <|ue  H  y  esl  nul,  il  esl 
clair  (pi'on  aura  des  résultats  analogues  eu  Caisaut  ces  mèiues  clian- 
geuients  dans  ceux  que  nous  venons  de  trouver  dans  rarticle  précé- 
dent. Ainsi,  |iuis(|iie  les  expiassions  de  1{,  H',  il"  données  à  la  lin  de 
cel  article  ne  conliennent  d'aulre  (|uantil(''  depciulante  des  eli'nients 
de  l'orliile  (|ue  le  layon  vecteur  r,  si  l'on  (liange  r  (-n  ;.  layoïi  vec- 
teur de  rorl)ite  de  la  Terre,  on  aura 


R  =  o,         R'=:o,         W-o; 


•roù  l'on  (ire 


6P-zn 


Ot' 


(3P, 


O,^^ 


6P, 


0.^^ 


(les  valeurs  étant  maintenant  substituées  dans  les  mêmes  expressions 
de  i{,  15',  \\",  e(  négligeant,  dans  le  dénominateur,  le  terme  liés  petit 
du  second  (U'dre  en  /'"  vis-à-vis  du  (erme  Uni  en  r',  on  aura  ces  expres- 
sions plus  simples 


TK^I^-f)' 


(ilp'       r'/' 


Q,t- /  i         I 
~6G  W  ~  r" 


Si  donc  on  suhsiilue  la  valeur  de  R  dans  ré(|uation 

H- —  allp  cosi  (JS)  -+-  p- —  r-=  o, 
el  ([u'oii  lasse,  pour  abréger. 


or- 


K, 


6  (m  —  1  )  G 
(|naiuilé  toute  connue  par  les  observations,  en  miilliplianl  par  z'''v'\  on 
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;uira  réquation 

K-2(|-3_  p3)2_  2Ky  r'(r'—  p^)  cos(CS)  -^  r/  r'''(p-—  r-)  =  o, 

OÙ  riiiconniic  r  montera  au  Imilièmo  dogré,  mais  qui,  étant  divisil)!»' 
par  r  —  c,  ne  sera,  après  la  division,  que  du  septième  degré. 

Cet  abaissement  de  ré(iuation  en  r  est  dû  à  ce  que  nous  avons  repré- 
senté le  mouvement  de  la  Terre,  comme  celui  de  la  comète,  par  des 
formules  approchées  où  l'on  a  négligé  les  puissances  de  /  supérieures 
à  la  troisième;  il  n'aurait  pas  lieu  en  employant  la  valeur  de  R  de  l'ar- 
ticle précédent,  dans  laquelle  les  lieux  du  Soleil  sont  supposés  exacts, 
étant  déterminés  d'après  les  Tahles. 

4.i.  On  peut  ramener  l'écjuation  précédente  à  une  construction  assez 
simple.  Ayant  mené  d'un  point  donné  deux  droites  qui  fassent  entre 
elles  un  angle  égal  à  l'arc  (".S,  distance  apparente  de  la  comi'te  au 
Soleil  dans  la  première  oliservation .  et  dont  la  |)iemière  soit  égale 

à  —  et  la  seconde  égale  à  o,  il  s'agira  de  trouver  dans  la  iiremière  un 

point  tel  que  la  partie  comprise  entre  ce  pciint  et  l'extrémité  de  la 
même  droite  soit  à  la  droite  entif'ie  comme  le  cube  de  la  seconde 
droite  est  au  cube  de  la  dioite  qui  joindra  l'extrémité  de  celle-ci  et  le 
point  cherché  :  alors  cette  dernière  droite  sera  égale  à  r,  et  la  partie 
de  la  première  interceptée  entre  le  point  donné  et  le  point  rherclié 
sera  égale  à  R.  Car,  par  celte  construction,  on  aura  la  proportion 


laquelle  donne 


K       „    K 

—  —  h:  ^ 


K    -, 


et  ensuite 


r  =  V  p-  —  2  p  K  ces  (  es  )  ^  U-, 


d'où  résulte  l'équation  ci-dessus  en  r. 

Lambert  est,  je  crois,   le  premier  qui  ait  réduit  le   probliMiie  des 
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comiios,  envisage''  d'une  nianicrc  approchée,  mais  cxaclc  ('),  à  une 
(■■(|iiati(>n  Mni(nic  ii  une  scnlo  inconnue.  Il  y  esl  parvenu  pai'  une  coii- 
siiléralidu  ingénieuse,  l'ondée  sur  ce  (jue  le  lieu  a|)parent  de  la  cornèle, 
dans  !;i  deuxième  ohservation,  s'écaile  du  grand  cercle  nn-né  par  les 
lieux  apparents  dans  la  |)remii're  el  dans  la  Iroisième  ohsei'valion  ;  et 
la  délerminalion  de  ce(  écarlenienl  l'a  coudiiil  direclemenl  à  une  con- 
slruclion  analogue  à  colle  que  nous  venons  de  donner,  et  ([ui  se  réduit 
à  une  é(|uation  eu  r  du  septième  degré.  {Voir  \vi^  Mémoires  (h'  l' Aradému- 
ilv  licrlin  pour  l'année  1771.) 

(jonnaissaul  ainsi  les  valeurs  de  r  et  R,  on  aura 

•w         "'  —  I  Qi  ..  ...  Qi  II 

m        (j  Q 

et  les  deux  é(|uations  (art.  40  et  41) 

K'-  —  alV  o'cos(C'S')  +ù'-  —  r"-  —  r--h  (  2/ —  :y— -  )  s  -h /'^ '-^, 
'  \  .>  r  '  /  lit 

R"-— 2R"p"cos(C"S") -H  p"-=: /■"-=  r'-4-  (2/»/ tt^  |s+  m-t--J 

donnenmt  les  valeurs  des  constantes  s  et  -7^,  et  de  là  celles  des  éléments 

a  el  II  (le  l'orhite,  par  les  t'ormules  de  l'article  28,  2rt  étant  le  grand 
axe  et  -ih  le  paramètre. 

'i().   Si  l'on  sup|)ose  l'orbite  paial)(di(|ue,  on  aura  n  infini,  ce  (|ui 

donne  -.-  =  -•  Dansée  cas,  les  deux  deiiiii'i'cs  éciuations  ne  contien- 
dt         r  ' 

driuit  ]»lns  (|uc  l'inconnue  s,  hupielle  étant  éliminée,  on  aura  une  nou- 
velle e(|ualiou  eu  r  (|ui  devra  avoir  une  racine  commune  avec  c(dle 

(  '  1  Eiiler  avait  iloniir,  en  1744.  une  solution  ajiprocliri'  du  ]irnlilémc  des  eomctcs;  mais 
sa  niélliiidc  L'\ii;('ait  phisieurs  fausses  liypollièses  et  l'einidoi  d'une  qualrième  observa- 
tion. (Juant  à  la  solution  de  Lambert,  on  doit  observer  que  celle  dont  Lagrangc  donne  ici 
ime  idée  succincte  est  la  seconde  qui  ail  été  proposée  par  ce  géomètre,  qui  a  même  négligé 
iTcu  ilc\eliipper  les  calculs.  Le  problème  avait  été  résolu  par  lui  d'une  manière  très  diffé- 
rcnlc  dans  un  (Unrage  spécial,  I/isi^/iiurc-i  orbiliv  cnincl<iniiii  proprictutcs,  qui  date 
de  17(11.  (J .  licrtrnnd.  ) 
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qu'on  a  déjà  trouvée,  ce  qui  servira  à  faciliter  la  recherche  de  cette 
racine. 

En  adoptant  d'abord  pour  les  comètes  l'iiypollièse  de  la  iiaraholc.  il 
sera  préférable  de  faire  dépendre  la  solution  uni(iuement  de  celle  der- 
nière équation,  parce  qu'elle  a  l'avantage  d'être  exempte  de  la  ([uan- 
tité  G,  qui  est  très  petite  du  troisième  ordre  lorsque  les  intervalles  de 
temps  /  et  /'  ou  ml  sont  très  petits  du  premier,  comme  on  le  verra  plus 
bas,  de  sorte  que  les  erreurs  des  observations  d'oîi  cette  <|uanlilé  dé- 
pend peuvent  y  avoir  une  influence  très  grande. 

En  faisant,  pour  abréger. 


M  =  (/;;  —  I  ) 

N^ 


(w  — OJp'  —  cos(C'S')  +  p"  j^  cos(C"S')  L 


et  négligeant  les  termes  affectés  de  t^  dans  les  coefficients  de  z,  l'éli- 
mination de  cette  quantité  donnera  l'éciuation  en  R 

i- 
MR-  —  2 N R  —  m p'-  —  p  -  —  ( /«  —  1  ) r-  -h  m  {»i  —  i)  —,  —  o, 

([VU,  étant  combinée  avec  l'équation 

R-  —  2  R  p  CCS  (  es  )  -^  p-  —  r-  =  o, 

donnera,  par  l'élimination  de  I\,  une  équation  en  r  du  sixième  degré; 
et  si,  dans  la  combinaison  des  deux  équations,  on  néglige  le  carré  du 
terme  m[m  —  i)-,  qui  sei'uitdu  quatrième  ordre,  l'équalion  linale  ne 
montera  plus  qu'au  cinquième  degré.  On  pourrait  même,  dans  la  pre- 
mière approximation,  négliger  ce  terme,  qui  n'est  que  du  second 
ordre;  alors  l'équation  finale  ne  serait  plus  que  du  quatrième  de,;^ré 
et  pourrait  se  résoudre  directement  par  les  méthodes  connues. 

La  valeur  de  r  donnera  celles  de  R,  R',  R',  et  de  là  celle  de  s,  par 
les  formules  de  l'article  précédent;  et,  comme  on  suppose  a  intini,  on 

aura 

i>  zn  2  r  —  s-. 
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OÙ  le  (IcMiii-pai'ainî'ti'c  l>  di-vicnl  iloiihic  de  la  ilistance  pi'Tilit'lic  de  la 
conù'lc. 


17.  Après  avùii'  n'duit  le  prohli'ino  des  comètes  à  des  équations 
finales  ;i  une  senle  inconnue,  il  lesle  à  examiner  les  quantités  (|ui  doi- 
vent êlrc  supposées  connues;  ces  cjuanlités  sont  : 

I"  Les  trois  rayons  p,  p',  p",  (jui  représentent  les  distances  du  Soleil 
à  la  Terre  dans  les  (rois  observations,  et  qui  doivent  étie  calculés  par 
les  Tables  du  Soleil  ; 

■1"  Les  quantités  (1,  \\  Y \  F",  T,,  F,,  T;,  F,,  F,,  V,,  d'où  dépendeul 
les  valeurs  de  P,  Q,  F,,  O,,  V,,  Q,  (art.  il  e(  i:}).  C(dles-ci  doivent 
être  déterminées  par  les  trois  observations  de  la  corniste  et  par  le  calcul 
des  lieux  du  Soleil;  mais  on  peut  les  l'ameiier  à  des  expressions  plus 
simples,  (jui  en  rendront  la  délerminalion  beaucoup  plus  facile. 

Commençons  par  la  (|uan(ilé  G,  dont  les  autres  ne  sont  que  des  déri- 
vées; on  a  (art.  1 1) 

G  :=  hn' n" ^  mil' l"-\-  ni' ni" —  lu' m" —  ml n" —  iim' l"; 

le  eai'ié  de  cette  ex[)ression  peut  se  mettre  sous  la  l'orme 

G'-—  -t-  (/--+-  m--+-  n-)  (/'-+  m'-+  n"- )  (/"-+  «î"--t-  n"') 

-r-  2  {II' -h  inm'-^  lin')  (  //"-)-  mm"~h  nn" )  [i  l"+  ni' m" -^  n'  n") 

—  (  /-  -+-  m-   H-  /('-  )  (  /'  /"-i-  m' m" -r-  n'  n'  )- 

—  (  /'■--+-  m'-  +  n"^)  [II"  +  mm"  -h  nn"  )- 

—  (/"--!-»«"--(-«"-)(//'   -^  mm'  -r- nn'  )-, 

comme  on  peut  s'en  convaincre  pai'  le  développement.  Or,  par  la  na- 
ture des  quantités  /,  f/i,  //,  /',  ///,  n',  /",  /n",  n"  (art.  157 ), 


/'-  -1-  m'-  -\-  «'-=  I, 


--)-  m  -  -\-  n  '-^\ 


Donc,  faisant,  pour  abréger, 


L  =  //'  +  mm'  -!-  /)/(', 
L'=  //"  -4-  mm"  -r-  nn", 
L"=  /'/'-i-  m'm"-+-  n' n". 
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on  a  ma 

(i-=i  +  2LL'L    -L-L-      L  -. 

Or  nous  avons  déjà  reinar(]ué  (art.  38)  que  la  qiiantilé  H'  —  itim  ~iui 
est  égale  au  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  rayons  H  cl  IV 
dirigés  vers  la  comète  dans  les  deux  premières  observations,  angle  (|ue 
nous  avons  désigné  par  le  côté  CC'du  triangle  spliéri(]ue  CC'C",  sup- 
posé tracé  sur  la  sphère  en  joignant  par  des  arcs  de  grands  cendes  les 
trois  lieux  apparents  de  la  comète  dans  les  trois  observations.  Ce 
triangle  est  entièrement  donné  par  les  observations  de  la  comète,  de 
(|uelque  manière  qu'elles  aient  été  laites:  cl  nous  pouvons  rci^arder 
comme  connus  ses  trois  côtés  CC,  V.V.",  V.'C,  ainsi  ([ne  les  angles  (l, 
C.  d".  qui  sont  respectivement  opposés  aux  côtés  C'C",  (".Cet  CC. 

On  aura  donc 

L  — cos(CC') 

et,  de  même. 

L'=  cos(CC"),        L—  ces  (C'C"), 

et  l'expression  de  la  quantité  (1-  deviendra 

(i-  =  i  —  -i  cos(CC')  cos(CC")  cus(C'C')  —  cos"(C(7)  —  cos'-(CC")  —  cos-(C'C  ). 

Cette  expression  de  G'-  peut  encore  se  réduire  ii  une  Corme  plii> 
simple;  car  il  est  facile  Ai'  se  convaincre,  par  le  développement  des 
termes,  (]u"(dle  est  la  même  chose  que  celle-ci 

[cos(CC'-t-  CC")  —  cos(C'C")]  [cos(C'C")  —  cos(CC'—  CC")|, 

laquelle,  par  les  transformations  connues,  devient  celle-ci 

,,,  ,   .    /CC'--CC"^C'C"\    .    /CC'+CC'-C'C' 

(j^  =  —  4Sm(    SHl      


.    ,'CC'— CC"+C'C"\    .    /C'C'-t-CC— CC'> 
X  sm    sm  I 


formule  très  commode  pour  le  calcul  logarithmique. 

Si  l'on  veut  employer  les  angles  du  même  triangle,  on  peut  avoir 
encore  une  expression  plus  simple  de  la  (|uaiililc  G:  car  on  a,  par  les 

XII.  S 
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lormiilos  connues, 

(•()s((;(:   )       cosi  ce  )  cos  ((_!(]")  -1-  si  II  (('.(;■)  siiiCCC")  (■()<('.  : 

si  l'dii   fait  celle  snlislilulion  dans  lii  |ii'eiiii('re  expression  de  (•-,  on 
aura,  apri's  les  réduclions, 

(î^  =  siri  ( V.C y-  siii  ( CC" )'  si ii'- ( : 
el,  par  c(iiisé(|uenl,  en  tirant  la  racine  carrc'c, 

G  =■  si  11  (  (JC.'i  siii  ((;("/')  siiiC. 
(>ii  peut  Iroiner  de  la  iiièine  manière 

(;  =  siii((:'(:")  siii((;'(:)sinr,'=sin(C"C)sin((;"f:')siii(;". 

Il  est  facile  de  prouver  (jiie  la  (luantilé  {'•  n'est  autre  cliose  ([lie  la 
solidité,  prise  six  lois,  de  la  pyraniide  Iriaiii^ulaire  (|ui  a  le  soinniel  an 
centre  de  la  sphère  doiil  le  layon  est  supposé  égal  à  l'unité,  et  (|iii  >'ap- 
piiie  sui'  le  triangle  splierique  (]('/('/',  c'est-ii-dii'e  (jui  a  pour  liase  le 
Iriangie  rectiligne  l'oriné  par  les  c(H'des  des  trois  ares  (".(l'.  (IC/'.  ('.'('.": 
car,  si  l'on  cousidi're  une  des  faces  triangulaires  de  cette  pyramide, 
celle,  par  exemple,  (|ui  a  pour  Iiase  la  c(U'de  de  l'ai'c  (M7,  on  aura 
',  sin;(',(y)  (loiir  l'aire  de  ce  triangle  isoscide.  Ensuite,  si  l'on  cousidi're 
la  face  adjacenle  (|ui  a  [lour  Itase  la  coi'de  de  l'arc  (X7,  il  est  visilde 
(lue  l'iiodinaismi  mnluidle  de  ces  deux  faces  sera  égale  ;i  l'angle  ('. 
du  Iriangle  spliéri(|ue :  par  consé(|uent,  la  perpendiculaire  menée  de 
l'angle  ('."  sur  la  premii're  face  sera  égale  à  siii^  (',(]")  sin(",.  Cette  per- 
pendiculaire devient  la  liautcui'  de  la  pyramide,  en  la  supposant  c(ui- 
ciiée  sur  la  première  lace  égale  ;i  ^sin((;(;');  donc  la  solidité  de  la  pyi'a- 
mide  sera  égale  ;i 

-  sin(C(]')  siiilCC'  I  siiiT, 


el,  par  c(msé(|uent,  égale  ;i  -r- 

iS.   Nous  dénoterons,  en  général,  par  le  symbole  (CC/C")  la  foncti(Mi 
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(les  côtés  el  des  angles  de  tout  triangle  sphériqne  CC'C    par  la(|ni'llc 
nous  avons  exprimé  la  quantité  (i. 

Ainsi,  ayant  marqué  sur  un  glohe  les  trois  lieuK  ap[iarents  de  la 
comète  C,  C  C".  donnés  par  les  trois  ohservations,  et  formé  le  triani;li' 
sphériqne  ('.('.'(7',  on  aura  tout  de  suite 

G  =  (CC'C"). 

Si  ensuite  on  place  sur  le  même  globe  les  trois  lieux  du  Soleil  S,  S', 
S",  dans  les  trois  observations,  et  qu'en  joignant  ces  lieux  et  ceux  de 
la  comète  par  des  arcs  de  grands  cercles  on  forme  diirérenls  triani;les 
spbériques  S(7C",  S  C'C",  ...,  il  est  facile  de  voir,  par  ce  (jue  nous 
avons  dit  dans  l'article  40,  relativement  aux  quantités  F,  F.  I'  .  \\. 
r, .  r,,  Fo,  F',.  F.^.  que  les  trois  premières  seront  données  par  des 
fonctions  semblables  des  triangles  Sti'C",  S'ti'C",  S'Cd";  (]ne  les  ti'ois 
autres  seront  données  par  de  pareilles  fonctions  des  triangles  (ISt;  . 
(>S'C",  CS"C",  et  qne  les  trois  dernières  le  seront  par  de  sendilables 
fonctions  des  triangles  CCS,  CCS'.  ("(7S\  On  aura  donc  ainsi,  (rapri'> 
la  même  notation, 

r=(SC'C"),  r'  =  (S'C'C"),  r  =  (S"C'C"), 
r,  =  (csc"),  r;r=(CS'C",i,  r;=:  (CS"(:"), 
r,  =  (CC'S),       r,=:(CC'S'),       r;  =  (CC'S"). 

Ces  quantités  ne  dépendent,  comme  l'on  voit,  que  de  la  position 
mutuelle  des  lieux  apparents  de  la  comète  et  du  Soleil,  et,  comme  elles 
sont  les  seules  qui  entrent  dans  les  équations  qui  déterminent  les  éb'- 
ments  absolus  de  l'orbite,  notre  analyse  a  l'avantage  de  séparer  la 
détermination  de  ces  éléments  de  celle  des  antres  éléments  qu'on  peu! 
appeler  rchilifs.  parce  qu'ils  se  rapportent  à  la  position  de  l'orbite  dan,-- 
l'espace. 

4i).  On  peut  remarquer  encore  que  les  expressions  (|ue  nous  venons 
de  donner  ont  lieu  quelle  que  soit  la  position  des  lieux  ap|)arenls  de 
la  comète  et  du  Soleil;  mais  lorsque,  comme  nous  l'avons  supposé,  les 
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lipux  lie  la  coniôtc  sont  peu  distants  entre  eux,  les  arcs  CAV,  C'C" seront 
très  petits,  et  l'angle  C  compris  enti'c  ces  arcs  sera  peu  différent  de 
deux  droits;  il  sérail  éi^al  ii  deux  di'oits  si  la  Terre  et  la  coini'le  décri- 
vaient, dans  l'intervalle  de  la  prcniièri!  ii  la  troisième  observation,  des 
lignes  droites,  |)arce  ([u'alors  les  trois  lieux  apparents  de  la  comi'tc 
seraient  dans  un  même  grand  cercle.  Les  sinus  de  CAV,  ('/(',"  et  île  C 
sciiml  doue  (ri'S  |)elils,  cl  la  (juantilé 

(;=zsin((:C')sin(C'(;")  sinC 
sera  très  petite  du  troisii'me  ordre;  mais  les  (|uantités 

r-=  sin(S(:')  siii(SC")  siiiS, 
r'=siii(S'C')siii(S'C")sitiS'. 


uv  seront  (|ue  du  premii'r;  et,  comme  d'ailleurs  il  n'entre  dans  la  valeur 
de  (i  que  des  quantités  dépendantes  des  lieux  apparents  de  la  comète, 
au  lieu  ([ue  les  quantités  F,  F',  ...  dépendent  en  partie  des  lieux  du 
Sdicil,  (|ui,  étant  donnés  par  les  Tahies.  peuvent  être  regardés  comme 
exacts,  il  s'ensuit  (|uc  la  valeur  de  la  ([uantité  G  sera  toujours  beau- 
coup plus  sujette  à  erreur  que  celles  des  (juanlités  F,  F', ....  et  qu'ainsi 
il  conviendra,  autan!  ([u'il  est  possible,  de  l'éviter,  comme  nous  l'avons 
montré  dans  l'arlicle  id. 

.")0.  Nous  remarquerons  entin  que,  comme  l'observation  d'une  co- 
mi'tc donne  ordinairement  son  ascension  droite  et  sa  déclinaison,  si 
l'on  veut  employer  immédiatement  ces  données  dans  nos  formules, 
il  n'v  aura  (|u';i  su|)poser  (jue  les  trois  axes  auxquels  nous  avons  rap- 
porté les  rayons  U,  \V,  II",  dirigés  vers  la  comète,  et  les  rayons  :,  p  . 
p' .  dirigés  vers  le  Soleil,  soient  dirigés,  le  premier  vers  ré(|uinoxe  du 
printemps,  le  deuxii'me  à  angle  droit  sur  le  [)lan  de  l'équateur  et  sui- 
vant l'ordre  des  signes,  et  le  troisième  vers  le  pôle  boréal  de  ré(|ua- 
lenr;  alors,  nommant  a  l'asccnsiiui  droite  de  la  comi'tc,  r/  sa  déclinai- 
son dans  la  premii'ri'  observation,  et  de  même  y.  l'ascension  droite  du 
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Soleil,  0  sa  déclinaison  au  même  instant,  il  est  facile  de  voif  (in'on 
aura 

/  =;  COs«  COSf/,  m  =:  sinfl  COSf/,  Il  =  siiu/, 

).  ^  C0S3t  coso,         p.  i^sinacosô,         v  r^sino. 
De  là  on  aura    article  cité) 

cos(CS)  =  //.  -!-  w,u  -:-«•>  =  coi(o  —  y.)  cost/coso  ^  sinf/siiio 

et.  pareillement, 

cos(C'S')  =  cos(ff'—  x'  )  cosc/'  cosô'-)-  sin^-Z'sino'. 
cos(C"S'')  =  cos(rt"—  3!")  cos'/"coso"^  siiirf"?iiio", 

en  mar(|uant,  comme  nous  l'avons  fait,  |)ar  un  trait  et  par  deux  traits 
les  quantités  analogues  qui  se  rapportent  à  la  deuxii'me  et  à  la  troi- 
sième observation. 

On  aura  de  la  même  manière 

cos(CC'')  =  cos(rt  —  a')  cos<-/cosc/'-i-  si  ne/ si  nr/'. 
cos(SS')  ^  cos(a  —  x)  coso  coso'+  sino  sino', 
cos(CS')  =  cos(a  —  a')  cosf/cosô'  -t-  sinr/sinô', 

et  ainsi  des  autres  cosinus. 

Si  ensuite  on  substitue  ces  mêmes  valeurs  de  /.  m,  n,  /'.  //i  .  //.  /  . 
//?' ,  //'  dans  l'expression  de  G,  on  aura 

(i  =+  cosf/coss?'sin<3^"siii(rt'  —  a) 

—  cosrfcosrf''sina!'sin(a" —  a)  -!-  cosc?'cos^rsin('/sin(rt"—  a') 
^  —  cosf/cosf/'cos<Y"[sin(«  —  a')  tangff -r  sin(f?"—  <?)  tansrr/'-i-  sin(n  —  «'  )  tan,;;'/  |, 

et  l'on  en  déduira  les  valeurs  de  F,  V  ,  F",  en  cliangeanl  a  et  t/  en  a 
et  0,  en  a'  et  o',  en  y."  et  c";  celles  de  F,.  F,,  F,,  en  faisant  les  mêmes 
ebangenienis  sur  a'  et  d' ,  et  celles  de  F.,  T.,  F.,,  en  faisant  ces  mêmes 
cbangements  sur«"  el  <■/".  On  aura  ainsi 

r  =  —  coso  cos<^/'cos<^'[sin(3i  —  «')lang</'-i-  sin(a" —  «)  tangf/'+  sin(rt'—  a")  (ango  |, 
r,  =  —  COSf/ coso  cos<^''[sin(«  —  a  )  lungd'-h  »\n{a" —  a)  tango  -i-  sin{z  —  a")  tang?/]. 
r,  =  —  cosc? COSf/'  coso  [sin((7  —  a')  tango  -t-  sin(a  —  a)  tangf/'-r-  sin(«'—  y.)  tango  |  : 
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cl  |)()iii' avoir  les  valciiis  de  I",  I',.  I';  d  de  I"',  T',.  VI,  il  n'y  aiiin  (|ii';i 
iiiar(|iii'C,  dans  les  expressions  de  W  \\,  \\,,  li'S  lellres  a  et  o  d'un  Irail 
el  de  deux  liails. 

Il  est  inutile  (rdhsei'VPr  qne  si,  an  lien  des  ascensions  droites  el  des 
(léelinaisoiis,  on  avait  pour  (humées  les  loni;itndes  et  les  latitndes,  il 
n'v  aurait  (|irii  sidistitnei'  ces  données  ;\  la  |ilarc  de  celles-lii  dans  les 
nn"'ines  rorniiiles;  l'orhite  se  tronverait  alors  rapportée;!  i'é(  lipti(|ne, 
an  lien  de  l'être  ii  ré(|nateur. 


.")!.  Apri's  avoir  calculé  ces  valenrs,  on  calcnlera  celles  des  (|nan- 
titesCJ,  O,,  {),  piir  la  lorninle  de  l'aiticde  12;  et  si  l'on  vent  ein|)l(iyer 
la  niélhode  de  l'article  Vl,  connue  la  pins  courte,  on  aura  tout  de  suite 
ré(|nation  finale  en  r,  dont  la  résolution  ne  sera  pas  difRcile,  en  la 
réduisant  p(Mir  la  premii're  a|ipro\iniation  an  (|nati'iéine  degré. 

Si  les  intervalles  eiiti'c  les  oliseivations  étaient  égaux,  on  aurait 
/' =  -j./  et,  pai'  c()nsé(|neut,  ///  =  j,  ce  qui  donnei'ait 

o  .^  0  r  -  S  p'  r'  +  p"  r  -  -  (■>  p'  r'  +  a'  p  r. 

en  désignant  par  la  caractéristique  A'-  la  dillérence  seconde  des  (|nan- 
(ités  :r,  oT',  p'T",  dans  lesquelles  il  n'y  a  (juc  les  quantités  r'clatives 
an  S(deil  (|ui  varient.  Or.  comme  on  suppose  les  observations  peu  dis- 
tantes entre  (dics,  les  dilTérences  de  ces  (juantités  seront  ttrs  petites. 
|)ar  consé(|iU'nl  la  dillérence  seconde  A-sT  sera  tri'S  petite  du  second 
oi'drc  el  pourra  élre  négligée  vis-;i-vis  de  la  (|uantité  iluie  —  (ip  T',  ce 
(|ni  réduira  la  valeur  de  Q  à  cette  seule  (|uanlité.  et  l'on  poui'ra  faii'c 
les  niérues  réductions  sui'  les  quantités  analogin-s  Q,.  Q,:  île  soite 
(ju'on  aura  siniplenieni 

o  -:  -  c,y  r ,      Q,-^  -  Op' r, .      o,  =  -  got;. 

ce  qui  altr'égera  encore  le  calcul  de  la  premii're  approximali(ui. 

A  l'égard  de  la  mesure  du  temps,  comme  ce  temps  doit  être  icpré- 
senle  par  le  nionvement  moveii  du  Soleil,  si  on  veut  l'expi^inier  en 
jours  movens.  il  sullira  de  multiplier  le  nombre  des  jours  el  des  déei- 
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iiialt'S  de  jour  par  l'an^di'  du  mouvement  moyen  du  Soleil  dans  un 
jour,  réduit  en  parties  du  rayon.  Cet  an^le  est  de  jq'S",),  et  donne  en 
parties  du  rayon  le  nombre  o.oi-2<i2i,  par  lequel  il  faudra  donc  mul- 
tiplier les  intervalles  de  temps  /,  rétluits  en  jours  moyens. 

CHAPITRE  DKIXIÈME. 

SIR    LA    VARIATION   DES    ÉLÉMENTS    DES   ORBITES   ELLIPTIQLES    PRODUITE    PAR    l  NE   FORCE 
d'impulsion    ou    par    des    FORCES    ACCÉLÉRATRICES. 

.V2.  Un  des  premiers  et  des  plus  beaux  résultats  de  la  théorie  de 
Newton  sur  le  système  du  monde  consiste  en  ce  que  toutes  les  orbites 
des  corps  célestes  sont  de  même  nature  et  ne  différent  entre  elles  qiCii 
raison  de  la  force  de  projection  que  ces  corps  peuvent  être  supposés 
avoir  reçue  dans  l'origine  des  choses.  Il  suit  de  là  que,  si  une  planète 
ou  une  comète  venait  à  recevoir  une  impulsion  étrangère  queleon(|ue, 
son  orbite  en  serait  dérangée:  mais  il  n'y  aurait  que  les  éléments,  ([ui 
sont  les  constantes  arbitraires  de  l'équation,  qui  pourraient  changer  : 
c'est  ainsi  que  l'orbite  circulaire  ou  elliptique  d'une  planète  pourrait 
devenir  parabolique  ou  même  byperbolicjue,  ce  qui  trausioiinerait  la 
planète  en  comète. 

Il  en  est  de  même  de  tous  les  problèmes  de  .Mécanique.  Comme  le> 
constantes  arbitraires  introduites  par  les  intégrations  dépendent  de 
l'état  initial  du  système,  ([ui  peut  être  placé  dans  un  instant  (|uel- 
conque,  si  l'on  suppose  que  les  corps  viennent  à  recevoir  jiendanl  leur 
mouvement  des  impulsions  quelconques,  les  vitesses  produites  par  ces 
impulsions,  étant  composées  avec  les  vitesses  acquises  par  les  corps, 
pourront  être  regardées  comme  des  vitesses  initiales  et  ne  feront  que 
changer  les  valeurs  des  constantes. 

Et  si,  au  lieu  d'impulsions  finies,  qui  n'agissent  que  dans  un  instant. 
on  suppose  des  impulsions  iniiniment  petites,  mais  dont  l'action  soit 
continuelle,  les  mêmes  constantes  deviendront  tout  ;i  fait  variables  (^t 
serviront  à  déterminer  l'effet  de  ces  sortes  de  forces,  (|u'il  faudra 
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regarder  cuinme  des  lorces  i)erUirl)atriees.  On  aura  alors  le  |)rol)lème 
(lonf  nous  avons  donné  une  solution  générale  dans  la  Section  V,  el  (|ue 
ufuis  a|)|di(|nerons  ici  aux  oihilcs  des  plauî'tes. 


ï>  ! .         Du  clKnii^ciiiciil  produil  diiiis  les  ('Ivnirnls  de  l'orhih-  (i iiuv  jAiuhHv . 
Inrsiju' elle  est  supposvc  recevoir  une  uuptllsioii  (HieleoiKjue. 

Wi.  Nous  avons  vu,  dans  le  >5  II  <ln  CJiapitr'c  i)récé(icnl,  conunenl  un 
|)eut  ex|irinier  tous  les  éléments  du  niouvenienl  (dii[)ti(]ue  (riine  [da- 
nète  |iar  des  fonctions  des  coordonnées  x,  v,  ;  et  de  leurs  dill'éren- 
tielles  -/ >  V'  V'  (lui  expriment  les  vitesses  suivant  les  directions  de 

dl       dt      dt        '  ' 

ees  ((Mudoniu'cs.  Si  donc  on  suppose  qu'une  planète,  pendant  qu'elle 
se  mi'ul,  rceiiivc  dans  un  lieu  quelconque  de  son  orbite  une  impulsion 
(|ui  lui  c(unmuni(|ue  les  vitesses  r,  y,  =  suivant  les  mêmes  coordon- 
nées et  tendantes  ii  les  augmenti'r,  il  n'y  aura  (|u'à  mettre  dans  le> 
mêmes  fonctions 


~dï 


dl 


il  la  place  de  '—,  '^^  V '  et  l'on  aura  les  éléments  de  la  ncuvelle  orbih' 
(pie  la  plaui'te  déci'ira  après  l'impulsion. 

Si.  il  la  [ilace  des  coordonnées  rectangles  .v,  y,  z.  on  jtrend,  comme 
dans  l'ai  liclc  ."),  le  ravfui  vecleur  /•.  avec  les  angles  'i^  et  9,  dont  le  pre- 
mier'^  siiil  rinclinaison  de  r  sur  le  plan  tixe  des  .rv.  et  dont  l'autre  o 
soit  l'angle  de  la  piMijectioii  de  /sur  ce  jilan  avec  l'axe  tixe  des  .^•,  les 
expressions  de  riu'iiile  deviennent  plus  simples. 

Kn  elTet,  en  suhstitnant  /cos'j/ cos'^,  rcos'j^sin-^  et  /siiT^  ii  la  |)laee 
de  .r.  V.  -.  (ui  trouve,  pour  les  éléments  a.  />.  /».  /, 


/■■-  (  ci)S-'i  do-  -4-  d'L'-  )  -+-  dr- 


/••  (  cos- '.j^  rfo-  -+-  dh"-  ) 


gdt- 


s\no  d'h  —  si  II  d/  ces  A  ces  o  do 

laiiîr/;  ^ ' — ' ' — -  ) 

ces  9  «/ij;  H- si  ru}' ces  i^  si  n  9  (/o 


f^fd'Y'  -+-  siii- <i  ces' <]/  do'^ 
cos-iJ;  do 
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^  ,.11  •  i-iT"  .•    n        '/''     '  lOS'l  t/'j         r //■Il 

Daiiscps  tdi'mulos,  les  exprossioiis  (lillerenlii'llcs  ^, ^^^ — -  ci  -^ 

représentent  les  vitesses  ilans  la  direction  du  layon  i\  dans  une  dii'ce- 
tion  perpendiculaire  à  ce  layon  et  parallèle  au  plan  de  pi'ojeriion,  et 
dans  une  direction  normale  au  plan  des  deux  autres  composantes. 

.Vi.  Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  le  plan  de  pidjection  dans  le 
plan  même  de  l'orbite,  et  supposons  (]ue  la  vitesse  reçue  par  l'impul- 
sion soit  décomposée  en  trois,  l'une  suivant  le  rayon  /•,  l'aulre  |ierpen- 
diculaire  à  ce  ravon  dans  le  plan  de  l'orbite,  et  la  tniisième  peipendi- 
culaire  à  ce  plan.  Si  l'on  desii^ne  la  première  par  /■,  la  deuxième  [lar  r-^ 
l't  la  troisième  par  ri,  on  aura  li's  éléments  de  la  nouv(dli'  orhite  aprJ's 
l'impulsion,  en  mettant  dans  les  expressions  préeedenles  ili—rdl. 
ch^-^dt,  d\-^'ldt  il  la  place  de  di\  do,  r/|.  et  faisant  ■!.  =  (), 
dl  =  o:  alors  la  posili(Ui  de  la  nouvelle  (ii'bite  se  trouveia  lapporlée 
au  plan  de  l'orbite  primitive. 

Soient  A,  B,  H,  I  ce  que  les  éléments  c/,  h,  h,  ?  deviennent  pour  la 
nouvelle  orbite;  on  aura 

I   _  ■?.       r-  [( (h  —  9  f// 1-  -f-  l'c/r-]  —(<//■—  1'  d/y 
A  ^  7  y  dt- 

_  /■•  [(  d'j  -^  o  dt)-  —  i-  dr-] 


dl- 


tana;!  = 


■Ldf 


ch  -f  o  di 


lanî.'ll=  '-:^—  =  laii.^'j; 


donc 


eu  ellet,   il  est  clair  que  le  nicud  de  la  nouvelle  (irliile  avec  l'orliite 
primitive  doit  être  dans  le  lieu  oii  se  lait  l'impulsion. 

Si  l'on  t'ait  aussi  1  =  0  et  '  ,^  =  o  dans  les  expressions  des  élénn'iits 

|)rimilit's  d  et  h,  on  a 


/  =  d-j-  -y  di- 
'^dî-       ' 


ixdr- 


\n. 


f  l(i  M  E  (  ;  A  N  \QV  !■:   A  \  MA  T I  O  l  E. 

cl  (le  l;i  on  lil'c 


iiii  siihsiiliiani  (•es  valeurs,  on  aiii'a  les  éléiiieiils  de  la  nouvelle  oiliile 
e\|iiiiiiés  |t;u-  eeux  (l(^  l'orbite  priniilive  el  par  les  vitesses  /■,  /'j,  /-j  |)to- 
iliiiles  |iar  riui|>iilsion. 

.").").  Sii|)[K)soiis  maintenant  (iii'on  demande  l'impiilsimi  neeessiiir-r 
[lonr  eliant^cr  les  éléments  |U'imitirs  a,  h  en  A,  lî,  el  pinir  reinlre  la 
nouvidie  orbite  inclinée  ii  la  premii're  avee  l'iin^le  I;  il  ne  s'iii^ira  (|ne 
li'avoir  les  ex|)ressions  o.  i^,  /■  en  A,  H,  1  el  (t,  h,  r.  \j'>  t'orninles  (]ne 
nous  venons  de  trouver (bninent 

■  _  v'g''  si  11  1  ;  __  y/^IUcosl  — y/p 


Soit  1/  la  vitesse  iin|)rim(''e  |tar  riinpnlsion,  el  soient  a,  3,  •■  les  an;:les 
{|Me  la  direction  de  rim|iulsion  l'ail  a\ec  trois  axes  dont  l'un  soit  le 
ravon  /  proloui^é,  l'anlrc  |»er|)endicnlaire  ;i  ce  rayon  dans  le  plan  de 
l'orbite  primitive  et  dans  le  sens  du  moiivenicnt  de  la  plaiii'lc,  el  le 
troisii'ine  perpendiculaire  an  même  plan:  on  aura,  par  le  principe 
lie  la  décomposilion,  //  cosa,  u  cos|ii,  ii  cosy  pour  les  trois  vitesses  sui- 
vant ces  axes,  les(]U(dles  sont  aussi  celles  (|ue  nous  avons  désii;nces  par 
/',  /'v  et  /■■!/.  On  aura  donc 

Il  fO^y.  =:  r,  «cos3^/-o,  Il  cosy  =^  r\i; 

d'où  l'on  tire,  ;i  cause  de  cos'-a  +  eus-, 3  +  cos-y  =  i , 


«  =  \  /■-  -+-  /•-  o-  +  /■-  '|- 
Donc.  si  Vow  l'ail,  pour  abréger. 


I  •  = 


H 


\/7-\-7^' 


=  \/7  -  ^  -  7^' 
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—  ïlll/   '.^  ^,^^^,  _  V  l'.cosi  — y?;    ^;  ,^  ,     _  y  Hsiiil    .- 

Mais,  si  l'on  voulait  rapportci-  la  dircciion  ilf  riii]|uilsioii  à  deux 
autres  axes  placés  ilans  le  plan  île  l'orbite  primili\e.  (loiil  l'un  serait 
perpemliculaire  et  l'autre  (aniicnl  à  eette  orhile,  alors,  en  nommant  ; 
l'auiîle  que  la  perpendieulaire  à  l'oidiite  t'ait  avec  le  ravou  veeteur  /■, 
et  dont  la  tangente  est  exprimée  par  -^.-^  les  vitesses  imprimées  sui- 
vant ces  deux  axes  sei-ont 

/  cos-  —  /■9siii£     et     /■  siuî  — /-j  cos;, 

la  vitesse  suivant  le  troisii-me  axe  perpendieulaire  au  plan  Ar  l'orliite 
demeurant  la  même.  Si  donc  on  désigne  par  a'  et  par  _i'  les  anL:le>  (|ne 
la  direction  de  l'impulsion  fait  avec  ces  nouveaux  axes,  <ui  aura 

1/  cosz'  ^  /■  cos;  —  /  .>  .-in -, 
a  cosj'  =:  /•  siii  £  ~  /  .,  cos;. 


,/r  //• 


Or  un  a 

lange  =  _    _, 

d'où  l'on  tire,  en  siilistituant  la  valeur  de  f. 


\    7-^ 


'•V 


el  de  lii  ou  aura 


cos  y.  =  — 5 •    *         —  ^  g , 


cosS' 


r-F/-\Bbco<l  __  V 


(>S 
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on  l'dii  ri'iii;iri|iicr;i  (|ii('  \gy/-, '"^'  l'i  vitesse  dans  rnrliile  priiiii- 

live. 

A  l'é^;aril  des  sii;iies  aiiil)ii;iis  des  radicaux  (|iii  cnireiil  dans  ces 
l'orninles,  on  reniai(|nera  : 

i"  Oih'    /',   clan!    la  valiMir   lie   -''     ^   exprime  la   vilcsse  snivani    le 

iMVon  /-dans  l'orhile  |iriniitivc,  et  (jne  !•'  ex|»i-iniera  la  vilcsse  snivan( 
ce  iav(ni  dans  la  nouvelle  orliilc;  ainsi  il  faudi'a  prendre  ces  quantités 
positivement  on  nci^ativemcni,  suivant  (pie  les  vitesses  (|u'cllcs  repré- 
sentent leiidr(ml  il  au_^iiienlcr  ou  ;i  diminuer  le  i-iyon  /',  c'est-ii-diic  a 
éloiLiucr  (Ml  il  iap|M()clici'  le  corps  du  loyer  : 

•>"  Oiie  ^  -■,  ('■faut  (''i^al  à  -_  ^  >  repri'senic  la  vitesse  circulatoire 
aut(Uir  (lu  Cover  dans  l'orhite  primitive,  cl  (|ue,  de  même,  -  l'cpi'é- 
seutera  la  vitesse  circulatoire  dans  la  muivclle  oi'liifc.  et  -  '  cosi  sera 
cette  vitesse  cii'culatoire  ra]»p(U-t(''e  an  jilaii  de  l'orhite  piimilivc.  Ain^i. 
eu  prenant  \l/  posilivcrucut,  il  (ainlra  prendre  l'autre  radical  \  15  posi- 
liveiuent  ou  m'^ativcmcnl,  suivant  (|iie  la  uoUNcllc  lU'Iiitc  sera,  par 
rapport  au  plan  de  l'oiliilc  primitive,  dans  le  hm'iiic  sens  (|iie  dans 
celle  orhile  ou  en  sens  conti'aii'C,  c'esl -;i -dire  suivant  (|ue  le  nioii- 
vement  dans  la  iKUivelIc  orbite  sera  direct  on  retroi^rade.  relat  i  vemeiil 
au  mouvement  dans  l'orhite  primitive. 


ô().  [-oi'S([u'(Hi  voudra  a|)pli(|uer  ces  rormiiles  aux  planistes  et  aux 
(•(Hiii'tes,  (Ui  l'cra  :,'  =  i ,  fMi  [)renanl  la  distance  moyciiiie  de  la  Terre  an 
Soleil  p(Mir  l'nnite  des  distances  et  la  vitesse  moyenne  de  la  rerre 
dans  son  (uhilc  pour  l'uiiiti'  des  vitesses,  ("etie  vitesse  est  :i  peu  prl's 
de  7  lieues,  de  ■>')  au  dci^ri',  par  seconde.  La  vitesse  d'un  hiuilct  de  i\. 
an  siutir  du  canon,  est  d'environ  \  '\ua  pieds,  ou  ;>.  i  !  toises  par 
scc(Ui(lc,  la(|nidlc  es!  aussi  ;i  peu  pri's  cidlc  d'un  point  de  rc(|naleiir 
dans  le  inouNcmcnt  diurne  de  la  Terre,  cidie-ci  (''tant  de  j  IS  t(use>  |iar 
seconde.   Dimc  si.   p(Mir  l'ciidre  nos  estimations  pins  sensihlcs,  iioiis 
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proiions  pour  iinilr  celte  vilesse  (ruii  l)Oulet  de  ■2],  laquelle  est  ;i  peu 
|iirs  d'uu  dixième  île  lieue,  la  vitesse  <le  la  Terre  dans  sou  orjjite  sera 
ex|)rirnée  parle  nombre  70;  par  eouséijueut,  il  faudra  multiplier  par  70 
la  valeui'  //  de  la  vitesse  d'impulsion. 

Voyous  quelle  peut  être  la  ])lus  i^raude  valeur  de  //. 

Eu  nommant  >/  l'excentricité  de  l'orhite  primitive  et  o  l'anomalie 
vraie  (jui  répond  an  rayon  /■,  ou  a    art.  I."); 


r  -^  f  cos  'J        I  ^  e  cos  'j 


donc 


(/  7'(l  -^  (■  COS'^) 


Aiu>i  la  [dus  petite  valeui'  de  -  sera  — ;— >  et  de  même  la  plus  ]ictit( 

I  [ Y. 

valeur  de  -r  sera  ->  eu  nommant  E  l'excentricité  de  la  nouvelle  m- 

A  /■ 


et  cette  expression  aura  lieu  aussi  p(uir  les  Didiites  livperl)()liqnes  où 

E  et  (•  surpasseraient  l'unité. 

Par  les  mémos  formules,  (ui  a  -  =  i  H-rcoss,  dont  la  itlns  i^randi' 

/■  '  '  ' 

valeur  est  i  -1-  c;  la  i)lus  yrande  valeur  de  -  sera  de  même  i  4-  E:  donc 
'         -  /■ 

la  plus  uraude  valeur  de   — ~  sera — •,  u)ais  il  est  laciie  de 

prouver  que 


\  ii^E)(i  +  (.')  <i^ 


cai'  la  diU'éreuce  de  leurs  (\nrrés  est  ^i  E  —  p  '  :  donc  ou  aura  toujour' 


^'< 


Il  tant  encore  chercher  les  plus  iiraudes  valeurs  de  /  cl  F.  Or,  h 
plus  petites  valeurs  de  -  et  de  -  étant  — — •  la  plus  i^rande  valei 
de  /"sera  ty  -f)  et  île  même  la  plus  grande  valeur  de  F  sera  1     — '■ 


MKCAMOl  i:   \N  \l,^  I  loi  i;. 


Ddlir,  |illis(|ll('  (hlll^  IfS  ('\|irrs.si(ilis  (11'  //,  \ /' ,  \  15 ,  /ri  I''  |)('llV('lll 
iivoir  les  silènes  t-  on  — ,  en  [in'iiaiit  |Misit  i\ ciin'iil  les  Icriiirs  (jiii  cdii- 
I  le  II  lien  I  ces  r;i(lM';iM\,  cl  il(tnii;iiil  an^si  ii  cos  I  s;i  idiis  liciiikIc  v;ilriir  i . 


^^^      /4  +  .(K  +  .)  +  .1V-Ee. 


(j'Ilr  liiiiilc  se  ri'dnira  ii  4/  ,  l(irsi|Mc  l'dilMli'  |iiiiiiili\ c  srra  circu- 
laii'c  ou  |>n',s(|ii('  circiilairc  (•oiiiiiic  celle  des  [ilaiiiies,  cl  (|iie  la  iioii- 
M'Ile  sera  |)aral»oli(|ne  cdiiiine  celles  ilcs  c(iiii('les. 

.")7.  1,1's  |)riiici|)ales  circdiislanccs  du  iiKiiixcmcnt  des  piaiièlcs  aii- 
hiiir  (II!  Sidcil  nous  poilenl  ;i  croire  (|ir(dlcs  ont  eu  une  oiii;iiie  coiii- 
iiiiiiie:  ('"csl  le  eonlraire  pour  les  coiui'les;  elles  n'ont  de  commun 
cuire  idies  (|iie  le  mouvement  dans  une  paraliole.  ou,  en  i;énéral,  dans 
une  scclioii  coiii(|ue,  et  elles  paraissent  avoir  été  jetées  au  hasard  dans 
l'espace. 

Ne  |ienl-on  pas  snpjioser  que  la  cause  (|ui  a  produit  nos  planètes  en 
a  produit  en  même  temps  un  plus  _i;raiid  nomlire  d'autres  j)lacees  au 
deiii  de  Saliirne,  cl  di'crivant  des  tu'luli's  scmlilaidcs,  comme  l  l'anus, 
mais  d(ml  plusieurs  seront  devennes  ensuile  comètes,  eu  éidataiil  par 
une  e\|)losioii  inicrne?  (!ar,  une  plani'le  elant  brisée  eu  deux  ou  plu- 
sieurs mmceanx,  par  la  force  de  re\plosi(Hi,  chacun  de  ces  morceaux 
recevra  une  impiilsiou  (|ui  lui  Icra  dci-rire  une  (U'Iiite  (lill'éreule  de 
cidlc  de  la  plani'le;  et,  pour  (|ue  celle  orhile  soil  pai'al)oli(|ue,  il  snl- 

iira  ipie  la  vitesse  imprimée  par  l'explosion  n'exci'de  |)as  701  -  l'ois 
cidie  d'un  lioiilel  de  canon  (').  Pour  Saturne  lui  a  ;•=(),  cl  pour 
l'ranus  /■  =  U);  en  supposant  /•  =  ■?.],  il  snltira  d'une  vitesse  moindre 
(|ue  3:')  l'ois  celle  d'un  boulet,  qui  n'est  produite  (jue  par  une  poignée 
lie  pondre. 

(')  (;'i'st-:'i-iliri',  il  lù'sl  pas  nécessaire  (nio  la  \ilcssc  excède  70  l  -  fuis  (■elle  (l'un 
lioulel  <le  caïKm,  l  ./.  r,rr(riind.\ 
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l."liyiiotlit'se  (rniif  [ilanJ'Ii'  l)ris{''('  par  uiic  <.'X[)liisii)n  intcrnr  a  dcj;! 
été  |)ioposée  par  M.  Ollji'is.  pour  explicjiier  la  pres(|ii('  éiralité  lii-s  élé- 
ments des  quatre  nouvelles  planètes:  et  ce  (|ui  pourrait  la  contiiMiier. 
ce  sont  les  varialions  de  kuiiière  (ju"oii  ohserve  dans  ces  plaiii'lcs,  et 
qui.  en  indiquant  un  mouvement  de  l'Otation.  indiquent  en  même 
temps  (jue  leur  fiiiure  n'est  pas  de  révolution  comme  celles  des  antres 
planètes;  ([ue,  par  c<juséiiuent,  elles  ne  pouvaient  pas  être  lluides. 
mais  qu'elles  devaient  être  déjà  durcies  lorsqu'elles  sont  devenues  pla- 
nètes comme  elles  le  sont  dans  l'état  actuel. 

Si  l'on  sup[iose  l'orliite  primitive  circulaire,  et  l'orliite  cliani^ée  par 
l'explosion  ellipti(|ue,  mais  peu  dillérente  d'un  cercle  et  peu  inclinée 
au  plan  de  l'orlnte  pi'imitive,  et  qu'on  n'ait  égard  qu'aux  premières 
dimensions  de  l'excenlricité  E  et  du  sinus  de  Tinclinaison  I,  ou  a 


\  E-(>iii-<i>  —  |cos-<I>)  —  sin-I 


i:<in«I> 


•  //  \  /■ 


cosy 


sin^l 


l'an^ile  <I»  étant  celui  que  le  rayon  /-fait  avec  le  rayon  du  périhélie. 

Ainsi,  puiscjue  les  excentricités  et  les  inclinaisons  de>  planifies  ne 
i:ardeiil  entre  elles  aucune  loi  et  n'ont  de  commun  que  leur  petitesse, 
on  pourrait  supposer  ([iie  les  orbites  des  planètes  ont  ele  circulaires 
dans  leur  l'ornialion.  et  qu'elles  sont  devenues  ensuite  (dlipli(|iu'S  et 
inclinées  par  l'etlet  dt^  petites  explosions  internes.  En  eli'et.  si  un  [)etit 
morceau  m  de  la  masse  M  d'une  planiste  en  avait  été  détaché  et  lancé 
avec  une  vitesse  V  ea[)al)le  d'en  faire  une  comète,  la  planète  n'aurait 
i-eçu  en  sens  contraire  (|u  une  petili'  vitesse  tt^ —  'U"  aurait  [)u 
changer  son  orbite  circulaire  en  elliplicjue  et  inclinée,  comme  celles 
de  nos  planètes,  et  la  même  impulsion  aurait  pu  produire  aussi 
(juelque  changement  sur  sa  rotation,  comme  nous  le  verrons  plus  bas. 


MKCVMIM  !■:    ANALVTIOI  i:. 


S;    11.     —     VdiKlIioiis   (les   vlviiivlils    des    iihiiièlcs   jtrudmlcs 
par  (l(S   forces  jHiiurhdlnccs. 

.")S.  Su|i|i(isi)iis  iiKiiiilciiaiil  (|iii'  les  iiii|iiilsi()iis  (pii  cliaiiiiciil  les  rdii- 
slaiil'.'s  ;ir-|)ili':iir('s  soiciil  iiiliiiiiiiciil  |irlilcs  cl  (•(inliiiiii'llcs:  n's  cdii- 
slanlcs  (lr\  iciiiii'iil  Viifiablcs,  cl  l'on  piiinra,  de  cctlc  iiiaiiii'rc,  rciliiicc 
rcllcl  (les  l'oices  |terUirlialriccs  des  [ilaiii'lcs  aux.  \arialii)iis  des  ele- 
niciiU  de  leurs  (irliiles. 

Soiciil  X,  \'.  Z  les  lofces  [lerUirlialriccs  décomposées  sui\aii(  le> 
dlrcclioiis  (les  cooidoiinées  i'ec(aiii;les  .r,  v,  z,  et  (eiidanles  ii  aiiii- 
inciilcr  ces  coordoniK'cs:  ces  forces  ciiLiCiidreroiil  |ieiidaiil  liiislaiil  (Il 
les   |ieliles  vitesses  \(li,  \i//,  Zr//,   (pTil   faudra  ajouler  aux   vitesses 

— ^ ,   -—,     ,'\    dans   l'cxpi'essioii   de   cliaeuii   i\t'S  éléilieiits  a,   />,  c 

(//      ili     ili  ' 

comiiH^  dans  l'artii  le  .")2.  Mais,  coiiiiiie  ces  vitesses  additioimcdles  son! 
ici  iniinirneiil  |)ctiles,  (dies  ne  produiront  dans  les  éléniciits  <|ue  des 
variations  inlininient  petites,  ([u"on  pouria  detcruiinei'  par  le  (ialciil 
dillerentiel. 


raisons,  poiii'  aorei;ei' 
fil  ^ 


'lu  -    .'  'lî 


chacun  des  élénienls  sera  ex|irinié  par  une  fonction  donnée  de  r,  v, 
r,  .1  ,  V  ,  ;'.  Soi(  )i  un  (|uidc(uu|ue  de  ces  (di'nicnls;  ou  aura  >a  \aria- 
liou  (/(i  en  auguieulanl  -r',  y  ,  z'  des  ([uanlites  inliuinieul  petites  \  i//, 
Y  i//.  Z  (//  ;  ou  aura  ainsi 

el  l'on  aura  de  pareilles  c(jualious  pour  les  anii'cs  éh'Mncnls  de  Torhile 

l'dur  faire  nsai;c  de  ces  cipuiliiuis,  il  fainlra  sulistituer  ;i  la  place  des 
variables  ,r,  v,  ::,  r,  y',  ;' leurs  valeurs  eu  /  et  en  r/,  />,  r,  ...  données 
par  les   foininles    trouvées  dans   le  [u-ciuier  (diapilre:    on  aura    ainsi 
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iiuhiiil  crtMjuations  du  |)n'niier  ordre  entre  le  leiiips  /  et  les  éleiiienls  a. 
h,  c.  ...  devemis  variables  (|iril  y  a  de  ces  élérneiUs.  et  il  ne  s'ai;ira 
plus  (jiie  (le  les  iute^rei-. 

Si  Ton  viiulait  introduire  direelenuMit  les  l'orres  perturbatrices  dans 
les  é(|uations  de  l'ui^bile  primitive  art.  i  ,  il  n'y  aurait  i|u';i  ajouter 
respectivenuMit  les  quantités  X,  Y.  Z  aux  lernies  K^-'    '>  t- ■   t^V  <lc 

'  (l.r  ()r  li- 

ces e(|ualiiins.  Ainsi  l'on  |)eul  rei^arder  les  équations  précédentes  entre 
les  nouvtdies  variables  (/,  h,  c,  ...  rornme  des  li'anst'orniées  des  eijiui- 
tions  en  r,  V,  c;  mais  ces  transl'ormations  seraient  peu  utiles  pour  la 
soluticui  t;énérale  du  problème.  Leur  i^rande  utilité  est  lorscjue  la  solu- 
tion riiïourouse  est  impossible,  et  (jue  les  forces  perturbatrices  sitnl 
tii's  pi'tites;  elles  fournissent  ale.rs  un  moyen  d'approximation  ([lie 
nous  avons  exposé  d'une  manière  î;énérale  dans  la  Section  A'. 

.")'.).  (!ette  a[)])ro\imation,  fondée  sur  la  variation  des  cléments,  est 
surtout  applicable  aux  orbites  (dliplii|ues  des  planètes,  en  tant  (ju'elles 
sont  dérangées  par  l'action  des  auli'cs  planètes,  et  les  géonu''tres  l'ouï 
souvent  employée  dans  la  théorie  des  planètes  et  des  coml'tes:  ou  peiil 
dire  ([uc  ec  sont  les  observations  (dles-mémes  (jiii  l'ont  lait  connailre 
avant  (|u'oii  y  eût  été  conduit  par  le  calcul;  elle  a  l'avantage  de  con- 
>erver  la  l'orme  ellipti(iue  des  orbites,  et  même  de  supposer  r(dlipse 
invariable  pendant  un  temps  infiniment  petit,  de  mauii're  (|ue  non 
seulement  le  lieu  de  la  planète,  mais  aussi  sa  vitesse  et  sa  direction  '  i 
ne  soient  point  aU'eclés  de  la  variation  instantanée  des  éléments. 

Kn  ell'et,  en  regardant  les  coordonnées  c,  v.  r  comme  des  fonctions 
du  temps  et  des  éléments  c/,  />,  r,  . . .  devenus  variables,  on  a,  par  la  dil- 
férentiation, 

,  ().r    ,  à.r    ,  ().!•    ,,  (}.r    , 

'/./■  —  -r-  '//  —  -,-  fia  —  -rr  dh  -f-  --  <^/c  4-  .  .  . , 
()l  ()a  i)h  ()(■ 

et  il  est  facile  de  prouver  (|ue  la  partie  (jui  contient  les  variations  (/</. 
(Il/,  ...  devient  nulle  par  la  substitution  de  la  valeur  de  du  donnée  ei- 

(')  C'est-à-dire  ht  fonniilo  i[iii  ex|iiinie  lii  vitesse  et  cetles  ijui  font  connailre  la  direi-- 
lion  (iu  mouvement.  (V.  Bertrand .  » 

XIF.  lo 
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dessus,  cl  (les  viilctirs  sciiil)l;il)lcs  de  <///,  de,  ...  :  car,  en  faisant  ccssiili- 
slilulions  ilans  les  Icrnics  ',— ''/^'    '-  '^},'ll'    '  •••  ''•  "filonnanl  par  l'ap- 


|i(ii(  aii\  (|iiaiililcs  X,  V,  Z.  on  ani'a 

/,).r  (hi_ 
\  ôa   ù.r' 


,).r    (hi         (U    i)h^  (}x  ()c_ 

ôb   û.r'  "  ,)c  à.r' 

<).'■    ôa          ,lr    ôh^  (Ir  ()c^ 

j)<i   ày'  ~^  Ob   à  y'  "^  ôc  ijy' 

()j-   (1(1         f)x   ùb  i).r  de 

'ih    û^  ""  àb   ,7?  "'"  7)7  ôl? 


.Mais,  en  rci^ardanl  d'ahord  .r,  v,  ;,.(',, v',  r' conitiic  (bncliuns  <\i-  a. 

Il,  r.  Il .  /,  /,  cl  ensuite  a,  h,  r,  ...  comme  l'onclinns  de  .f.   v,  ;,  -i' 

lui  a 

,l.r 


û.r  ().r 

-y-   ,/,/     -t-     --   (/b 

i)(i  (Ib 


û.r  ,)r 

(Je  i)ll 


()v    ,         <)r  ,,        <)y   , 
()a  ill)  (le 


J) 


dh  -\-  . 


âri    ,          ôa    ,  ôa               ôa        , 

ô.r             ôy    ■  <;;             ô.c 

,,         ôb    ,           ôb    ,  ôb               ôb    ,    , 

ilb  -^  -—  (il-  -I-  --  dy  --  —  dz  —  -r—,  d.r' 

ô.r              ôy    •  <):              Oc 


SuhsiiluanI  dans  r(\|iressi()n  de  t/v,  ((v.  . . .  ces  valeui's  de  i/it.  ah.  . . . 

lin  dnil  avoir  des  é(|ualions  idenli(|ues:  par  consé(|uCiil,  il  faudra  (|u 

les  (ertncs  aU'ecIcs  de  d.v' ,  f/y'.  (lz\  dans  les  expressions  de  tl.r.  ily.  </: 

dcvienneni    nuls;    ce   (]ui   donnera,  par   l'apport   ;i   dv,  les   équation 

idenli(|ucs 

ô.r    ôa  Or    ôb  ô.r    ôc 

ôa    ô.r  Ob   O.r  Oc   Or 

ô.r    ôa         Or    ôb         ô.r    ôc  

()(/  Oy'        Ob  Oy'        ôc  Oy' 

ô.r   Oa         (Ir    Ob  (Ir   Oc^  _ 

0^  ÔJ'   ^  ôb    Oz'  ^  ôc  Oz'  "^  "■ 


Ou  aura  donc  simplement 


d.r='^dl, 
Ot 
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et  l'on  trouvera  de  la  même  manière 

f  à^'   ,  ,         à:   , 

//y  =  -^  t//.  ilz  =  —  f/l. 

comme  si  les  constantes  a.  b,  r.  />....  ne  variaient  point. 

60.  Lorsque  les  forces  perturliatrices  viennent  des  attractions  d'au- 
tres corps  fixes  ou  mobiles,  cl  (juc  ces  attracliims  M)ut  proportiou- 
iielles  à  des  fonctions  des  distances,  alors,  si  l'on  désii;nc,  comme  daii> 
l'article  8  de  la  Section  V,  par  Q.  la  somme  des  intci^rales  de  rJuKuic 
force  multipliée  par  l'élément  de  sa  distance  au  cenli'i-  d'attraclion.  et 
qu'on  regartle  la  (juantité  ii  comme  fonction  de  r.  v.  :,  les  force-  \. 
Y.  Z  sont  de  la  i'oiine 


Or'' 


Z  = 


je  donne  ici  le  signe  ^  à  la  (juantité  i2,  parce  (jne  j'ai  supposé  (|ne 
les  forces  X,  Y,  Z  tendent  à  augmenter  les  distances  r.  v.  r.  an  lien 
(|Ue.  dans  les  fonctions  -  Q,  les  forces  pertuilialrices,  diri;;ees  sur  ile> 
centres,  sont  supposées  tentire  ii  diminuer  les  distances  des  ciirp>  à 
ces  centres. 

Dans  ce  cas,  qui  est  celui  de  la  nature,  les  variations  des  elemenl- 
II,  h.  c.  ...  [)euvent  s'exprimei'  d'une  manière  plus  simple,  en  em- 
[)liiyant,  au  lieu  des  diirérences  partielles  de  O  relatives  ii  .r.  v.  ;.  ses 

dillerences  partiell(.'s  relatives  ;i  a.  A,  c apri's  la  suhslilnlion  di's 

valeurs  de  x,  v,  z  en  /  cl  a.  h.  r,  ...;  e'est  cetle  considération  qui 
a  fait  naitre  la  nouvelle  lliéorie  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. 

Si  l'on  regarde  r,  y.  z  comme  fonctions  de  a.  h.  c on  aura 


d^-^  d7i  d'i  ^  Oh  'ih  '"  7h-  ô~r 

ày-  ^  '(hi  th    ^  7n>  (7>  ~~  Te  7h- 

dil  __  <)9.  ô'i    _  ôil  i)h  ^>  ^ 

~d:  ^  Ti   (h     ~  ô/>   'fz    "  ,Jc  ,)z 
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cl,  CCS  v;i  leurs  claiil  siili>tiliiccs  (l;iiis  l'es  picss  ion  de  (^/r/  de  l'iiilicdc  .VS, 
;i  ht  place  de  \.  Y.  Z,  idie  devieiidiM 

,   ,)„   ,1,         ,)a  un        <h>  ,)a  ,  ,;<>   . 

d<l  :-  +  -,    -  •-    — -    --      ;      -      ,      -  ,-    'It 

\().f    <).r        i)y    i)r        i):-    <):■  I   tl'i 

^  \  à7'  (Tr  "  «7?  (h  "'  (77'  (Tz)  à/'  '  ' 

On   [leiil   faire  di>|)arailfe  de  cède  ex|iressi(iri   les  lcrine>  niulli|diés 

par     ""'  par  la  cotisidération  (ine,  12  ne  conlciiaiil  ixiiiil  les  varialdes.r', 
'        ()<(     ■  ' 

v',  ;  .  lin  a 

,17'  ^  ()n  77"'  ^  76  77'        (Je  â.i-  ^  '"'' 

àr'  an    ()}■'  ôh    i)y  àc    (h' 

77  ~  77  7?  "*"  77  77  "^  Je  77  ^  ■  ■  ■ 


Dnnc.  si  l'on  soiisirail  de  la  valeur  de  </it  la  i|nantilé 

\,lr'   ,lv  ''"  <;.'   àr    '     ,)z.'   ,h.  l'    ' 
<|iii  est  nulle,  on  aura 

/  (h,   ,)h_        (h>^<)b        ,hi   ôh  _  ,)a    ,V>   _  (hi    ,)h  _  ihi  ,)h     .ni 

~"^  i  77'  77'  '^  ,)y  7h  ^  <77'  ,)z      ,;,/■  ,).>■'      [h  77      ,)z  .)z  '  7/7 

/'  On    àr         àa   àr         an    àr         an     àr         an    àr         an    àr   ,  àil 

~  '  77  77  '*'  7?  àr  '^  àl'  à~z  '^  7i7-  77''  '''  iTr  ày'  "    77  ,J7'  /  7^  '  " 

Ode  expression  de  i/n  est,  en  apparence,  plus  coiMpli(|ni'e  (|Me  la 
l'orninlc  primitive  d'oii  nous  soiiuncs  parlis;  mais  (die  a.  d'un  anirc 
côlé,  le  ^rand  avanlaij;e  (iiie  les  coidlicienls  des  dillërences  pai'li(dlcs 

'—' ,  '  "".  •  ■  •  de  viennent  in(le|ien(lan(s  du  lenips  /,  aj)ri's  la  snlisl  ilnlion 

des  valcnrs  de  r,  )•,  r,  .r',  y' ,  :■'  en  /  cl  a.  /'.  r.  .  .  . ,  données  par  le  nn)n- 
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Nt'iiH'iil  clliiiliiiMc  (le  l;i   |il;int'(f,  comme  on  peut  s"eii  assurer  par  la 
ililIÏTeiilialioii.  en  faisan!  varier  le  temps  /  dans  les  eoel'Heients. 

()l  .    JJi  ell'et.  [Hiis(|ne  ii  est  censé  lonctioii  de  /.   c.  ^  ,  ;.  .>•',  v'.  ;  .  el 
(\w  i ,  V,  z,  .»■',  V  ,  :■'  varient  aussi  avec  /,  de  manière  (|ue 


11 


il 


et 


par  les  e(]nati(ins  diU'erenliidles  du  prolilème  (art.  i  :.  il  s'ensuit  i|n"i 
aura,  en  dillèreiitiant  par  rappnit  ii  /, 

)}- ri  i)-n     ,         ()-(!        ,  (}-a      ,  , 

^l<^Jl  _\  <ïï^'  ^  ^>^- ■'   ""  àr  ,}y  •'  "^  (I77H  ~'  \ 


,)r,li'  ,).,■        ,).,-, h'  ,)r        à.i-,)z    ,)z- 

.Mais,  a  étant  uiu'  des  constantes  arbitraires  iniroduiles  par  l'intéi^ra- 
tion  des  mêmes  é(|uati(Uis.   sa  dilFerenticdle  rcdative  ;i  /  doit  devenir 

identi(|nemenl   nulle  par  les  mêmes  valeurs  de  ^,  "7~' "T'  ""  •""'■' 
donc 

''"  ^  'la  '  ^  'la  '^  la  -  ^  i!!L  '11  ^  EL  'H.     '^"  '^^  - 

<)t    '(//■''    "  rh  ■'    '   7fz.~'      dr' ,).,■      ()r  Ih-  ~'  à^  Th.  —"' 

(Mjuation  identique  (|ui  subsistera,  par  consç(|uent.  m  taisant   varier 
séparément   r.  w  z..f  .  y',  z' . 

Faisiins  varier  .r:  (Ui  ania  donc  aussi 

<)-ci    _  i)^     ,_     <r- a       ,^     (V-a    _,_      <Pt(      <)\    _     ()-a      ,)\  i)-a     i)\ 

,).r  ôl        Tu-'   ~  <).vôy'  TTTTTfz'  ~  il.rôr    Thr  "  ,).r  ,h'  Tfv   ~    ô.r  ôz    Th 

^  la.  '^  ^   'la.      '^  '^"     '^'^      _ 

(II'  ()i-'      àv'  dT~(h  ~"  o7  TJTTTz  ^  ' 
Donc  la  valeur  de  la  dillërenîi(dle  de  -r-  se  réduira  ii 


•  'la  ~  (  'liL'^  .^  'h.  '^'^      '11'  <^'  ^ 

().i-         \  <).!■'   ÔJ-         àv'  <)t()y         i). 


'  al!lL\ 

"'  Ou'Oz) 


h. 
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(  )n  lioiivc  (Ir  la  uirmc  manicTc 


à"  j' Oa     à- y  ôa     <T-\  t)a    (T-X  \ 

Tz   "  V5I?  d^dz  "^  Jv'  IhFiTz  '''  ôz'     àF  )  '   ■ 


(  )ii  aura  fiisiiilc 


da 


(Va  ô-a        ,         <)-a  ù- a 


,).r' 


àt  ().>■'        0'0.i'  àvàu'-      '    ()z().t' 

_  r)=fl    (A"    ^      <r-a      <)y  <P^  (A' 


.Mai-,  m  faisant  varier  .z-' ilaiis  rriiiiarKiii  idcnliciiic  //a  =  o  et  (il)S('i'- 
vaiil  (pic  la  loiictioii  V  est  supposée  ne  pas  roiilciiir  les  variables  .7'. 
)  .  ;',  (Ml  a 


d-a       ,        ô'-(i 


<)'a  ôa  d'à 

()l  0.1'  '^  t)7-        (jj-  Ou-'  "     '    dy  O.v'  ■'    '    (Iz  dt' 

ô-a  ô\_  _      ô'-a      <)\  _     ()-V/      ô\_ 
"  1)7^-  ô^-        ô.r'ôr'  âj-   ~  i^.r'T;--:'  ^ 

(Idiic  (III  aura  siiiiplenient 

,  ôa  ôa    , 

ô~i  ôj- 


■t  \'nn  liduvera  de  la  iinMiie  inaiiii're 


,  ôa  ôa    , 

ôy  ôv 

,  ôa  ôa 

''d^=~ôz"- 


Ou  aura  des  ex[)ressi()ns  semldaldes  pour  les  dillereiiludles  <l  —-^ 


ôh      ,  ôl' 


ôh       ,  ôh 


(I    -  :  (I   -■  il-—-,-  r/ -V- 1  a   .—  •  eu  iiiaui;('aiit  seulement  (/ en /'.  ef  ainsi 
())  i)z  i).r  t)\  <)z 

pour  les  antres  (piaiitites  semldaldes. 

Si  iiiainteuaiit  (lu  diUëreutie  le  e(>et'ti('i(Mi(  de     " (//  dans  rex|)ressiiiii 
de  </<!  de  l'artiele  (iO,  et  (pi'oii  y  >nl»slitue  les  valeurs  (|n'(iu  vient  de 
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7!) 


,.,,.,  .    ,,         ,      ()(/     <)a     Oa      0(1      ôa      <)a 

dillerenticllcs  de  -r- '  ^r-^  ^^  -r—.^  -r— ,-  -r-^  on  verra 
(II-     ()}'     il:     II'       l'y      i>:- 


On      ,)/j 


trouver  pour 

d'abord  qiio  les  ternies  qui  eiintiendrdiU  les  (lillërenlielle..  ,..,    ,,-,,. 

1  1  û.r       ij.r 

^,  4A'  -^1  -T-7  se  détruiront  mutuellement,  et  que  les  termes  qui 
ily      ()j      II:      <):  ' 

eontiendront  les  diiierences  de  -;-.  --.  •••>  étant  ordonnes  par  rapp(ut 

OJ-'    iJx  '  '  ' 

aux  différences  partielles  de  V,  se  ilétruii'ont  aussi  mutuellenieut  dans 

eliacun  des  coefticients  de  ces  diirérences  partielles. 

D'où  l'on  peut  conclure  ijuc  le  coeffîeient  de  -r^-  dans  l'expression 

de  fia,  sera  constant  à  l'égard  du  temps  /  et  ne  pourra  être  (]u'uue 
l'onction  de  a,  />,  r,  ...,  après  la  substitution  des  valeurs  de  .v,  v,  ;, 
r',  v',  z'  en  c/,  //,  c,  ...  et  / ;  de  sorte  que  la  variable  /  disparaîtra 
d'elle-même,  et  qu'il  sulFira  d'y  substituer  les  valeuis  de  .r,  v,  ;,  v  . 
y'.  :■'  (jui  répondent  ou  à  /  ---  o,  ou  ;i  une  valeur  (jueleomiue  de  /. 

On  prouvera  de  la  même  manière  (jue  /  disparaîtra  des  autres  coeffi- 
cients des  différences  partielles  de  ii  dans  la  même  expression  de  da. 
Ainsi  la  variation  de  a  sera  l'cprésentée  par  une  formule  (|ui  ne  con- 
tiendra que  les  différences  partielles  de  il  par  rapport  à  />,  <■ nuil- 

tipliêes  chacune  par  une  fonction  de  a,  h.  r sans/,  l'^t  la  même 

chose  aura  lieu  à  l'égard  des  vai'ialions  des  autres  conslaules  arbi- 
traires h,  c,  h 

Ce  résultat  important,  (|ue  nous  venons  de  trouver  a  pustvnon. 
n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  théorie  générale  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires,  (jue  nous  avons  exposée  dans  le  §  Il  de  la  Sec- 
tion V;  et  nous  aurions  pu  le  déduire  immédiatement  de  cette  théorie; 
mais  nous  avons  cru  qu'il  n'était  pas  inutile  de  montrer  comment  on 
peut  y  aj'river  en  partant  des  formules  (|ui  donnent  directement  les 
variations  des  cléments  dues  aux  forces  perturbati-ices,  et  surtout 
comment  ces  variations  aci|uièrent  une  forme  simple  et  élégante  par 
la  réduction  des  forces  perturbatrices  aux  différences  partielles  dune 
même  fonction,  relatives  à  ces  mêmes  éléments  regardés  comme  va- 
riables. 
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()2.  Nous  ;ivi»iis  sti|)|)(is('',  dans  l'arlidr  (lU,  (|ii('  1rs  loncs  X ,  \.  Z 
piiiivaiciil  s'c\|)ninri-  par  les  ililIV^cinTs  |iai'ti('ll('s  irnnc  iiiriiic  l'unr- 
lioii  il  relatives  ii  .r,  y,  z .  (icde  livjmllii'se  siiii|ilitie  le  ealeiil,  mais 
n'esl  pas  alisoliirneiil  iiécessaii'e  |niiii'  S(Mi  exael  i  I  li'le,  |iiiis(|ne  les  ('•(|iia- 
liiMis  (lilTereiilielles  sont  t(»i:ioiii-s  in(l(''|ienilaiiles  de  la  iialiire  des 
(uices  aecéléralriees  du  iindiile;  il  s'a^il  seiileiiieii(  de  saviiir  ce  (iiTim 
dml  siilisliliiiT  il  la  jdaee  des  ilill'ei'eili-es  [lai'lielles  de  il  ridalJM's  aux 

eoiislaiiles  arlii  (  raii'es  //.  //,  /■ (.)i'  ces  eonslaiiles  n'eut  ceiil  dans   la 

loMiiioii  12   (|ne    parce   (|ir(dles   entrent    dans   les    i'\pressi()n>    des    \a- 
riahk's  .r,  V.  c,  dont  il  est  supposé  i'oni'lMJn;  ainsi  l'on  anra 

,^il  _  ,)i>  ih-      ,)i>  ^h        ()il  (^ 

et.  lenietlani  \.  V.  Z  il  la  plai'e  de  -->  -" ,  -"-  on  aura 
'  i).i'     àv     ()z 

âil        .    âr        .-  ,)r         .,'):■ 
—  ^  \  -—  -H  1    ;         /.  —  ■ 

()i/  <),i  i)>i  ,1,1 


ipielk's  (lue  soient  les  valeurs  de  \,  \ .  Z.  Il  en  sera  de  inéiiie  ii  l'i'Liaid 

i)il    ()il 
'''"  TT"  1" ''"  '■''■"'K'''"!'  "  ''"  '''•  '■ 

l'j]  li'éiiéral,  si  l'on  dénote  par  la  earai|ei'istM|ue  o  les  xaiiatimis  de  il 
r(datives  aux  constantes  arbitraires  r/.  />,  c on  ani'a 

'ji2  ^^  \  o.f  -H  ^  oy  -.-  /■  o;  ; 

et  si  l'on  snp|iose  (pie  les  l'orces  perturbatrices  soieni  H,  O,  I*.  ....  ten- 
dantes ;i  des  centres  diuit   les  distances  res[)ectives  soient   r,  i],  p 

ce  (|ui  donne 

on  anra  aussi,  r(dativeiiient  aux  constantes  arbilrairos, 

--  oi>  :rr  \\  or  H-  (J  'ji|  —  V  op  -;.... 

Je  donne  ici  ii  ilÙ  le  sii^iie    —,  |)aic('  (lue  les  forces  15,  O.  I'.    ...  s(Uit 
snppos('TS  tendre  à  diminuer  les  distances  r,  (|.  p an  lien  (]ne  les 
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forces  X,  Y,  Z  sont  supposées  tendre  ;i  aui;nienter  les  lignes  .r,  v,  r, 
comme  nous  l'avons  iléjà  oi)sei'vé  clans  l'article  (iO  ('  ). 

63.  Poui' appli(juei-  les  l'orintiles  générales  de  l'arlicle  18  de  la  Sec- 
tion citée  aux  éléments  d'une  ])lanète,  il  n'y  a  qu'à  considérer  (|ue 
les  coordonnées  .f,  >',  z-,  étant  imlependantes,  doivent  être  prises  pour 
les  variables  ;,  'h,  o;  et,  comme  il  n'y  a  qu'un  senl  cor[)s  mohile  doni 
la  niasse  peut  éti'c  supposée  égale  Ji  l'unité,  (ui  aura  simplement, 
comme  dans  l'article  3, 

, cl.i- ^ (Iv- -^-  riz-        .r'--r-T'--r-  ;'- 


■2dl-  -~  2 

donc 

^  -    .'  'IL—    ■'  ^T  _  _, 

dx'  '         dy'      ■    '         ()z' 

Ainsi  les  constantes  x,  ,3,  •;  et  /.,  \i.,  v,  (|ui  représentent  les  valeurs  de 
r,  V,  c  et  de  ,r',  v',  z  lorscjue  /  =:  o  (Sect.  V,  art.  VI),  seronl  ici  x. 
y,  /.,  x'.  y',  z'  ai't.  31),  et  les  variations  des  éléments  <i,  h.  c,  ... 
deviendront  de  la  l'orme 

r  , .  >^--       ,         <^^-  1   , 

r  i)ii  à'.i       1 


les  coelFicients  représentés  pai'  les  symboles  [a,  h),  [ciyC],   ...  étant 
exprimés  ainsi  : 

Ij\—  '^  'Ui  ^  'hL  'IIL  ^  '^'1  'IL  _  'Il  '^  _.  'ti  '^  —  ''"  '"' 
'       ~~  à\'  à\    '    Ov'  Oy    '    à/.'  àz        ()\  ()\'        <)y  0\  '        7h   à/.'  ' 


(f/,  c) 


da   de        On   àr        ôa   Oc        ôa   àc         ùa   t)c        an   ()r 
i)\'  Ok  ~^  <)\'  (A-    ■    Oz'  (h        i)\  ()\'        ()\  ()\'        ()■/.  (jz' 


(')  L'iiilrodiu.'lioii  Je  la  fonclinii  1.2  dans  un  riiisoiinciiicnt  relatif  au  cas  oii  celle  foneiin 
n'existe  pas  donne  à  ce  paragrajihe  nno  apparence  d'uliscurilé  qu'un  peu  d'aUenliini  la 
néanmoins  disparaître.  (./.  lu-iirmul.  ] 

XII.  ,1 
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On  voit  que  cos  expressions  de  chi,  db,  . . .  coïncident  avec  c(dles  que 
lions  avons  (rouvécs  ci-dessus  (art.  (JO),  si  ce  n'est  (|u'à  la  place  i\v> 
lelli'cs  r,  y,  z  il  y  a  les  lettres  x,  y,  z,  (|iii  représentent  les  valenis 
de  .<■.  V,  ;  lors(]uo  /  est  égal  à  zéi'o,  ou  à  une  valeur  (]uelcon(]ue,  puisque 
le  connneneenieiit  du  temps  /  est  ariiitraire;  ce  qui  revient  au  inènie. 
|»aree  que,  les  coi'l'lleients  {((,  h),  [d,  r),  ...  devant  être  indépendants 
de  /.  les  (juantilés  a,  h,  t\  .  . .  doivent  être  les  nuMiies  Jonctions  de  .r, 
y.  ;.  r',  v',  ;'  (]ue  de  x,  y,  z.  x  .  y',  z'. 


()'(.  (lonune  les  ([iiaiitités  \,  y,  z.  x',  y',  y.  sont  aussi  des  constantc> 
ai  hilraires,  on  |»ciit  les  prendii'  ,"i  la  place  des  six  constantes  c/. />.  r, 
//.  /,  /•.  (lliaiii;eanl  donc  a  en  \,  A  en  x'.  r  en  v,  //  en  v', m  aura 


X,\')rr 


y,  y' )  = 


(z./.')  =-  I. 


et  Ions  les  autres  coeriicients  ix,y),  ix,z),  :  x',  y  \  ...  deviendront 
iinl>;  (le  sorte  que  les  variations  de  x,  y,  z.  x',  y',  /.'  seront  rcjirésen- 
tees  par  ces  tbrniiiles  tri's  simples 


'II. 


;  dt. 


àil 


(]z'  =  --  '^'II. 


loqiiellcs  résultent  aussi  de  cidies  anx(|uelles  nous  sommes  parvenii- 
direclemeiil  dans  l'article  t  'i  de  la  Section  \';  ainsi  il  v  aurait  toujours 
de  l'avantai;'!'  ;i  employer  ces  constantes  ;i  la  place  des  antres  ciuistanles 

<i.  h.  r 

Mais,  ([iiidles  (]ue  soient  les  constantes  a,  h,  r,  .  .  . ,  elles  ne  peuNcnt 
elle  <|ne  des  l'oiu'lions  des  coustaiiles  x.  v,  z,  x,  ...;  donc,  récipi'o- 
(|ueinenl,  on  peut  regarder  celles-ci  comme  Ibnetions  de  celles-là.  On 
aura  ainsi 

>)i(  ^  i)\   <)(i        <)\    (la        ()/.   t)a        0\'  ôa     '    0\'  ()"     '    à'/.'  <)"  ' 


donc,   snii>tiluanl  les  valeurs  de 


lu  présent  article,   mi 
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âîl   ,        <)\   ,  ,       <)y    ,  ,       àz    ,  ,       ()\     ,         à\     ,         i)t    , 

^-dlz^  -—  d\  -i-  -^  dV  —  --  d/. r-  "X r-  ds r-  dl. 

oa  0<i  (l<i    ■  (la  ()"  lia  Oa 

Or  X,  V,  z,  x',  .  . .  l'ianl  t'onction?;  de  (/.  h,  <■ on  a 


«yx  =  -—  dn 
0(1 


-7    d1)  —  —  de 
ôb  ()(■ 


û\'    .      ^    d\'   ,         ()\'    , 
()a  ()b  (je 


Siilistitiiant  ces  valeurs  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  varia- 
tions (la,  dli,  de,  ....  on  aura 

—  dl  =  r«,  h  1  db  -t-  fr/,  c  1  de  --{aJAdh^..., 
()(i 

où  les  svmlioles  \a,  h\,  \a,  r|,  ...  sont  exprimés  par  ces  formules 

. . ô\  ()\'       <)y  Oy'       àz  âz'       i)\'  ()\       0\'  ()y       dz   ôz 

^'^'  ' ^  '^  0^1  1h>  ~  Thi  ^  ~  'ôci  IH)  ~  Ikt  11)  ~  'û(Vâï)  ~  ôa  ^,' 

|.        . ()\  ()\'       ()y  ày'       ()z  àz'       ()\'  ()\        t)y'  ()y       ()z'  <)/. 

àa   <)c     '    ()ii   Oc     '    Oa  Oc        Oa    Oc         Oa    Oc        Oa    Oc' 

On  aura  de  même,  ii  cause  de  \l>,  a]  =  —  |r/,  />] 

'^  dt  —  —  \a,  />!  da  -r-  17/.  ri  de  -'-  \  b,  /,  ]  dli  -^  .  .  . . 
Ob 

-,  _  0\  0\'        Oy  Oy'       àz  i)z'       0\'  0\       Oy'  Oy       Oz'  Oz 

^  ^'  '^  ^  ^  M  ~0e  ^  ô/<  ~ôc  ^  ÔIi  Oc   ~  W>  'ih-  ~  M  ôë  ^  ôb  7h' 

et  ainsi  de  suite,  en  eliangeanl  simplement  les  (|uantités<7,  f>.  c,  //,  i,  X 
entre  elles,  prises  deux  à  deux,  et  en  observant  (pie  Ton  a,  en  liéneral, 

[b,a]=-[a,b]. 

de  sorte  que  la  valeur  des  symboles  ne  l'ait  que  elianger  de  sii;iie  par 
la  permutation  des  deux  quantités  qu'ils  contiennent. 

Si  l'on  compare  les  valeurs  do  ces  symboles  marqués  par  des  cm- 
eliels  carrés  avec  celles  des  symboles  analoi;ues  marcpiés  par  des  cm- 


8V  MK(^\MOI  l-,   AWLVTiOl  r.. 

clicls  ronds  (;irl.  (V.)),  on  y  )'cin:ii'(|ii('  iiiic  ;in:iloL;i('  siiii;iili(Tc.  (jiii 
ruiisislc  en  l'c  (iiTclIcs  sont  cxid-iinrcs  de  l;i   inrnic   iiiaiiii'rc  en  «lillc- 

l'ciiccs  |);irlicllcs  de  r/,  h,  r rclalivfs  ii  \,  x',  _v on  di'  \,  x  . 

V,  .  .  . ,  r(d;ili\cs  ii  a.  />,  r 

(■).-).  Ces  di'rnil'rcs  i'orninlcs  soni  crllcs  ipi^'  j';iv:iis  M'ouvres  dircrlc- 
nicnl,  dans  mon  premier  Méiiioire  sur  la  vai'ialion  des  eonslaiiles 
arliilraires  (  '  :,  ci  (dles  l'ésullenl  anssi  'uninédialemenl  de  hi  foi'iniile 
de  l'ariicle  12  de  la  Section  \',  hopudle,  en  i'aisani  les  sii!>~lilnlions 
indi(|nées  ei-dessus  (arl.  ()l  ),  se  réilnil  il 

Aii  (//   i;  A\  ox'  :-  Ay  oy'  -i-  Az  o/.'  —  Ax'  ox  —  A\  '  oy  —  Az'  oz. 

Dans  celle  rornuile.  les  diHei'enc<'s  mar(|nées  |!ar  o  doiveni  se  raji- 
jiorler  aux  varialions  de  îoules  les  coiislaules  a,  h,  c.  ...  ;  mais  les  oil- 
l'erences  mar<]uées  par  A  jMniveiit  se  rapporlei'ii  la  varialion  de  (diacuiie 
(le  ces  cou  si  an  les  en  particulier  (Section  citée,  arl.  lU  j.  Ainsi  roii  aura, 
en  rajiporlanl  la  caractéristique  A  successivenu'ul  U  a,  /',  <■.  .... 

<)il    ,        <)\  -,  ,       à\  .  ,       t'z  ,  ,       (K'  ,         <]\'  ^        ()/.'  , 

-—  (Il  -    ,  -  ox  -H  -T^  ov  -i-  —-  oz ^  'i\—      -  oy —  oz, 

ih/  ()<i  <)((  <)"  <hl  i)<i  ()'i 

el  de  niénu'  en  (dian^caiil  d  en  />,  c 

Mais  on  a 

ox  =  -—  f/a  +  —r  >//j  -■-  -.-  (/(•  -t-  . . . , 
t)a  ()/'  <)c 

ox' -  — -  </a  4-  -"  ^//>  +  — ;  f/r-h.... 
art  (II)  <)c 


même  poui'ov.ov',  oz,  oz' ;  en  taisant  ces  snipsiiîniions,  ou  a  pour 
les  mêmes  l'ornuiles  trouvées  ci-dessus. 


Mais  une  consé(|m'nce  imp(n1anle  (|iii  resulle  de  ces  l'ormules,  c'est 
tpic  la  variation  de  la  Ibuctiou  12,  eu  taul  (|u'idle  dépond  de  celle  des 


(  '  1  /.)/;■  les  ML'iuuii'cs  ilr  l>i  |iremirrc  (",l;isse  de  l'Insliliil  ]i(>iir  iSo8  ("  i. 

I    Vo/r  )!■■  L'ii^rciiii; 

■'.  tir.Nsres  <lc  I.itgf.tngc.  I    M.  |),  :i.,.        (.    Il 
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éléments  a,  h,  c.  est  toujours  nulle.  En  effet,  si.  (hius  la  dilléren- 

tielle 

J*^  l)'l  r)il 

-y-  (la  -^  -,r  <ll'  -T-  -y-  de  —  . . . , 
da  à  h  ()c 

,      .  ,  ,  ,     ,)9.    Oil  do    ri  h 

on  substitue  les  valeurs  île  -r->  -^r^  ■■■  ''"^'-tt'  ■••'  "'i  trouve  que 

tons  les  termes  se  détruisent,  re  (lui  est  nu  résultat  très  lemarqualile. 


66.  (]!omme  la  solution  du  problème  prineipal  dans  le(|uel  on  n"a  point 
égard  aux  forces  perturbatrires  doit  donner  les  valeurs  des  varialiles.r. 

V,  r  en  /,  avec  les  constantes  arbitraires  a.  h.  c il  n'y  a  (|u'à  l'aire 

d'abord  /  :=  o  dans  ces  valeurs  et  dans  celles  de  leurs  diirérenlielles 
relatives  à  /.  et  prendre  ensuite  leurs  ditlerencos  partielles  relatives 
à  a,  h,  c On  a  ainsi  racilement  les  coefficients  des  dilTérences  da. 

dh.  . . .  dans  les  valeurs  de  ^dl,  -^dl et  il  ne  s  ai^it  idus  (Uie  de 

da  dh  ^       '  ' 

cliercher  ces  dilTérences  mêmes  par  des  éliminations  linéaiies,  comme 
je  l'ai  pratiqué  dans  le  Mémoire  cité,  à  l'égard  îles  éléments  des  pla- 
nètes. 

A  cet  égard,  les  formules  de  l'artiidc  63  paraissent  avoir  de  l'avan- 
tage, en  ce  qu'elles  donnent  directement  les  mêmes  diiTérences;  mais 
elles  demandent  d'abord  qu'on  ait  les  expressions  des  constantes  ai  bi- 
traii'cs  a,  h,  c,  ...  par  les  variables  .r,  v,  r  et  leui's  dili'ereutielles,  ce 
qui,  dans  plusieurs  cas,  ne  peut  s'obtenir  (juc  par  des  éliminations 
d'un  genre  supérieur  aux  linéaires:  ensuite,  après  avoir  pris  leurs  dif- 
férences partielles  relatives  à  r,  y',  :,  i',  v',  :■',  il  faut  y  remettre  les 
valeurs  de  ces  variables  eu  a,  ù,  c,  ....  puisqu'en  dernière  analyse 
les  coefficients  a,  h  ,  {a,c'\  ...  doivent  devenir  des  fonctions  de  a. 
Il,  r,  ...,  sans  /,  ce  (jui  constitue  l'essence  et  la  force  de  cette  analyse. 

Quoi  qu'il  en  soit,  ayant  donné,  dans  le  §  I,  des  expressions  fort 
simples  des  coordonnées  r.  \\  z.  en  /  et  a,  h,  c,  />,  i\  k,  nous  y  appli- 
<|uerons  les  formules  du  dernier  article,  pour  en  déduire  les  variations 
des  éléments  a,  h,  c,  ...,  comme  nous  l'avons  pratiqué  dans  le  .Mé- 
moire cité,  parce  que  le  calcul  par  ces  formules  acijuiert  une  simplicité 


S(l  M  i:  C  A  \  I  (H  !•:  A  \  A  L\  1" I  Q  i  i:. 

cl  une  (■Irijimcc  (|ii'il  n'iiiirait  |»;is,  ii  Ijcaiicoiip  [iri's,  par  les  aiilros  f'or- 
iiiiilcs. 

()7.   IU'])i'('n()iis  los  expressions  de  .r,  y,  z  domiéos  dans  l'arlirle  tH. 

.!■  :=  a  \  -i-  (3  \  ,         ^'  :—  Kl  \  -r-  ^1  ^  ,  J  =;  a,  \  4-  ,5»  \  , 

dans  les(|Melles  (ar(.  17) 

\  -=  a  { cos  0  —  e),         Y  —  (7  \/ 1  —  (,--  siii  5, 
l'angle  0  élant  déterminé  par  ré(jiiation  (art.  I(î) 


'-V^ 


(/j  —  ('  sin  0  ) 


Iles  ibrniules  ont  l'avanlai^e  (|ik'  les  trois  éléineiils  de  l'orhile  a,  />,  c 
ne  se  trouvent  (jne  dans  les  (|uantités  variahles  X,  Y,  et  sont,  |)ar  eon- 
se(|nent,  séparés  des  trois  éléments  /i,  i\  I;  <|ui  dépendent  de  la  |)osi- 
iion  de  l'orbite  el  dont  les  eoel'ticienls  a,  [15,  a',  ...  sont  l'onclions 
lai't.  13). 

r.onsidérons  d'abord  la  i'ormule 

,lr_  <lr'       ,)y  i)y_       à±  à_£  _  <)y_  â.v  _  ây_  ày  _  ^  à: 
,)'i    ()/>  '^'  (jfi  <)b  ^  ô,i  <)h        ,),t   M        ôâ  ^,)J>        Ihî  ,)l' 

el  snbs(iluons-_v  les  valeurs  de  .r,  v,  ;  données  ei-dessns;  en  taisant 

dY 


dl 


y 


dl 


on  aura  pour  r',  y' ,  :■'  les  mêmes  e.xprcssions,  où  les  quantités  X.  Y' 

seront   marquées  d'un   trait;  et  comme  les  constantes  a,  h  n'entrent 
(jnc  dans  X  et  Y',  on  aura 

ôx         ,)\      „âY          ,lv'  d\'      ^,A' 

t/fl            àa            on              aa  (la            on 

dx          d\       „  d\           dx'  ô\'       „  ô\' 

00            ob            (II)              OU  Ou            Oh 
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,)y    <)y 


et  L-lianaeant  x,  3  on  a, ,  3,  ot  (Mi  y. ,,  3 ,,  on  aura  les  valeurs  de  '—^  ^— . 

Ces  différonles  valeurs  étant  substituées  dans  la  iVirnuile  précédenle. 
et  ayant  égard  aux  é(juations  de  condition 


y.-  —  3;:  -T-  3<r,  r^  I , 


Zi,J5,-T-  y.. 


(jui  ont  lieu  entre  les  eoertieients  a,  ^3.  a :art.  l '(  ,  cette  fornnile 

se  réduira  à  la  forme 

^rf    <;/!/     '    (),?    ôb  àa    à/>         <)a    ûb  ' 

oîi  l'on  voit  (]ue  le-;  ijuantités  a,  3.  a'.  ....  (jiii  dépendent  de  la  posi- 
tion de  rorl)ite,  ont  disparu. 

On  aura  un  pareil  résultat  par  rapport  aux  dillérences  partitdics 
relatives  à  r,  et  il  n'y  aura  qu'à  eiianger  dans  la  formule  pi'écédentc 
a  et  />  en  r. 

Si  donc  on  snlistitue  dans  X,  Y,  X',  Y'  leurs  valeurs  eu  /,  qu'ensuile 
on  fasse  /  égal  à  zéro  ou  à  une  quantité  quelconque  déterminée,  et 
qu'(»n  désigne  par  A',  }',  .Y',  }''  ce  que  X,  Y,  X',  Y' deviennent,  on  aui'a 
art.  64) 

^"''^^da     ôb         Oa    ôb  da     ôb         ôa     ôb' 

et  l'on  aura  de  même  les  valeurs  de  |«.  c\.  I^'-'I.  en  changeant  l>  en  c 
et  (i  en  h  dans  les  dillérences  partielles. 


()S.   Or  on  a 


\  :=  a{  cos  5  —  e),         Y  =3  r/  \  I  —  (•■-  sin  5: 


donc,  puisque  \  =  —~,   \   =  -j-,  on  aui" 
'  '  al  dt 


Mais  récjuatioM 


a  i\\\ }  —-, 
(Il 


{l  —  c)< 


a  \  1  —  e-  cos  V 


c/t 


88  MKC  WIOl  K   AN  VI.^  TIQl  K 

(loiiiic,  |);ir  la  (lillÏM-ciiliaSion, 


V5 


'12 

lit        1  —  e  i-osO  • 


iloiii'  un  ;Mira 


a  I  —  e  cos  7 


Il  laiil  inaiiitciianl  (liilV'rL'iiticr  CCS  Ibriiiiilcs  en  laisaiil  vai'icr  les  Irciis 
c(mstaii(cs  ^/,  <\  <•;  nous  dénolci'ons  |)ar  la  caractérisli(|uc  o  les  varia- 
lions  relatives  ;i  ces  conslantes;  ainsi  Ton  aura  irahoi'ii 


(/ 


nO' 


-  o  ^  y/|  +  si»  '^  '/'-'  -  \/,f,  ^/'- 


I  —  e  cosC/ 


eusiiilc 

ô\    z^  <i  \  \  —  ('-  cosC'  ôO  -t-  siii  0  c/i//  \  I  —  e'-), 

y    ^/  (i  -  t-cosii)- 

—  1  /  ■ >— A' >  '/i/  -» 

y    r/  (I  — ccosV)-  I  — f-cosO     V   f/ 


5V'  =  -i/^v/'-c' 


sinO 


(.1  —  (/  cos(/)- 


(  I  —  e  cos';)"-  1 


:-o>'; 


.VosO''lV^' 


Ou  [leul  l'aii'c  ici  /  =  o;  mais  il  esl  |ilus  simple  île  l'aire  /  =  c,  ce  (|ui 
donne  aussi  0  =  o;  ainsi  l'on  aura,  eu  cliaui^oanl  \,  V  en  A',  )'. 


«-V-îr* 


0.  r  =  (  I  —  c  )  lia  —  (I  de. 


g  V  I  —  e^ 


0  J'  =^  a  J \  —  e-  0^  =:  —  i  / 

'  Y'     <l       I  —  (: 


de. 
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d.r 


-35     _  £r       t/c 
a   1  —  e        a-  (  r  —  e)- 


''"-\/l 


5  ;/ 1  -  C-- 


de 


-  v'"i  —  t'-  ) 


,1     /g  v'  '  —  S'  \  V'  '  —  c'  ^     /  K  /g  f'<? 

\  V  «     1  —  t'    /  1  —  e      V  "       V    «  (  1  --  e  )  v'  I  ~  e- 

6U.  Iri  nous  avons  conservé  la  qnantité  r,  qui  csl  rcxccntricih' : 
mais  si.  à  sa  place,  on  veiil  employer  le  paramiître  b  -  a[i  —  e-  ,  on 
anra.  par  la  diflérentiation, 

,         (i  ^  e-)  da  —  flh 


'(  les  expressions  de  o.Y  et  de  ol",  qui  conlienneiit  de,  deviendi'ont 


ô  1 


(i  —  e)-  da  +  db 


db 


\l  a      -icie  V  a  o.aei  i  —  c)  v' i  —  e'- 

I)e  là  nous  aurons  h's  ditlerenees  partielles 


,)a 

,)V 
ôa 

Ô.\' 
<)a 


(i-e)- 


(IV  _  ^ 

()h  '^  le 

ÙY 

-ùh  ="■ 


,}  v 


-  o. 


()C 

de 

ÔA'  __  ^ i_ 

<)<:  a-  (I  —  c) 


\    a     I  —  e 


,)c 


et  l'on  trouvera.  |)ar  la  substitution  de  ees  valeurs  dans  les  expicssinns 
di-ii  symboles  [(-/.Aj,  |<"/,'|.  K'.'^'l  de  l'article  G7, 

[a,b]  =  o. 

g       ,       g(î-e^)     _     g 


la^e       2a-e(i  —  e)       ia- 


_{i-ey-       (, 


-e)n'i-e-J 


\II. 


90  MKCAMOl  !•:   ANALYTIQI  K. 

Oïl  iiiif;iil  ciU'Oi'c  les  ilirmcs  ivsiiltals  cil  rlKin^fan t  h  en  c,  si  l'on  voii- 
hiil  ciiiiscrvci'  rr\(('iiti'ici((''  ;i  hi  [iLicc  du  |)ar;iiii('ti'i'. 

70.    (loiisidri'oiis  {'iisiiilc  la  l'oi-iniili' 

,).r  <)..'         ,)y   ()y'         ,):    ,):■'         ô.r'  ,).,  ,)r'  ,)v    ^  ,):■'   <>: 

,),!    <)/i     ''  ihi  ^h   "^  ()a  <)/i    '^  V)a    (>/i      '   ()n    <)h  "   ô.i    i)h' 

('.oïDiiic  la  (|iiaii(il(''  //  Ile  si'  trouve  (|uc  dans  les  cDcrfii'iciits  a.  ,j.  a, 

i|ni  ne  coiilii'iiiicnl  |H)iiit  a,  ou  a 

().r       ()yi  ^        '■'h.  '-''■'        '^z  ''y.. 

cl  cliaiigcaiil  a,  [4  en  k,,  [îi,  cl  en  a^,  jb^.  on  aui'a  les  valeurs  de    r^,  -   -• 

w  '    w  •  A  l'égard  des  dillereiiccs  iiarlicdlcs  relatives  ii  r/,  elles  seront 
'///     Il  II  '  ' 

les  nicnu's  (|ne  dans  raiticlc  |iiécédenl. 

I']n  faisant  ces  snl>stitntions,  on  rcniar(|ncra  (ju'cii  vcriii  des  nn''nie>- 

(Mjualions  de  condition  dill'éi'cnliées,  un  anra 

y.  (h.  -~  a,  ily.^  -\-  y,  dy.,  -:  <i,  3  il'j  -\~  3,  (/5,  —  5^,  '11^,^=1  o, 

a  cl'j    I-  :z,  ^/j|    -  y,  fl'j.        —  3  f/;ç  —  3,  (/y,  —  3.,  dy.,; 

(le  sorte  (|n'(!n  faisant,  pour  abréger, 

3<7a    -  ;i,  <ly,--  'i.dy.,--   ,1/ 

|i"eni|doic  rc\|)i'ession  dinV'rcntiidli'  d/  ''s  (|ni>i(|ne  la  valeur  de  dy 
ne  soit  pas  une  dill'crcnticdle  coni|di'te|,  la  formule 

(1,1     dli    ^     du    'dh    "*"  dn   dh 


I  '  1  11  11')  ;i  (i;iii>  l;i  (|ii('slion  (|ii'iiiic  \  ,ii-i;il)k'  iiidcponiiatUo  qui  psi  le  Iriiips.  TimiIi' 
ONpiessioii  (lilliTeulirllc  [icul  ilunc  rlic  iiiU'^rpr,  cl  l'observation  de  l,iij.T;ui.i.'c-  sciolilr.  p.ii- 
(•()iis('m|iicmiI,  iiiuUli'.  .rajoiilorai  ini'elle  est  de  naliirc  à  ciiiliarrasscr  le  li'rtciii-.  ipji  doit 
voir  plus  liiiii  i.iii.  7;i  )  adopter  celle  letlre  /  coiiuiic  l'iiiio  des  coiistauii's  \arialiles  du 
]iroblciuc.  I  ./.   Ili-rlr<iii<l.  i 
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cl  la  rormulc 


().r'  ().r        ûr'  àv        Oz'  àz 


il  cptfc  Ibriiie  ^^l'nililablr 


On  ôa    '  Oh 


Donc,  eu  l'etrancliaiil  la  seconde  ilc  ces  ([uantités  de  la  picmicrc,  et 
observant  que 

on  aura  pour  la  Iransforniéc  de  la  t'orriuilc  doni  il  >*ai^it,  coiilcnaiit  les 
dill'éicnces  partielles  relatives  ii  (t  cl  //. 

(i(V\  -W  )  ()y^ 
i)a  <)h  ' 

et  il  en  sera  ilc  même  en  clianiicanl  ii  en  h  et  <■.  et  //  en  /  cl  /■. 

71.  Il  nous  reste  à  considéi-er  les  l'orinnli's  dii  il  n'v  a  (iiic  de-  dii- 
l'erences  partielles  relatives  à  h,  i,  f.-.  tic  sorte  (luc.  cnriimc  ces  (|iian- 

lilés  n'entrent  que  dans  les  coefticients  y..  3.  y. il  n"\  aura  aussi 

(|ue  ces  coefticients  ijui  deviendidnl  variables. 

Les  différentielles  de  ces  coerticients  se  réduisent  à  iiuc  l'orme  lrl'> 
simple,  en  employant  les  coefticients  analoiçues  y,  •;  .  ■;  .  cl  en  ayaiil 
ciiard  aux  équations  de  condition  eiilre  ces  dill'erenl>  coefticient'- 
(art.  li  . 

En  effet,  si  l'on  suppose 

y  dy.  '-  y,  (/z,  —  y.,  dy.,  =  dr., 
y  f/3  —  y,  r/3,  —  y»  dp^^^  dr:, 

les  trois  équation? 

y.  dy.  -^  y.^dy.^   ■-  y..,  dy.,^  o. 

3  dy  -f-  ,3,  c/a,  —  y^  dy.,  -=  dy, 

y  dy.  -r-  y,  (/s!,     -  y;  dy..^  =  d- 
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claiil  ajoiil(''(^s  ciisniililc,  a|)ri's  avdir  riiiillijilic  la  prcniii-rc  par  a.  la 
(Iciixii'inc  par  [i,  r(  la  Iroisii'tiic  par  y,  mi  a 

cl  >i  ((Il  les  imilliplii'  par  a,,   ["i,,  y,   cl   par  y..,,  '^j.,,  y^,  (]ir(iii  les  ajoiiU^ 
ciiMiilc,  on  a  parcillciiiciil 

ch.^  —  ;3|  (ly  ~.~  •/,  (/-., 
ily..,  —  3j  dy  -1-  y^  (/tî. 

De  même  les  trois  c(|iialions 


(loimoroiil 


y.  d'^  -^r  c,  c/|3|  -^  x,  dp.^    -  —  dy . 
?  f/^  4-  |3,  r/^i  +  .î,  <-/^j  =  o, 

d'p  z^  —  y.  dy  -^  y  d'j. 
c/^,  =  —  a,  (//,  —  -/i  f/;7, 
f/,3,  =1  ~  a,  r//  -^  y.,  '/î. 


lùiliii  les  trois  c(iiiatii»iis 


y.d-j  -r  y-\dy^  -  y-idy-,  -  —  il~, 
3f/y  4-  Hi'/'/i—  P:^''/i'  ;-'/7, 
y  ,/y  ^y,£/y,  -^y,^/y,r-o 

ioniieront  pareillement 

r/y  —  -  s;  (/-  —  ^  c/a, 
c/y,  =  —  :z,(/-  -  ,3,f/7, 
dy,^.--  y..,d-~':.,j-h. 

72.    l'ar  le  moyen  de  ces  roiniules.  on  aura 


<).r        ..  ()y.        ..  ()?>  r, ,.  .-    ày  1  V  <)r.  tl-j  \ 

(>//  f^/(  J/(  àli        '  \      ilh  illi  ' 


el.  afrectant  les  (pianlilés  a,  [il,  y  irnii  ou  de  deux  traits,  on  aura  le: 

,)r'       ,h^       ,)z' 

,)/,'  <)/r  '"■""■  " ()/7'  (M  '  i)/i 


1  1      ''»      '^-ï  •         Il         I      <)''     '''       ''-'       1      ■ 

valeurs  de    ,,  >    ,,  ;   pour  avoir  celles  de     ,^-,   ^- .    ^^^  >   il  n  v  aura  qu 
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afl'ectcr  iriiii  trait  les  quantités  X  et  Y.  Il  en  sera  de  même  «les  ilillé- 
renees  partielles  relatives  ii  i  et  /.-,  en  ne  faisant  (|ue  ehan,^er  //  en  i 
et  k. 

Kn  faisant  ces  subsliluliiuis  et  ayant  toujours  éi^ard  aux  miMues  e(]na- 
tions  de  eondition,  la  tniniule 

i)r  ().,■'         i)y  ,))■'         ()z    ():'         ,).r'   ,),r         ,)>'  ,}y         ()z^  ,}z 
âJi   1)T  ^  Jh   lu    ^  'ôli  1)1  ^    Jh    ~àt    "  ~àTi   ^  ~  'àïi   ~^)i 

se  réduira  à  celle-ci 

V      dh           dit!  \       ôi  ôt) 

\       ()h             Oh  ,   \        Ji  01  ! 

\  ()h   ât  ()i   (In  ' 

II  en  sera  de  même  des  formules  semblables,  en  changeant  h  en  /et  X-. 
Comme  les  coefficients  a.  3,  y-  a',  ...  sont  fonctions  des  trois  élé- 
ments /»,  i,  Â-  ^art.  1)5  et  li),  les  trois  quantités  dy ,  c/-,  di  que  nous 
avons  introduites  dans  les  formules  précédentes  doivent  être  aussi 
fonctions  des  mêmes  éléments;  et  si,  dans  les  valeurs  de  ces  trois 
(juantités.  on  sui)stitue  les  expressions  de  a,  3.  . . .  données  dans  les 
articles  cités,  on  trouve,  après  (|U(d(iues  réductions  fort  simples, 

(/■/  z=  dk  —  ces;  dh, 

d-  r=  —  ces/.  s\ni dh  —  sin  kdi, 

dr:  =  sin/.  >\ni dh  -h  cos/.  </i. 

Mais  ces  (|uantités  ne  servent  pas  seulement  ii  simplitier  le  calcul: 
elles  représentent  d'une  manière  fort  simjjle  les  variations  instantanées 
de  la  position  de  l'orbite.  En  effet,  comme  le  plan  des  .^■l',  auquel  nous 
avons  rapporté  l'inclinaison  /et  la  loniiitude  /;  du  nceud,  est  arbitraire, 
on  peut  le  faire  coïncider  dans  un  instant  avec  celui  de  l'orbite,  en  fai- 
sant «  =  o;  on  aura  alors 

dy=zdk-i-dh,         dr.  ^  sin />  di,         dn  ^- cosk  di. 


ov  Mi-:<:  vMoi  v.  \\  \\.\  iini  r.. 

Dîiiis  ce  (MS,  //  -t  /■  sera  l'aiigli'  iiiic  le  i,m"iii(I  a\c  de  l'ellipse  fait  avec 
une  li^iie  li\e;  par  coiistNiiieiif,  f//i  -h '//•',  un  <// ,  sera  la  nilalion  éle- 
nienlaire  iln  i^rand  axe  de  l'oriiile  snr  son  plan. 

I.'aiii;le  elenienlaire  t/i  sera  riiicliiiaisdn  eoniijr-ise  entre  deux  |)()si- 
tions  siieeessives  t\i[  plan  de  l'orhile  deNciiiie  nioliile.  et  l'ani^le  //  >era 
In  l(ini;iliide  du  nceiid  lornié  |(ar  ces  dens  posilidiis.  edniptee  sur  le 
mèini'  plan  ;  de  siirle  (|ii'eM  desii^iiant  par  //'' et  //'  ees  deux  elenieiils, 
DU  aura 

tir^-\'dr.'- +  (h-         el  l;ini:/(^    ^■ 

Ainsi  l;i  \;ii-iali(iii  instantanée  de  la  position  de  l'orliile  est  déleiniiiiee 
par  les  trois  éléments  d/ ,  <l~,  (In,  d'une  nianii're  indépendante  de  tout 
plan  de  projection. 

7;».  Il  est  niainlenaul  ti'i's  facile  de  trouver  les  valeurs  des  autres 
cdcflicients  l'cpréseiités  par  les  s_vnil»oles  \(i,  //|.  |A, //|,  ...;  il  n'y  a 

(|n  a  suiislituer  pour  \V   —  i  A  ,  c  est-a-iliic  pour  •  >a  va- 

leur, (|ni  est  éj;ale  .à  I)  (art.  I J  )  ou  ;i  y't;/'  ,art.  I.')  .  et  |ionr  dy ,  dr.,  (h 
leurs  \aleui's  eu  //,  /,  /de  l'article  pi'écédent;  tuais,  ii  la  place  de  l'elé- 
Uh'nl  li,  lions  retiendrons  réléiDenl  y  i'';,  ijui  expi'ime  l'angle  (|tie  le 
i^rand  axe  de  r(uliile  parcourt  on  tournant  sur  son  pian  nn)lHle  :  l'est 
|)i'opreinei)l  le  niouvi'nienl  de  rajdiélie  ou  du  p(''rilndie  sur  le  plan 
nienie  de  l'orliile.  .\(ius  aurons  ainsi 

•/_:=/.+  /\;ns /,//,: 
donc 

k  r=  /  —   y  i'osi  d/i  ; 


(')  "  fiiu'  avouer  que  lapplicalion  uUéri(iiii'c  (1rs  I'iu'iihiIcs  de  l'arliclo  Gl  exiacriiil 
qucliiiies  explications,  car  ces  formules  supposaient  V.  expi-iiné  en  fonction  des  constantes 
du  mouvomont  elliptique,  et  la  letlro  /  n'eu  est  [las  une.  Celte  lettre  /  n'a  pas  nuMnc 
de  sens  précis,  |)uisqu'olle  n'a  été  définie  ipie  par  sa  ilillérenliello.  /'()//•,  à  ce  sujet,  des 
observations  très  fondées  de  M.  Binet  {Joiu-ikiI  de  l'IUnlr  l'olucclmiiiuc,  XXVttt'' Cahier, 
l.  .Wtl,  p.  7(i).  (,/.  Bertrand.) 
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ày.  _ 

j- 

'iy. 

■'        d/i 

cos/.  siii  (',  —4  —  sin  /., 


in /.  sin  i\  -rv  =:  cos/.. 


et  toutes  les  autres  (lilTéreiu'es  partielles  seraient  nulles,  vr  ijni  doinif 

àr:  ih  _  <)-  07  _  _  ^.     . 
<)h  ôi        <)i  ôh  ~      *'"'• 


a,  /]— o.  [^',7.]=^ 


De  là  on  aura 

[r7, /i]  — o, 

[6,  h]  =  o.  [  /.,  /■]  =  o,  Ib,  yj  =.  -  ^  y    |, 

[C,    /(l=::iO,  [C,    (]=0,  [<'>'/,]  =  '^> 

[/),/]—  — \  g(!>siii/,  \h,-/_]—o,  [',  7.]  =  o. 

74.  Ces  valeui's,   jointes  à   celles  (|ue   nous  avons  déjà   trouvées 
(art.  69),  donneront  enfin 


di^^  de, 


da 

dil 

-^  dt  z^ '—,  da, 

de  -2(1- 


,)il 
Oh 

ôîl 
dli 


■It  =:  —  \  gô  <illi  di. 


,)0  ,  /.r 

h  =  \  '^b  <\nid/i,  -r    f/;  =  -  4      V  db: 

<>y  2  \     b 


d'où  résultent  ces  expressions  très  simples  des  variations  des  eieinenl.' 
elliptiques 


da  ~ f//, 

S      ()e 


db^-^I'^'dt. 


1  a-^   dil  ^ 
de  — r-  dt. 


s     da 


dy- 


■sJi  ^ 
,  ;;  db" 


I  ()0  T  dil 

d/i  =  ^^ ~dl.  di= = ,,'//. 

V  sb^'ini   di  ^  gbs'mi  '''i 

75.   On  aurait  des  formules  un  peu  moins  simples,  si,  ii  la  place  du 
paramètre  b,  ou  voulait  conserver  l'excentricité  c.  Alors,  à  cause  de 


00  M  l':C  V  N  I  O  l  F.   A  \  A  L^  T I O  l   1- . 

h  -=  «'  I  —  C-),  on  niiiMil 


W—  V\'=  \  fi' «il  --  t'-  ), 


M'  {|iii  (lonnemil 


2  V'« 


I  '■.■/.] 


\  I  — e- 


()ii  ,    ,ni  ,    ,)ii 


v\  les  \;il('iii's  (le     "(II,     '-'<//,     ," c// (li'\icn(li-;ii('iit 

llif  ()v  ()■/ 


ùil  <J.  v'e-f  I  —  e- 1 

''"■    y. n        t  \  1^  \  4. 


(hi 


<)c  yi  — e- 


f/f; 


(rnii  l"(iii  (ire,  en  sulistiliianl  pour  (/u  s;i  valeur  doiinci'  ci-dcssiis, 

de  =  --    .  -  dl  -\ ^  -—  dl. 

S     Oa  es         ()e 


de  z^- 


V  1  —  £-  d^       _  ff 0  -e-)  Ji> 


ev's«    '^>'- 


<'g  Jf 


,  vA  -  e-  dii   , 


c  V  g« 


<;e 


(|u"o!i  substituera  à  la  placf  des  valeurs  de  de.  f//>,  dy  de  i'arliele  pré- 
cedeiil.  les  autres  valeurs  demeurant  les  uiéMies. 

Par  ces  loriuules,  on  peut  donc  avoir  Tetlet  des  forces  |)erlurl)a(riees 
sur  le  niouveiiieul  d'une  plaui'le,  en  reudaiil  variables  les  (|uantilé- 
(jui.  sans  ces  loi'ees,  sei'aieut  eousiaules;  mais,  (|uoi(|u"on  puisse,  de 
cette  manière,  déterminer  toutes  les  inéi^alilés  dues  aux  |»eilurltali(ms. 
c'est  sinionl  pour  les  inéi;aiilés  (|u'on  nomme  sc'cii/dins  cpie  les  l'or- 
mules  (jue  nous  venons  de  donner  sont  utiles,  parce  (|ue  ces  iuéi;aliles. 
élanl  indépendantes  des  périodes  r(datives  aux  mouvements  des  |)la- 
ni'les,  alTeelenI    essenti(dlement   leurs  éléments  et   v   (U'oduiseul   des 
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varialiqns,  ou  croissantes  àM'c  le  temps,  ou  péri()ili([nes.  mais  avee  de 
|)ériotles  propres  et  d'une  limiiue  durée. 


7B.  Pour  déterminer  les  variations  séculaires,  il  n'y  aura  (|u";i  snii- 
stituer  pour  O  la  partie  non  périodi(|ue  de  cette  ibnction,  c'est-ii-dire 
le  premier  terme  du  développement  de  i2en  séries  du  sinus  et  <ln  cosi- 
nus d'ançles  dépendants  des  moyens  mouvements  de  la  [ilani'le  Iroii- 
hlée  et  des  planètes  perturbatrices.  Car,  Q.  n'étant  l'onction  (|ue  des 
coordonnées  elliplii|ues  de  ces  planètes,  lesquelles  peuvent  toujours, 
du  moins  tant  (]ue  les  excentricités  cl  les  inclinaisons  sont  peu  consi- 
dérables, se  réduire  en  séries  du  sinus  et  cosinus  d'ani^lcs  proportion- 
nels aux  anomalies  et  aux  longitudes  moyennes,  (in  pourra  aussi 
développer  la  l'onction  il  dans  une  série  du  même  licnrc,  cl  le  |iremier 
terme  sans  sinus  et  cosinus  sei'a  le  seul  (|ni  puisse  donni'r  des  équa- 
tions séculaires. 

Désignons  par  12  ce  premier  tciiiie  de  il,  lequel  sera  une  simple 
l'onction  des  éléments  r/,  A,  c.  <■.  //,  /  de  la  planl'te  troublée  et  des  élé- 
ments semblables  des  planistes  perturbatrices;  il  est  clair  (|ue  l'élé- 
ment r  qui  est  joint  au  temps  /  ne  >'y  trouvera  pas  :  ainsi,  en  sub- 
stituant il  à  la  place  de  il.  on  aura,  pour  les  vaiàalions  séculaires. 
les  formules 


lia  =  o, 


(Ili  = 


)ii  h  =  (I   I  —  c 


''■^il>. 


g'        O'i  e'j,  ()u 

y  '  —  g'  à  ai)  ^^^ 

1  <)^^.l)    , 


\t:hi\ni     '^'' 


L'équation 


-1,1 


l'ait  voir  (]ue  le  demi  graïul  axe.  (ui  la  distance  moyenne  a.  n'est  sujette 
il  aucune  variation   seculairi',   ce  (|ui    n'e^l   (ju'un   cas   particulier  i\u 


f»8  MKC  vMori-:  wvi.v  rioi  K. 

llirori'inr  Lri'iiri'al  i|iir  iimi-^  avons  ilrinoiilrc  dans  l'ailirlr  :>:')  dr  l;i 
Srclion  \  :  car  la  ([nanlilr  II  ili'  ccl  article  cs|  la  nicinc  i|ih'  la  i|naii- 
lilc  II  (les  articles  ;t  el  suivants  de  la  Si'i'lion  |)réi'éden  t,e.  et  l'un  voit, 
|)ar  l'arliide  I.").  ipie  l'on  a 

11=—  >-  • 

Ainsi  il  Tant  a|>|diijnei'  \\  la  distam'i'  moyenne  des  [dani'les  les  ri'-snl- 
tals  (jiu'  iHMis  avons  lron\(''s  sur  la  \ali'nr  de  la  l'orce  \i\i'  d'un  systeim' 
(]nele(Hli|ne    Sect.   \  .  sj  III    . 

La  variation  r/r  pi'odnil  nue  altération   dans  le  iiionviMiii'iil  moyen: 

car,  //  =^    /  -  -  r  u  /—  étant   l'anomalie  inovenne,  c'est-;i-dire  l'ample  dn 

monvemi'iit  moven  coni|pté  deiniis  le  |>eiilielie    art.   I'.)',  celte  anomalie 

sera  snjet  le  iinne  vai'iation  exprimée  par  —  t  /  ^r/r,  ii  canse  de  ^A/  ^  o  ; 

et  si  l'on  ajonle  la  varialnm  dj   dn  lien  dn   périlielie  dan>  l'orliile,  on 

anra  r//        t      '^ //r  pour  la  variation  siM-iilaire  de  la  loniiitiide  moyenne. 

(]in'  nous  desin'iiei'ons  |iar  d'K. 
On  anra  ainsi 


dt.  =  di     -  4   '  —,  de  =;  —  î  1  / ^—  <ll  --- 


Vga      i^^'i-t--     ^'-- 


''$^-d,. 


a  cause  de 


1  -  V  I  -  e-  ■ 


I  -+-  V  '  ~  '-''■ 


7.S.  I.ors(|ne  rexcentricité  c  est  fort  |ietile,  les  valeni's  de  (A' et  r/y 
ont  rincoiivénienl  d'avoir  an  demiminateiii-  la  (|nantite  Iri'S  petite  i . 
Mais  il  est  iacile  d'v  remédier  en  snli>litnanl  ii  la  place  de  cet  /_  le^ 
ti'ansi'ormi'es  <■  siny,  c  cosy  . 

Ivii  etlct.  si  l'on  l'ail 

m  1=  e  siii/,  /(  ^=  (•  ("OS/, 


dm  ---  siii  •/  (/("  4-  (■  cosy  dy.  dn  -=  eosy  ifc  —  e  sill /  dy  : 
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dm  =:—    :^     ecosy  — r- 

e\s,a    L 


.         rM>  I  I     , 


sur/  — ; cosy  — j —  I  di. 

'■    ()(■  ■    ()■/ 


Or,  cil  regardant  [iï   (■(Uiiiiit'  londinii   de  c ,  y,  et    romiiic  roiiotidii 
de  ///,  n.  on  a 


—  -  -  (/•/ —  uc—  


/«( il  II. 

iiii  On 


«■•(]ualioii  i(l('ii(i(nu   (|iii,  pai'  la  siihsiilutiun  des  valeurs  de  dm  et  du, 
donne  ces  deu\.-ei  : 


ô/_  dm 

àiil)  _    <){9.\ 
Oc      ^    Om 


•  cos  7  —  — j —  f  SI  II  /_ 


siiiy. 


(Mil 


On 


cosy  ; 


lonr.  faisant  ces  substitutions,  on  aura  les  équations 


dm  =  ^ — = \-^d/.  dn  =—  ^—^^ ; dl, 

om 


\  Urt        an 


\g<7 


(|u'on  pourra  employer  à  la  place  de  celles  qui  donnent  le>  valeur>  de 
t/c  et  (//  !  ai't.  75  . 

On  peut  l'aire  des  transtorniations  analoiiues  sur  les  dcrnii'rcs  équa- 
tions (|ui  donnent  les  valeurs  de  (///  et  (/i. 

Soit,  pour  cela, 

/(  --  siiw'siii//,  '/  =  ^iiwcos//; 

(Ui  trouvera  par  un  procédé  analogue 

cosi  0[il)  ,  ,  ces/  à{i:i\  ,, 

7'.).  Les  forces  perlurhati-ices  (|ue  l'on  considère  dans  la  théorie  de- 
planètes  viennent  de  l'atliaction  des  autres  planifies,  et  nous  donne- 
rons plus  bas  la  valeur  de  il  (jui  résulte  de  cette  attraction:  maison 


t(K) 


MI'CWIOI  i;    W  M.N  I  KM  i:. 


1 101  irrail  aussi  rci^ai'di'r  corn  me  force  pcil  iirlialricc  la  rrsislaiicc  (|  m 'cl  les 
e|iroiiveraiciil  de  la  |iarl  il'iin  lliiide  Iri'S  siililil.  dans  le(]ii(d  un  le>  sn|i- 
|H)sci'ail  naii,('r.  Dans  ce  cas,  en  picnan!  15  |miiii-  la  r'ésislance,  on  l'ci-ail, 
comme  on  l'a  \ii  dans  l'arlnde  S  dr  la  Seclion  11, 


r/r  ,  '/y  .  'h.  . 

'jr  ==  —r  o.r  4 — 'y-  o y  -l-    ,  -  'jz, 
cls  as    ■  <ls 


le  llnidc  resislani  élant  supposé  en  repos. 

Il  en  résultera  ainsi,  dans  la  valeur  de  oii,  les  Ici'mes    arl.  iVl 


Woi  —~\\ 


(l.i  6.1-   h  (/y  0  )'  -4-  i/:  6: 


On  suppose  ordinairemcnl  la  rt'sislance  proportionnidie  an  carii'  de 

la   vitesse,   laipiidle  est   représentée  par -.-.  et  ;i  la  densité  dn   milieu, 

(|iie  nous  désii^iieroiis  par  F;  ainsi  les  termes  dus  ;i  la  résistance,  dan^ 
re\|>ression  de  oil,  seront 

r  r/.v (<•/.)•  o,/'  +  dy  o)-  +  ch  oz) 


i'oui-  evaluci'  la  (|naniilé  (/.r  o.r  ~~  (/y  'jv  -i-  </:  oz.  il  n'y  a  ([u'àcm- 
idoyer  les  l'orinnles  des  arli(des  ()7  et  7(1,  en  ol)ser\ant  ipie  la  caracle- 
risii(pii'  i/  se  ra|>[M)rte  an  tem|is  /,  (|ui  n'enlrc  (|ue  dans  les  valeiii's  de 
\  et  V,  cl  (|ue  la  caractérisliijue  o  doit  se  ra|)|i()rler  aux  conslaules 
ariiitraires  (/.  //,  ...  n\i\  enircnl  dans  \  et   ^'  cl  dans  les  l'oidlicicnls  7., 


p,   7.,. 


'/3, 


On   aura    ainsi,   en  (diani;canl   d  en    o  dans    les    expressions    de  Va, 

(/.,■  —  y.</\^-[t,(/y,         (/»•=  y,V\  -i-,3i(/V,  d:  —  x,,/\-}-  i,r/\. 

o.c  —  y.r'iX  -i-  ,3  o\  H-  \(l  oy_  -^  y  or.)  ^  \ (—  y.  '>/  -t-  y  07) 

=  y.yoX  —  V  o/_)  -)-  3('jV  -I-  \  '>/_)  -r-  -/(X  ot.  -r-  Y  07), 
ùy  =  :<,('-j\  —  Y  ']/)  -h  |3i(oV  -l-  \  oy  )  M-  "/ilX  <îr.  -H  Y  ocr), 
0;  =  3«2(o\  —  Y  0/)    I-  |3.j  (oY  -I-  X  n-/\  H-  y,,(  X  fJTT  -+-  Y  0-/). 


SECONDE   l'AliTIE.  -  SECTION    Vil.  101 

De  l;i,  en  avant  ('ttaril  aux  ('{[uations  tle  comlilioii  ciitii'  les  (■di'ltii-ii'iit- 
a,  3.  Y,  a :  art.  14  :,  on  aura 

,/,,.  .;,,.  ^  ,/,•  0  ,■  +  r/c  0--  =  cl\  o\  -=-  ^/\  0  V  —  (  \  >/\  -  V  ^/\  )  oy. 

el  si  l'on  v  'ïul)sti(ui'  pour  X  et  Y  K'urs  valeurs  /■cos<I>,  /siu*!)   ail.  !;{  . 

on  aura 

(/\  o\  ^  d\  oV  =  (ir  6r  -r-  /  -  '/'!'  'A*. 

\  d\  —  Y  ^/\  — -  /  -  f/<I>, 


,h  —  \  <(\-  —  dY'-  =  \  (//•-  --  /■-  ^/'1>^ 

Donc  les  termes  à  ajouter  ii  oii,  ;i  raison  tle  la  résistance  ilu  milieu, 
sei'onl  représentes  par 


r  \  i/r-  -^  r-  M>-  <  dr  o/  —  /•-  ,^«I>  o'I)  —  /-  ^«I>  oy  ) 

TlT-  ' 

où  il  n'y  aura  |ilus  (ju'ii  sulistiiuer  pour  /et  *I>  leurs  valeurs  en  /.  don- 
nées par  les  fonnales  des  articles  21,  22.  en  taisant  attentinu  (|ue  la 
caractéristique  d  se  rapporte  ;i  la  varialjje  /.  et  la  o  aux  constanle> 
arbitraires. 

CIIAPITIÎK  III. 

SI  K    LE    ÎIOIVEMENT    D'I  N    CORI'S    ATrlIiE    VEIIS    DEIX    CENTHES    FINES    l'Ait     IlES    EORliE-- 
BÉCIPROQCniEM     l'IiDPOIlTInNNELEES    Al  \    CARIIÉS    DES    DISTANCES. 

80.  Quoique  ce  prolili'me  ne  puisse  avdii' aucune  a|)plica(i()n  an  sys- 
tème du  monde,  où  tous  les  centres  d'atlracliou  sonl  en  niouveiuent,  il 
est  néanmoins  assez  intéressant  du  colé  aiialyti(iue  pour  mériter  d'élre 
traité  en  particulier  avec  qu(d(|ue  détail. 

Supposons  qu'un  corps  isidé  soi!  adiré  à  la  iVus  vers  deux  centres 
fixes  par  des  forces  proportionnelles  ii  des  ('onctions  quelconques  des 
dislances. 

Soient,  comme  dans  l'arlicle  i.  l'un  des  centres  à  l'origine  des  cikm- 
données,  et  R  la  force  altraclive:  et,  [inur  l'autre  centre,  supposons 
que  sa  position  soit  déterminée  par  les  cu(ii-doiniées  «,  A,  c  parallrli's 


1  (i-2  M  !•:  <  ;  A  M  Q  ih;  \  \  \  i .  y  r  i  o  r  i  : . 

;inx  .r,  v,  r- ;  siuciil,  ilc  |iliis,  O  s;i   loi  rc  alliaclivc  rt  c/  l;i  tli^lancc  du 
rorjis  il  ce  cciilrc;  il  csi  clair  (|n'oii  aura 


'/       \  (.■(•  —  ??)-+  (j—  hf-^  {z  —  c)-\ 

•'('sl -il -dire ,   rn   siiiislituaiil   [loiir  .r,    y.   z   leurs  valeurs  eu   /■,   i 
ai-l.   il. 


1/  —  y  r- —  -i  /■[(  a  coso  +  />  siu'j)  cos'j'  +  <;■  siirS]  H-  /.■-, 


rn  laisaiil  A  =  \'a-  -t-  Z^-  +  r- ,  distaiirc  des  deux  ccud'cs. 

Il  es!  (daii'  (|ii('  la  valeur  de   1'  sei-a  la  uieuie  (|ue  dans  le  |ir()liii'iiie 

du   iilia|iilre   1,    luais  la  valeur  de  \    se   Iriuivera  aiiiiiueulee  du  leruie 

/  {)i/>/:   el   eouiuie   O  est   ionelion   de  y,   el   y   lonrtlon   de  /■,  o.   i,   ee 

1  1  1  11!  Il         o\       ']N       o\        I 

leriiie  donnera,   dans  les  (lillerenlielles    v,  >   ^^  '    -    '    It'^   leriues  ^ui- 

O'h      o-j       or 

\anls  savoir  O  '  f ,  (>','->  <)',''',  (|u"il  faiidia,  pai-  eonse(iuenl,  ajouter 
ies|)eeliveun'n(  aux  premiers  membres  des  e(|ualions  diUei'eiil  itdies  de 
l'arliele  eile. 

Ou  aura  doue,  pour  le  mouvement  du  e(H|)s  attire  vers  tieux  centres 
jiar  les  l'orees  !>  el  O.  les  trois  e<]uatious  sui\antes  : 


(') 


(■0 


13) 


(/r-  (/l-  '    '  âr         ' 

d(  r-  d'h)        r-  sin  'h  C0S'|>  (la-  (h/ 


,tl- 


df' 


'^(V. 


d{  r-  cos^'J;  rfcp  )  ài/  __ 


Et  si  le  corps  était  attiré  en  même  temps  veis  d'autres  centres,  il  n'v 
aurait  (|u'à  ajouter  ;t  ces  é(|uations  des  termes  semblables  pour  i  liacuu 
(!<•  ces  c(Uiti'es. 

l/é(]ualion  T  +- V  =  II  donnera  celte  (|iialiième  éciuallon,  (|ui  e>l 
unt^  intégrale  des  précédenles, 

rHvn,'^l-i-dl^-^-dr^    _     /'U,/,-^-  / '(  »  <A/ =:  .  !1  ; 
.>.  i/l-  •'  .'    "     ' 

e!  il  est  vi>il)!e.  en  ellet,  (|ue  b's  trois  é(|uations  pi'écédenles,  étant  niui- 


SEr.(iM)E  r'Amii:.  -  SECTION  \ii.  loa 

tipliéfS  l'C'spectivciiiciil  par  di\  dl,  r/-^.  et  ajoud'cs  ciiscmljlc,  (Iniinciil 
une  équation  iniegralile.  cl  doiil  l'intégra  le  est  celle  «iiie  nous  veiion-; 
de  présenter. 

i)n  (ire  de  cette  équatioii 


r-  (  cos-  'J/  d-j-  -+-  <■/•]/- 1 


dt' 


I  H  -  a  /  W  dr  -  >.  /  O  <l,i 


valeur  qui.   étant   substituée  dans    la    première    équation    niulti[dicc 
par  /'.  la  réduit  à 

Or,  puisque 

'/-=  r-  -^  Ir—  -i  /•[(  a  coso  —  A  si  11  9)  cuS'!/  —  c  sirri  J. 

ou  aura,  en  faisant  varier  r, 
f)'f  ...  .     ,  /•-— /r  — 7-        r-~>r—/i- 


doue,  substituant  cette  valeur  de  ' '^ •  on  aura  enfin 

(Il 


dH'-\ 
■2  dt- 


^R/w-2  fWdr-q 


i>l 


-1  /QrA/^  ',11. 


(".ette  é(inatiou  a  l'avanlaiii'  de  ne  contenir  (|ue  les  deux  variables  / 
et  q,  et  elle  indi(|ue  eu  uicnu'  leiiips  i|u'il  doit  y  avoir  une  pai'cillc 
é(jnation  entre  7  et  r,  en  cliani;-ean(  siniplcnieut  r  et  y.  ainsi  (|uc  il 
et  Q.  entre  elles;  car  il  est  indiliërent  de  rap[)orter  le  niouveuieiil  du 
cor[)S  il  Tun  ou  à  l'autre  di>s  deux  centics  tixes.  et  il  est  claii'  iju'eii  le 
rapportant  au  centre  de  la  l'orce  Q  on  trouveiait,  [lar  une  analyse  sem- 
blable à  la  précédente, 

•idl-  '  .'     "     '  !/ 

ainsi  l'on  pourra,  par  ces  deux  e(]uali(nis,  déterminer  directement  les 
deux  rayons  r  et  7. 


,lr  r('i(i;ir(|ii('   mainiciiiiiil   ([ii'im   [iciil,  sans  rien  i'iIit  ;i   la  L;(''M('i-ali((''. 

siiupDscr  les  deux  cooiMldiiiircs  a  cl  h  du  cciilic  des  l'iirccs  i)  nulles,  ce 

i{iii  r('\i('iil  a  |dac('r  Taxe  des  (■(i()n!(min''('s  r  dans  la  lii;iu'  (|!ii  joint   les 

dcnx   ccnlrcs.    Par  celle   snpjiusilion,   on   aura  r  z= //,   cl    lu   i|iianlil(''  <j 

de\  icndra 

y  /•-  —  '.lu  sih'I/  +  II- , 

la(]ihdle  ne  conlenani  pins  o,  on  anra  donc 

Par  conse(|in'nl,  la  Iroisii'ine  C(jinilnni  diUcrenliclle  se  redniia  ;i 


doni   l'inlci^rali'  esl 


tl(  /■-  cns-'i  d-j') 


/■-  cos-'J;  (l'j 


<lt 


15  clanl  nnc  conslanle  ailiitraiie;  il'oii  Ton  lue 


777  ~  /•-  eus 


Mais  on  a 


r^  +  A^-V^ 


\  î^li- 1- —  (  /■-+  //-—  7"  |-  _ 


|iar  con>c(|iU'nl.  en  siihsl itininl  celte  \alcni-,  on  anr; 


,15/,^ 


,lt         :,  A- /■--(/■- -t-//^- 7-)- 


dc  sorle  (|nc.  connaissant  /'et  y  en  /,  on  aura  anssi  s  en  /. 

Or.  |)iiis(|ne  siir]/  cl     .^  sont  dej.à  donni'cs  en  r  v\  ij.  il  c-~l  clair  \.\\\  un 

|ieiil   rednire  la  (|iialrièine  e(|nalion   ;i  ne  conlcnir  (|nc  /■  cl  y.  cl  alors 
elle  sera  necessaircnient .  ii    i-aismi   de   la   conslanle  arlntrairc   M.    une 
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intéuiMli'  lomplète  des  deux  o(|u;ilions  ci-ilcssiis  en  /•  et  y.    l'Ji  cH'i'l. 

011  iiiira 

.,,,.,       [{r-'--^.i'--l,-)dr-^:>.niflriY-  _ 

I-  a-l-  =  i-iT. — ; 7, T, ^— ; — , 

\li- r-—  ^/■■■^-  ""—  'I')' 

ajoutant  dr-,  ot  réduisant,  il  vicudi'a 

,  7-  /■-  <■//-  —  /  -  7-  il'i'  —  i  r-  -r  7-  —  /'■-  )  irj  tir  (/</ 


De  \)\n<,  ou  aura 


'■-  cos-'V/o- 


)  A-  /•-  —  { I-  —  /(-  —  if  )- 


4 /(-  /•-  —  I  /■-  —  II-  ^  7"  I" ' 


donc,  faisant  ces  suiistitutions  dans  la  quatrième  ('([uation  et  olaiil  le 
deiKuiiinatenr,  on  aura  cette  iutéi;'rale 

i    _  7-  /■-  dr'-  -^  r- 7-  '/'r  -  (  /■-  —  '/•-  —  /'-  I  '■>/  <ir  dg        ^  ^,  ^^ , 

I       _  [  ',  /r- ,-  -.  i  r"-  _  A^  -_  7^^  J  ,   /  ■  R  dr  -   /  '  O  d'/  -  •>.  H  1  =  o. 

Kt  il  est  facile  di'  voir  maintenant,  d'apri's  la  foiuie  de  celte  é(|ualioii, 
([u'elle  resuite  des  deux  é(]uations  en  /■  et  y.  mullipliees  respectivement 
par 

>.</-(/{  r-\  --  I  r-  —  7-   -  A-  I  c/;7'-  .  '.r'-di  7°  1  —  i  /■-—  7--    A-  )  </(  /-  '. 

ajoutées  enseml)le  et  iuléi;réi's  ensuite:  mais  il  aurait  été  assez,  difticile 
de  découvrir  cette  intéi;rale  a  /iriori. 

IS 1 .  Pour  achever  la  scduliou.  il  faut  av(tir  encore  une  autre  iiiléi^rale 
des  mêmes  équations:  mais  ou  ne  saurait  y  parvenir  que  pour  des 
valeurs  particulières  de  R  et  O. 

Si  l'on  suppose,  ce  qui  est  le  cas  de  la  nature. 


on  trouve  alors  (iiie  i-es  é([uatious,  mullipliees  rtiue  pai-r/,  7-  .  cl  l'aiilre 
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par  r/( /■- j,  (loiiiiciil  iiiic  souiiik-  iiiU'\m'aljlL'  cl  ddiit  riiitcgrak'  e>l 

(1  riaiil  une  iioiiNclli'  (■{iiislaiilc  arlii liairc. 

(Irllc  (Mj  lia  lion,  riant  iiiiill  i  jil  ici'  |iai-  /-  r  (f-  —  li-  (i  a  j  outre  ;i  l'iiilé- 
i;ialc  (d)  lioMvrr  |irrrr(lciiiiiicii( ,  (loinic,  dans  riiy|)ollièse  prcscnlc. 
uni'  ii'mIiiiIc  (le  la  loriiii' 


!  X /■  i  3  y-  r-  /■-  —  /'  '  )  —  ■'.  i  '/  (  3  '•-  -f-  '/-  —  /'-  ) 


I']|    la  inriiic  riiualiiui .  ('laiil    iiiiill  i|iii(''c   par  :'./'/  ri    ciisiiitc   ainulL'C  à 
ccllr-ci,  nu  ii'Iraiirlicr.  dniiiirra  icllc  (Inulilf  ('(iiialinii 


,1)   ■    '        '      '\dl- 


f      =  U  I  (  /■  i  ,/)•-/(■•]  +  C (/•  J:  'lY  ^{\V--\-V.) Ii\ 
I'  siulc  (pi'cii  l'aisant  r  -'r-  (j    -  v.  r  ~  (j  ^^  u,  on  aura  ces  drux-ci 

,  I.V--  II')-, /.s 


I       I  (i  (/r-' 

(.V-  —  «■-  I -'(•/(/ 2 


I(i(//- 


(;(-f-  ,2.).s-'-i-  A-(j:-r-3),s-  =H|.v'— /,••)  +  Ci-ï^iH^^-  C)/i-, 


(a—  3)m'+  h-{y.~  y)ii  -^  Il  (/;'•—  /i'')^(]ii'-—  (  B-—  C)//-: 


d'oii  l'on  lirr  d'ajioid  cçlte  ('■(pialioii,  où  les  vaiial)k's  sont  >i'[)ar( 


V  \\ir'\-(v.—  |3)«'4-(_w/-—  h-{y.  —  p)ii  -  11/;"'—  (.B-—  C)lr 


ciisiiilc 


(A')     ^' 


.s-  ds 


'\\Ws'  H-  (a-r-  |5)i'-t-  Ci-  —  /«-(a-!-  ,3).v  —  H/r  —  (IJ-—  Cj/j- 
'i  \  H//*-!-  (3!  —  i3)«M-  C(/-—  /i-(a  —  3j/'—  HÀ'—  (B-—  r.jTÏ^ 
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LfS  mêmes  suhstitulions  ('laiil  cmijloyéos  dans  l'oxpi-ossion  de  '-^j  trou- 
vée ci-dessus,  on  aura 


do 


\]M,- 


\\\)r    I        1 


fit  (.«-  —  li-  )  (  II-  —  /'- 1        -s- 

et,  sulistitnant  la  valeur  (Kw//. 


h-         ir^-h- 


WH-ch 


(/,)  ch  = 


(.V-  — /(-)\  Hi-'-t-  (a  —  p)s'  -T-  Cs-  —  /i-(y.  -^  3j.<  —  H/r—  (  IJ--i-  C  )  /r 
Mh'di, 


Si  l'on  pouvait  intégrer  cliacune  de  ees  diU'érenlii'Iles.  on  aurait  d'a- 
hord  une  équation  entre  s  et  //.  iMisuitc  on  aurait  /  cl  o  en  l'oiirlioii 
df  s  et  //  ;  donc  on  aurait  </  et.  de  l;i,  /  cl  'f  en  foncllon  de  /•;  cl  coninu' 


siii  i/ 


■lin- 


on aurait  aussi  'h  en  /•.  Mais  ees  diirér'entielies  se  rapporlanl  ii  la  recli- 
tieation  des  sections  coni(|nes.  on  ne  saurait  les  inlé-rci-  (|ni'  pai- ap- 
proximation, et  la  nieilleni'c  niéllnxlc  pour  ei'la  nie  |iai'ait  celle  ipie 
j'ai  donnée  ailleurs  '  pour  l'inlci^ration  île  louli's  les  dillercnlielle- 
([ui  renferment  un  radical  carré  oii  la  vai'iahle  monte  ii  la  (|nalricmc 
dimension  sous  le  sii^iie. 

<S2.   Si,  outre  les  deux  forces    ^  et  ^  (jui  attirent  le  corps  vers   les 

/-       7-  ' 

deux  centres  fixes,  il  y  avait  une  troisii'mi-  toice  piopnrtiminidlc  ;i  la 

distance,  qui  l'attirât  vers  le  point  placé  au  milieu  de  la  lii>iie  (|ni  joint 

les  deux  centres,  il  est  visible  qui' celte  force  pourrait  se  décomposer 

en  deux  tendantes  aux  mêmes  points,  cl  propoi  lioimclles  aussi    an\ 


(';  J'oir  le  (Hia'riéiiiL'  Voliimf  il(>s  aiicii'ii-  Mi-iiioirr-i  de   l'iinii  {"). 

{  y«l,-  de  iMiii-iiti^ 

"!   ()F.,wres  ,1e  /.ngrnnge,  I    II.  p    r,:  <:    Il 
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dislaiiccs.  Dans  ce  cas  (loiic,  on  aurait 


K 


■■-/' 


<J=  V^^^/y, 


cl  l'dii  liouvciail  (|iic  l'iiilcgralc  { // ;  aurait  aussi  lieu  dans  ce  cas;  seu- 
lement, il  laudiail  ajiuilei'  ii  son  premier  memliic  les  ternies 

ensuite  il  y  aurai!  ii  ajouter  au  [iremier  memluc  de  l'eciualion  rj  les 
tei'Dies 

'^   I  /■'■  +   '/'■  -r-  I  .')  /■"  7"  (  /-'    1-  '/-  )   —  /l-(  '•'•  -h  (f  -i-  ()  /■-  r/-'  )  1 

et.  par  conséquent,  an  premier  mendire  de  ré(|nation  u/ !  les  (ernies 

de  soi'te  (jifil  n'y  aura  (|u";i  aui^uienler  les  pcdynùmesen  s  et  //  sons  le 
sii^-ne,  dans  les  é(|ua(ions  (c ),  (/),ig),  des  termes  respeclils 

—  ^  ( .s''  —  /(-.s'  )     ei     —  "^  (  (/"  -  -  h-  ir)i 

1  4 

ce  (|ui  ne  rend  i;ui're  la  solution  plus  complif|uée. 

S:'>.  Ouoi(|u'il  soit  impossilde  diutéi^rer  en  i;én(''ral  ré(|iiali<in  trou- 
vée f  /'  )  entre  v  et  //,  et  d'avoir,  pai-  consé(|uent,  une  relation  Unie  entre 
ces  deux  variables,  on  peut  néanmoins  en  avoir  doux  intégrales  parti- 
culii'res  représentées  par  s  ---  coiisl.  cl  //    =  const. 

I']n  elf'et.  si  l'on  représente  en  i;énéi'al  cette  é(piati(Mi  par 

,/s  _  (lu 

il  est  clair  (jn'elle  aura  aussi  lieu  en  faisant  ds  on  du  nuls,  poui'vn  (|ne 
|e>  dcnominaleui's  \  S  on  ^  T  soient  aussi  nuls  en  même  lemp>.  e|  du 
UM'ine  ordre. 

Pour  delermiiu'r  les  coiulitions  nécessaires  dans  ce  cas,  on  fera 
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/('tant  une   constante,  et  w  une  i[uantité  intininicnt  petite,  et  dési- 

uMianl  par  F  ce  que  devient  S  lurs(iu"on  cliani^e  .v  en  /",  le  nienilire  ~ 
■  '  '  '  ■  \S 

(levieiidia 


il  faudra  donc,  pour  iju'il  \  ait  le  même  nomhie  de  (limen>ions  dt 
en  liaul  et  eu  lias,  (jUe  l'on  ait 

r  =o         et  -7-;  =  o; 

alors,  à  cause  de  co  intiuimeut  |)etit.   la  dili'ei'entielle  dont  il  s'agit 

réduira  à 

d',> 


dont  l'intégrale  est 

-* loL'T' 

V  ^ 

/•étant  une  constante  arliitraiie.  Si  donc  on  fait  w  =  o,  et  qu'on  preuiu" 
en  même  temps  aussi /-^  o.  la  valeni'  de  log-J-  deviendi-a  indéterminée. 
et  l'équation  pourra  toujours  subsister,  (|iiel([ue  valeur  (|ue  puisse 
avoir  l'autre  membre  /  ^-  Or  on  sait,  l't  il  est  vi>ible  par  soi-même. 

que 

dV 

'•=•'    ^'     dj=" 

sont  les  eoiulilions  (|ni  rendent  f  une  racine  double  île  ré(juation 
F  =  o.  D'où     'il  suit,  en  général,  (|ue.  si  le  polynôme  S  a  uiu'  ou  plii- 


I  ')  Dans  sa  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  .M.  Serrel  a  signalé  i,i 
démonslralion  précédente  comme  peu  rigoureuse:  il  semble  inconlcstablc.  en  eflet.  que 
(jiielques  développements  sont  nécessaires  pour  la  rendre  enliérement  satisfaisante.  (  l'oir 
une  Note  à  la  fin  du  Volume.)  i /.  Bertrand.  > 
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sieurs  iMi'iiics  douilles,  cliacunc  ilc  ces  niciui's  louruira  uuc  viileiu'  par- 
liculiiTC  lie  s:  il  l'u  sera  de  iiiruir  jxiUf  le  |i(il viii'iiiic  l   . 

Mainicnaiil  il  csl  clair  ([ne  ri''(|ual  iou  .v  -  /'ou  /■  -  y  -  /'rl•|)rrs^■ul(• 
ll^(■  ellipse  (loni  les  deux  foyers  sout  aux  deux  eenlrcs  des  layons  /' 
el  (/,  el  (lou(  le  grand  axo  est  égal  n  f.  De  iihmuc,  i"i'(|iiati(ui  u  -  ■,'  ou 
/■  —  y -==  i,''  représente  une  liyperlnde  doul  les  l'ovei'S  son!  aux  iiiéuies 
eeuli'es,  el  doul  le  pi'eniier  axe  esl  i,'. 

Ainsi  les  scdniions  partieulii'i'es  doni  nous  vi'nons  di'  parler  donnenl 
des  (dlijises  ou  des  liy|»erl)oles  déeriles  aniour  des  eeiilres  des  Ibrces 

— .'  ^  ju'is  pour  loyers,  l-ll  comme  les  iiolvnonies  S  el  T  conliennenl  les 
/■-    //-  '         '  ■  '      • 

Irois  conslaules  arbitraires  A,  1$,  (',,  dépendaul  de  la  direcliiin  el  de  la 
vitesse  iniliales  du  cor'ps,  il  esl  visible  (|ir(ui  pouri'a  toujours  prendi'c 
ces  élémeuls  tels  (|ue  le  eoi'|is  di'criv*'  une  (dlipse  ou  une  liV|ierl)ole 
donnée  autour  des  loyers  donnes.  Ainsi  la  iniMue  si'Ctiou  coui(|ue  i|ui 
peul  élre  décrile  en  vei'lii  d'une  force  tendante  à  l'un  des  l'ovei'S  et 
agissant  en  raison  inverse  des  cari'és  des  dislances,  ou  lemlaule  au 
ceulre  el  agissant  eu  raison  directe  des  dislain'cs,  peut  l'être  encore  en 
vertu  de  Irois  forces  pareilles  lendanles  aux  deux  foyers  et  an  eenire, 
ce  (|ui  esl  Iri's  r'emar([ual)le  [\. 

81.  S'il  n'y  avait  (|n'un  seul  centi-e  vers  le(|n(d  le  corps  fut  iilliré 
parla  (inçe-,.  on  aurait  le  cas  de  l'oi'liite  (dlipTuiue  (]iie  nous  avons 
résolu  dans  le  Chapilre  I.  Dans  ce  cas,  on  aurail  |iJ  =:  o,  y  ^=  <>,  et  les 
deux  polynômes  S  et  L  deviendraieni  semhlahles  el  ne  passeraient  pas 
le  ([uatrii'uie  degré:  les  é(|nalions  (  /),  (■,'>,  [/i]  de  l'arliele  SI  sei'aionl 
alors  iutégi'ahles  pai'  les  mélliodes  connues,  et  le  mouvement  dn  corps 
serait  déterminé  par  des  formules  en  .v  el  //.  c'est-à-dire  par  les  dislauees 
aux  di'[\\  centres,  dont  l'un,  ecdui  doul  l'atlraclion  esl  nulle,  pourrait 
élre  placé  où  l'on  voudrait  :  ces  formules  ne  seraient  donc  (|ue  de  pure 
curiosité:  mais  il  y  a  nu  cas  oii  elles  se  sim|)lilienl  et  donnenl  i\n  ré- 


1  ')  AI.  (»ssi;iii  Hdiiiu'l  a  (loiuir  \.louni(it  de  M.  l.uws-iUv.  I.  I\.  p.  to'j  i  une  raison  Iri 
simple  (le  Cl'  l.iil  (|ui  esl  siiSiH'plihle  d'une  i;éaéralisiili(iii  inléressaiile.  i  loir  mie  Note  ii  1 
Un  lin  Volume.  )  ( ,/.   Iii-rtr<ind.\ 
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siillat  reiii;in|U;ilili\  c'esf  celui  où  le  centre  il'altractioii  nulle  esl  placé 
sur  le  périmètre  de  Tellipse. 

Pour  obtenir  ce  cas,  on  déterminera  les  constanles  B  el  C  de  maniJ're 
que,  le  rayon  y  étant  nul,  l'autie  rayon  /■  soit  éi^al  ;i  //,  distance  entre 
les  deux  autres;  par  conséquent,  il  faudra  que  les  variables  s  =  r  —  y 
et  II  ^  /•  —  q  deviennent  à  la  t'ois  égales  à  //.  Les  équations  /')  de  l'ar- 
ticle <S1  sont  très  propres  à  cette  détermination. 

Faisant  .v  =  u  --=  h,  la  preinil're  de  ces  é(|ualions  donne 

ensuite,  la  ditlerence  de  ces  é(|uations  étant  divisée  pari  —  //,  si  l'on 
V  fait  .V  r=  Il  ^=  h,  on  a,  à  cause  de  3  =  o, 


(I  lui  1  on  lire 


—  o y.lr  —  y.h-  =  '^\\h■'  ^  2CJ1  : 

Par  les  substitutions  de  ces  valeurs,  le  polvnônie 


xs'—Cs-^  y.h's-  \lh-  H-/r— C/,- 


devient 


H  (  .v'  —   ?  i-  /(-—/(•)  ^  a  (  .?■'  — -  s-  Il  —  s /;  -  —  /(^  ) , 

ce  qui  se  réduit  à  la  fVti'uie 

Il  ■  s  —  Il  1^  (v  —  h)--^  y.{s  —  /()  (.«  —  h)'\ 

il  en  sera  de  même  du  polynôme  en  n. 
Or,  par  l'article  1."),  on  a,  dans  ce  cas, 

3!  =  s-         et        H-~-=-, 


a  étant  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse;  donc  les  é(|uati(tns  [  f)  et  [q 
deviendi'ont 

ds  du 


s-  ds  II-  du 


dt- 


/: 


\ {s  -  /,)  y  <r(s  -  h)  -f-Js^  f>y-     4  ("  -  /' )  y/  s (« 


■/()  —  —  (»  -/>r- 


Ili  MKi;  WIOII-:    WAr.YTFOtE. 

cl  si  (le  celle  (leriiii'i'c  on  relr;iiiclie  hi  jifeiiiii'i'c,  iiiiilt  i  |(liéc  par  //-,  e( 
(|ircnsiiilc  (III  divise  les  iiiiiiiéraleiirs  et  les  (léiioiiiinaleiirs  resjieclivc- 
iiieiil  |»ar  v  -   li ,  u  -~  A,  on  aura 


di  -  - 


(  X  -\-  Il  )  du 


(il  -^  II)  du 


is/^y/-HAlii±A>:     uv^/" 


(  Il  +  Il  )- 


expression  (|ni  a  rasaiitai^e  de  ne  eoiiteiiir  d'aiilre  éléiiieiil  (|iie  le  j^i'aii 
axe  -m. 


S."».    Si  Tdii  l'ail 


'V^€ 


l\z). 


riiiléi;rale  étaiil  prise  de  riiaiiière  (iiTidle  (•(Piiiiiience  l(irs(|iie  c  a  iim- 
valeur  (|ii(de(iii(jiie  domiée,  el  (iiToii  rernelle  pour  s  el  ii  leurs  valeurs 
fi  -^  t/, /)  —  If.  on  aura,  en  inléi^raul, 

'i  /  \  V  =  f(  Il  +  /'  -'-  'I I    -  ./■(  /'  ^  [>-  'p, 

où  l'on  voil  (|ue  /  -o  lors(|ne  (j --  o,  de  (|ueli|iie  nianii're  (|ui>  l'iiité- 
l^rale  soit  prise. 

Or,  puis(|ue  [>  est  le  rayon  vecteur  (|ui  pail  du  lover,  y  csl  le  ra\oii 
(|ui  pari  de  raiitre  cenire,  (|ui  csl  pi'is  dans  un  point  de  l'ellipse,  cl 
dont  la  dislance  an  l'oyer  est  //  :  il  csl  clair  (|uc  //  et  p  seront  di'UX 
ravons  vecteurs,  cl  ([ne  ij  sera  la  corde  de  l'arc  interceph'  entre  ces 
deux  ravons:  |iar  coiis(''(|ueut,  l'expicssion  piaMM-dente  de  /  sera  le 
lenij)s  euiploye  jiar  le  luoliile  il  (h'crire  cet  arc  dans  l'ellipse,  le([uel 
sera  (loinu'  ainsi  par  la  S(unnie  des  rayons  vecteurs  //  -p.  \v,\v  la  ('(U'de  y 
et  |»ar  le  i^raiid  axe  :>.<(. 

r/int(''t;rale  (]ue  nous  avons  d(''sii;ii(''e  par  ronclion  /yZ-)  dejtond  des 
arcs  de  cercle  ou  des  loj^arilliuics,  suivant  i|ue  a  est  posilil'on  n(''i;alir: 
mais,  lors(|ne  l'axe  ■?.<(  esl  Irl's  grand,  ce(le  tonction  se  ri^-duil  à  une 
séi'ie  tri's  couveriicnle  :  ou  a  al(U's 


f{z)^lz'  + 


a         1 .  -  .  I  a- 
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Le  premier  leriiie  donne  rex|)ression  du  temps  diins  hi  [Kiraliole,  et 
l'on  a 

!it\'g  —  I  (  Il  -V  p  H-  '/  )-  —  i(ii'\-p~<iy-, 

laquelle  coïncide  avec  eelle  que  nous  avons  trouvée  dans  l'artiele  iô. 
Le  reste  de  la  série  donne  la  diflerence  des  temps  emi)loyés  à  parcourir 
un  arc  de  parahole  et  un  ai'i-  d'ellipse  ou  d'hyperhole  ayant  la  même 
(•(U'de  //  et  la  même  somme  s  d(>s  rayons  vecteurs. 

Cette  belle  propi'iété  du  inouvemeul  dans  les  sections  coni([m's  a  été 
Irouvée  par  Lambert  ('  ;,  i|ui  en  a  donné  une  demonsiralion  ingénieuse 
dans  son  Ti'aité  intitulé  :  ///sii^/iions  orhihr  ciirncUiriun  prupnvliilcs. 
l'r>//- aussi  les  Mvmoins  de  l'  \c<uln)iit'  de  lUrliti  pour  l'année  1778;-;. 

Le  pr(d)lème  ([ue  nousV(Mn)ns  de  résoudre  l'a  l'té  d'alxu'd  jiar  lùiler. 
dans  le  cas  (jii  il  n'v  a  (|ue  deux  centres  tixi's  (|ni  attirent  en  l'aison 
inverse  des  carrés  des  distances,  et  où  le  corps  se  nu'iii  dans  un  plan 
laissant  par  les  deux  centres  [M('ni<>ircs  de  Heriui  de  \■-i\^^  ■.  sa  sidution 
est  surtout  remarquable  par  l'arl  avec  lequel  il  a  su  employer  dillé- 
l'entes  substituticms,  pour  ramener  au  premier  ordre  cl  airx  (|uadratui-es 
des  é(juations  dilTéreutielles  (pii,  par  leur  com|)licalion.  se  ref'nsaienl  \\ 
toutes  les  métbodes  connues. 

Vj\  (buinant  une  autre  l'orme  ii  ces  é(|iiations,  je  suis  pai'venn  direc- 
tement aux  iiièmes  résultats,  et  j'ai  même  pu  les  élcudre  au  cas  oii  la 
courbe  n'est  pas  dans  un  même  |)lan,  et  où  il  y  a.  de  plus,  une  tori-e 
proportH)unelle  ;i  la  distance  cl  lendanle  \\  un  centre  ii\e  place  au 
milieu  des  deux  autres  centres.  Voir  le  quatrième  Volume  des  anciens 
Mrnioircsde  Turin  (  '  )  d'où  l'analyse  précédente  est  tirée,  et  dans  leipud^ 
on   trouvera  aussi  l'examen  du  cas  où  l'un  des  ccnircs  s'eloli^uant  a 


('I  l'oir  la  note  de  là  pa-c  îci. 

(-)  (jEu\'rcs  tic  Lii^raiii^r,  I.  IV,  |).  "))<).  1,0  MiMiioirc  niiipirl  1,ml,'|-miil,'i>  t'iiil  aliiisinn  l'-l 
intitule  ,S'"r  iinr  niriiiirrr  jinrliiiiUrrc  il'i'.i pi-niirr  Ir  h'iiijx  iliiii'^  /cv  ■.ri-niiii^'  (■•iiiiijiif';  ili-~ 
crilt's-  par  ilrs-  forcer-  lriiiliiiitr\  un  fiivfr  li  m  iiirniiiiciiifiil  pi-i^pitrlKiiniclli-^  (iii.i  rni-rr-. 
des  distances.  Lagraiiae  y  indhiiie  ilillcionles  iiianirre,-;  de  dcMiidiilrei'  h'  IIii'ditiiip  dlùilei- 
cl  de  Lambert,  (i,  I). 

(5)  OEui-rcs  de  Lagraii^c.  t,  II,  |),  l',;.  |,,.  McllloiiT  e~t  inlilidf  ncr/n-rr/icv  a,,-  /,■  nion- 
vcmeiit  d'un  corps  qui  est  attiré  par  deur  centre';  fî.res.  (i.    I) 

xn.  I) 


iiv  MiicwioLK  AN  M. V 'non:. 

l'intiiii,  la  force  Iciidaiiti'  ii  ce  ('ciilrc  (levicndrail  iinifornio  et  ai^iiail 
suivant  (1rs  lignes  |>ai'allM('s  :  cl  il  est  rctnar(]iialilc  (iiic,  dans  ce  cas.  la 
soliitiiui  ne  se  siinpiiiie  i^ni'i'c  ;  senliMneiil  les  ra(hcan\  (|ni  lornicnt  les 
ilcndininalenrs  des  é(|uali()ns  séparées,  an  lien  de  cnntenir  les  (|na- 
Iril-rnes  [Miissanccs  des  varialdes.  ne  cnntienneni  (|ne  les  I  foisii'rnes, 
ce(|ni  l'ail  c^alcnient  dépendre  lenr  inlci:i-alion  de  la  rccliiieatinn  îles 
secli(His  c(inii|nes. 

C.IIAIMTKK   IV. 

1)1  miii\i:mi:m  m:  iii:i  \  m  im.i  siiu  lis  cours  i.iiiiiis  gi  l  s'MiniFM  mc  il  ia.i.i;Mi:M', 
11  IN  l'viiTici  i.iiai  m  MOI  vi:jii:m'  dks  l'i.A.NinKS  Ainniii  dc  soi.i:ii,,  i;i  ni;s  \  aiii.v  iihns 
MCI  i.Aiiii;>  m;  i.iaiiis  Jlémkms. 

S().  L(irs(|Me  plusieurs  corps  s'attirent  récijtr()(|ncment  avec  des 
lorccs  propiirliimnidles  aux  niasses  et  ii  des  lonclions  des  dislances, 
lin  a,  piinr  leurs  moiivenienls.  les  ior'mulcs  générales  des  articles  I 
cl  1,  en  prenant  les  corps  mêmes  jiour  les  centres  d'allraetion. 

Soient  m.  m,  m  .  ...  les  masses  des  corps,  .r.  v.  z.  .v  .  y  .  :■'.  ■i'", 
y",  z' ,  ...  leurs  coordonnées  l'cclangies  rapportées  ii  des  a\es  fixes 
dans  l'espace:  la  (|iiantilé  T  sera,  comme  dans  rarlicle  1. 

<■/./■-  -+-  (/y-  -h  (/:■-  .  il.v'-  -y-  dv'-  4-  dz'-  „  d.v'-  +  dv"-  +  ilz'- 

''■  --  '" ^Tdt^ ^  '"  TTu^' ^  '"  ^^^ "  •  •  ■ 

Soient  p',  p",  p".  ...  les  distances  des  ciU'ps  m.  m",  m  .  ...  an 
coi'ps  m,  et  \\  ,  U",  \V  .  ...  les  ronelions  de  ces  distances  aiixiiindles 
les  attractions  entre  ces  cor|is  sont  proporlionmdles. 

Soient  aussi  p\  p  ,  ...  les  distances  des  corps  m,  m  ,  ...  au 
corps  III  .  et  \\  .  \\  les  jonctions  de  ces  distances  pi'oportionnelles  aux 
allractioiis. 

Soient  de  même  p  ,  p",  ...  les  distances  des  coi'ps  m",  m".  ...  an 
corps  m  .  et  |{  ',  ir,  . . .  les  lom'tions  de  ces  dislances  proportionnelles 
aux  attractions;  et  ainsi  de  suite. 


On  aura 
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p   =  \(.i-  —  j-  y-  -r-  (y  —  ,)•  1-  —  i  ;  —  ;  )- . 
p"  —\  (■>■"—  -r  )-—  (.>■'■  —  .>•  V^  (='■—  3  )% 


p".  =  \  (  ■'■''  —  •'■'  /'  ^  I  .''■" — j''  )'  —  ';;—--  ■  )' . 

p;'=y\.r"—  j-'  )-  -r-  (  y"—  f  )'  —  (  :■"  —  :■'  f  , 


U.i 


et  la  quantité  V    art.  2    sera 

X——  m  (  m'  /  !{■  liy   :-  m    /  '  li   -ly    -  m    /Il   dp 

—  m''  m    j'W'-lp]    -m"'  f  W;  rip" -^  . . .) 
-^  m'im"  f\\''dp;,+...) 


Oi",  (|Uolles  que  soient  les  eoordDunées  indépendantes  (lu'on  voudra 
adopter,  on  aura  toujours,  par  rapport  à  ehacune  dédies,  roniine  :.  une 
éijuation  de  la  forme  caminiiiue 

oT         oT       o\    

0  ili        oi         oL 

Va  coniuie,  dans  le  système  <|ue  nous  considérons,  il  n'y  a  auruii  puinl 
iixe,  on  pourra  prendre  l'oi'igine  des  enordonnées  parloni  oi'i  l'un 
voudra,  et  l'on  aura  toujours,  comme  on  l'a  vu  dans  la  Section  III. 
les  trois  intégrales  finies  relatives  au  centi'e  de  gi'avité,  ainsi  (|ue  les 
trois  intégrales  du  pr'eniier  ordre  relatives  aux  aires,  et  cnlin  l'inle- 
grale  des  forces  vives  T   -  V  --=  H. 

On  aura  de  cette  manière  le  mouvement  ahsolu  des  corps  dans  l'es- 
pace: mais,  comme  la  solution  de  ce  pr(d)li'me  n'esl  impoilanlc  (|u"ii 
l'égard  des  planètes,  et  qu'il  n'y  a  que  leurs  mouvements  relatifs  par 
rapport  au  Soleil,  regardé  comme  immobile,  qui  intéressent  l'Astro- 
nomie, il  nous  reste  à  voir  comment  on  peut  traiis|)oiler  aux  imouvc- 
meiits  relatifs  récpiation  générale  des  niouvcnienls  al)S(dus  des  corps 
(lu  système. 


MO 


MKi; AMorn  an  \f.^tioi  i:. 


ï;   I.    —    E(jH(ini>tis  gèiu-ntlcs  pour  Ir  ituntvciiiciit   irliUif  tics  corps 
(jui  s'altirviil  iniitiicUcmcnl . 

S7.  Supposons  (in'oii  dciiKinilc  1rs  iiioiivciiiciils  rcinlil's  des  coi'iis  m  , 
II]".  . .  .  |i;ir  r;i|i|HM'l  iiu  cdriis  m  ;  (lc'sii;n()ns  par  ;',  r/,  '('  les  coordoniircs 
rcdani^lcs  ilii  coi-ps  m',  rappiu'lr  au  corps  m,  en  itrcnani  ce  dernier 
eorps  |i(iiir  l'orij^ine  des  coordonnées;  soic'iil  de  iiièine  ç' ,  // \  '^"  les 
coordonnées  reclaiii;les  dn  cor|)s  m"  |)ar  rapjioii  an  niéine  corjis  ni.  et 
ainsi  de  snile;  la  (|uestion  consisicra  ii  trouver  ww  rorninle  ijéiiérale 
ipii  ne  contienne  (|iie  ces  coordonnées. 

Il  est  d'aliord  éxideiil  ([iron  aui'a 


,r  —  .r  -t-i  ,         y  t=  V  -1-  -ti 


P   =  \  ;  '  -T-  •'■.  -  -t-  ç  '-. 


p"  =  \  •:"--!- r,"=-r-  J"-. 


0,  =v'u!"— ^': 

)--h  (■''i"—  ■(>'  ) 

--4-(r-  ï')-, 

p:=v'(r-ç'. 

)-+  (ri'"— r/) 

-+  (:'■'—;'  )-. 

p:=v(r-4": 

f+-  (r,'"— rj") 

'^(^-r')^ 

cl  la  (|uaiililé  T  deviendra 


T  —  (m  +  m'  4-  m" 


•.dl- 


dx{\\\'  di^  -^  m"  <:/£"  +  .  .  .)  ^  dy{\\\'  du'  +  niV/r/'-h.  .  .)  -(-(/;(  m' r/Ç'  -h  niVC" 

,  c/f-  -H  f/r/-  -^  dt'-  ,,  de'-  -+-  d-fi"-  +  f/Ç"- 

■.!  (//-  :!  di- 


Coniiiie  les  variables  .r.  v,  g.  apri's  ces  suhstitiilioiis.  u'enti'eiit  plu 
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tlans  la  (|iiaiitité  V,  et  (iiic  ces  variahh'S  n'eiitreiil  poiiil  «lans  ï  sou^ 
ia  foriiio  tinie.  on  aui'a.  rclalivciiu'nl  à  ces  mêmes  varialilcs,  les  é(|iia- 


ce  (|in  donne 


oT 

d  de 


oT 

0  dv 


IL 

0  dv 


oï 


oT 

517; 


y.,  !i.  Y  étant  des  eonstaiites  arbitraires. 
Ainsi,  on  aura  les  trois  équations 


(m  -H  iii'-t-  m"-+-, 

d.r 

■■•'777- 

d-' 
"™777 

—  m" 

dl" 
di 

(ni  —  ni'  —  ni"  —  , 

dr 

,  dr,' 

^'"777 

4-  m" 

dr," 
di 

(m  -{-  ni'+  m" ^ 

dz 

■■■'dl^ 

,d:' 
"'"7/7 

—  m" 

d;- 
lu 

les  quantités  a,  ,3,  y  étant  des  eonstantes. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  l'expression  précédente  de   T  les 

valeurs  de  '4--  '-r^  '-,-  tirées  de  ees  étiuations.  et  qu'on   Tasse,   pour 
di      di     dt  111 

abréiiei-. 


X  =  m'I'  +  m" l"  -i-  m'";'"  -+-.... 
Y  =;  ni'r,'  +  m "■/-,"  -+-  ni'"rj"'-i-  .  .  . , 
7.  ■=  iii'C  -+-  ni"r'  -f-  m"?"  ^-.  .  ., 
M  =  m  H-  m'  4-  m  '  h-  m'"  -^ . .  . , 


,_  a;2^_  ;52_^.,2  ^  d\--^d\'-^dZ- 


2  M 


iiif/r- 


,  (7?-  -I-  dfi'-  -h  d't,'-           „  di"-  -^  de, "-  +  rf' "- 
"'  -4- m 


f//- 


2(7<- 


88.  Les  variables  H',  r/,  T.  ^",  ...  étant  indépendantes,  et  la  ((iiaii- 
tité  T  ne  contenant  point  ces  variables  sous  la  forme  linie,  on  aura 
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hiiil  (le  siiilc,  |Kir  lappoi'l  ii  cliiicunc  d'elles,  les  éi|M;itiaiis 


•('111'  -   '1'^  \       l!X 
'  \  777^^  ^  M7775  j  "^  ÔV 


,1  (!■■,;  rPY  \         àV 


de-  M  ,IC- 


„[d--u"  _   d-  V 
d!'        M  dt- 


(TV 


v->r'       d^  ' 
dF  ^  M  d/' , 


M    I  011   iijoiite   ens('inl)l('  les  |)rciiiiiTes  e(|ii;ili(>iis  relatives  aii\   va- 

•   1  1        '''    '^ 
iial)les  :  ,  : on  a 


ce  (|iii  (loiiiK 


111    di-     '    ùl'         JT' 


^__iri/(_)V       (TV 


el   Ton  Iroiiveia  de  mèiiie.  |»ar  l'adililioii  des  deiixii'iiies  é(jiialioiis  et 
jiar  celle  des  Iroisièiiies, 


d'Y 

dn  ^ 

111  \<)n' 

(A 

d'Z 

dr-'  ^ 

M  f<)\ 

valeurs  (lu'oii  pourra  sul)stitucr  dans  les  é(jiiations  pi'éccdciiles. 

Ou  aura  ainsi,  pour  le  tnouvcmeut  du  corps  m  autoui'  de  ui,  les  dois 

(MUiatious 

eu-         do  111  \ôri         ou  I 

et  l'on  aura  de  pareilles  é(|iiatioiis  |iour  le  Miotiveiiient  des  corps  ni  , 
m'.  ...  autour  du  cor|)s  m.  en  (diani;cant  seuleiiieul  entre  (dies  les 
quantités  aU'ectées  de  deux  traits,  tui  de  trois,  etc. 
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Il  n'y  aura  donc  qu'à  suhsliliier  la  valeur  <le  V  et  |)ri'iuli-e  ses  (lillé- 
rciices  partielles  relatives  aux  différentes  variahle>;  mais  (•<'l[e  substi- 
tution |)eiit  se  simnlitier  par  la  cDiisidération  suivante. 


89.   Dénotons  par  l'  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  (|uantilé  V 

qui  contiennent  les  distances  z\  :' p et  remarquons  (|ih'  les 

expressions  de  ces  distances  sont  telles,  qu'elles  demeurent  les  mêmes 
en  augmentant  les  coordonnées  ;',  l",  ç'".  ...  qui  y  entrent  d'une  même 
((uantité  quelconque;  d'où  il  suit  qu'en  faisant  varier  ces  mêmes  coor- 
données d'une  même  quantité  inlinirnent  petite,  la  variaticm  de  l  sera 
nulle,  ce  qui  donnera  re(|uation 


On  trouvera  de  la  même  mauiiue.  |»arce  (|ue  la  même  prupi'iété  a  lieu 
par  rapport  aux  coordonnées  r/,  r^' .  r/  ,  ...  et  aux  coordonnées  1',  Ç". 


>)L        t)[I        ()l 

Or,'         àr,"        ôcr 

^)r'      (K      ,)■:'" 


Donc,  puisque 


V  =  m(m'  /HV/p-m    f  W  (If- . .  .]  t  V . 

2' ne  contenant  que  ç',  r/,  l';  p"  ne  contenant  que  ;",  r;',  'Ç\  et  ainsi  de 
suite,  la  première  é(|uatiou  deviemira  par  ces  substitutions,  eu  la  divi- 
sant par  m'. 


-rv  -i-  (  m  -1-  m  )  R  -riry  ^  m  R  -^ 
di-  O'.  11- 


Or,  dans  la  (|uanlité  T.  il  n'y  a  (|ue  les  termes  qui  couliiMinent  o  . 
:\  ...  qui  dépendent  des  vai'ialdes  ;  .  r,',  "C  (art.  86):  ainsi  \\n\  peut 
léduire  la  valeur  de  \   \\ 

L"  —  m'(m'  y'R;  «^  m'  (Wyif,^.. .  '; 
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siilisliliniiil,  l;i  viilciir  de     -  dans  r(''(|iialioii  |U(''C(''(|{'iil(',  elle  (Icviciiilra 

"'-:'  ^,r'^'''  ■■„■'<¥.  .u-<^<' 

''/-  ():  <):.  <li 

4     111     K      YTi;    +  m      15      -  '"  J-  .  .  .  —  o, 

<•(  l'on  ama  de  la  riirnic  nianiiTc 

'''■'''  ,.t>,<^'^'  .ly'K  ,.,,y.<K 

'//-  (hi  ihi  ilii 

•    ni"li"-r^  -^  ni'"|{"  -;^,„  H-.  .  .  —  o, 
(In  (h, 

'/■'-■  M,,,'^'-'  .,,,<>>  „,o... '^■'■" 

— Ht  T- (ni  -1    in  )Iî  --V,    --ni   lî   -,^  —  m    It    -h-  -i-..- 

(Il-  (),  II-  11- 

-;-  ni"  li"  -~   T-  m"'  lï"'  -'^;7,    4-  .  .  .  =  <>. 

'.)().  On  [icnl  raniciici'  ces  ôijualinns  à  la  loiinc  ijiMirralc,  (|ni  a 
l'aNanlai^c  de  s'a|»|)li(|n('i'  ri^iilcnienl  ;i  des  coordonnrcs  »|iiidi'oni|n('.s. 

Si  l'on  innlliplic  la  prciniJ'rc  jiar  ol  ,  la  dcnxii'inc  par  o/,'.  la   Irni- 

sii'inc  par  oZ' .  cl  (|n'()n  les  ajonlt'  cnscnihlc.  on  anra  «l'aliord  la  pai'lic 

dillV'rcnlii'llc 

(l'i  ..,      f/'r/  ,  ,      </-:■  ,. , 
lit-     ■         lit-  ilt- 

hupudlc,  en  lianslnrniant  les  conrddniH'i's  ç',  r,',  Ç  en  danli'cs  coiu- 
diniiK'i's  indépendantes  H,  •^,  o.  donnei'a  poiif  les  termes  ninllipliés 
|)ai  o;  la  lurnuile  (Secl.  IV,  ai'l.  7 


en  l'ai  sa  ni 


,oT'        oT'\.. 

'/  -jz —  )oi, 

0  (h  01  ] 


dl:-~,hr-^(l'Ç- 


(U- 


A   l'ej^acd  des  lei'nies  (|ni   iMnilieiinenl    les  tin'ces   U.  W il   esl 

laeile  de  voii-  (|n'en  (diani;'eanl  la  ('ai'acléfisli(|ne  o  en  <L  tiuis  ces  Icrnies 
snni    inléi;raldes   par   ra|)porl   aux    \aiaaldes   ;,  r,',  ^';   linlej^'rale   eon- 
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tiendra  d'abord  les  termes 
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(m  -^  m')  /  RV/o'^  m'  /  IVdp"  —  m'"  j  l\;dç,;-^..  .; 
ensuite  elle  contiendra  les  termes 


Or  on  a 


et  comme 


et  de  même 


m  R  -prr  —  m   R    -^  -h. . .  h 


-^    m  R  -r^  —  ni   R    -r^ 
V  «r,  àr, 


m  R   -i-7.  —  m   i{     '. 
<).  (Il 


or 


ô^  _  r,"  0£ 


o:^=(r-;')^--(^"-ï.')--(r-r)% 


ô-l"'-      Or,"''  '"  (J:""  ' 


et  ainsi  des  autres  expressions  semhlahles.  Donc,  nomiiianl  \    l'intc 
grale  totale,  on  aura 

V'=  (m  ^  m')  /'RV/o'-i-  m"  fw'ilo  -^  m"  f'K'df:^  .  .  . 
-^  ni  IV  '^"^'^  '"''■'  -^  m'  R  '■  ■''^'^'",~'''  "  ^ . . . . 


Ainsi,  après  la  transformation  des  coordonnées,  les  termes  multi- 
pliés par  01  se  réduiront  à  -r^o;;  et,  comme  on  suppose  les  nouvelles 
coordonnées  ç,  'i/,  o  indépendantes,  chacune  d'elles,  (•(ininie  :.  d(in- 
nera  nne  équation  de  la  forme 


o'I"        oT'       o\    

0  iii        61  oL 


XII. 
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\)l .   S'il  n'v  a  (|U('  deux  ('oi'|is,  m  cl  m  ,  l'expression  de  \    ilfviciil 

V'-:(ni    !-  m')  /'if'/o'; 

■  liiisi  les  \;ilriii-s  de  T'  cl  ilc  \'    sdiil  les  mriiics  (|iic  [loiii'  un  corps  attii'c 

vers  iiii  ccnirc  lixc  avec  nne  force  :iM  +  in')H'  pi-opoi'lionnelle  à   une 

roiM'hoii  (le  la  distance  :'  (ar(.  1).  D ■  le  inonveiiieni  relalifdn  l'orps 

m'  anionr  iln  corps  ni  sera  le  nn'iiie  (|iie  si  cidiii-ci  elail    li\e  el   i|i!e  la 

niasse  alliraiile  IVil  la  soniine  des  deux  masses,  rr  (|ni  esl  cimiiiii  depnis 

New  Ion. 

l,oisi|iie  la  masse  m  dn  corps  autour  dn(|nel  les  antres  sont  censés 

se  mouvoir  est    lieancoiip   pins  i;rainle  (|ne  la    siunine  des   niasses  m', 

m ce  (|iii  est  le  cas  du  Soleil   par  rappmt  anx  plaiiides,  on  a,  ii 

lrè>  |)eii  près, 

V'={iu-f  m')  l'l{'</p'. 

I>e  niouvemcnl  dn  corps  m'  antiuii'  dn  cor'ps  m  sera  donc,  dans  ce  cms, 
il  trI'S  peu  pri's  le  mi'ine  (jnc  si  celui-ci  l'Iait  fixe  et  (|ne  la  somme  des 
niasses  m  +  m' v  IVit  l'énnie:  <'t  en  |-ei;ardaiit  les  antres  forces  m  R", 
m  H,,  ...  cmnine  des  forces  |)ei1iirl)alrices ,  on  pourra  employer  la 
theoiie  de  la  variation  des  conslanles  arbitraires  pour  determinei- 
l'ellet  de  ces  forces  :  il  ne  s'aii'ira  ([ne  de  prcmdre,  conformément  :i  l'ai- 
tiide  '.)  de  la  Seclion  \',  —12  éi^ale  ii  la  somme  de  tons  les  antres  tei'ines 
de  la  \alenr  de  \'' donnée  ci-dessns.  On  fera  ainsi,  en  accenlnant  la 
lettre  Ll  pour  la  ra|iporter  ;i  la  planl'tc'  m'. 


<>'=  -  m"  /  ■  ii;  </o;  -  m"'  /  ■  k;"  ,/r/'  -... 

—  m  H  ^ 5— s — m   II    ! — jT, — ■ —  -i-. .  ., 

ap  2  0 

et  l'on  aura,  par  les  formules  générales  de  l'ai'ticle  1 1  de  la  même  Sec- 
tiim,  les  variations  des  éléments  du  mouvement  dn  corps  m  animir  Au 
coriis  m  renarde  comme  fixe. 
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§  II.  —  Formules  générales  pour  les  ranalioiis  séculaires  di-s  éléments 
des  orhiles  des  plunéles  autour  du  Soleil. 

92.  Pour  appliquer  ces  foniuiles  au  mouvement  des  plani'les  aiilour 
du  Soleil,  on  prenilra  la  masse  m  pour  celle  du  Soleil,  la  masse  m 
pour  celle  de  la  planète  dont  on  cherche  les  pertiirha lions,  et  les 
masses  m  ',  m  ,  . . .  pour  les  masses  des  plani-les  perturlialrircs.  et  l'on 
fera 

R'=-l,  R"=4..  ■••'  R=A.  ••■■ 

p  ?'  ?,- 

On  substituera  ensuite  dans  la  fonction  il.  au  lieu  des  coordonnées  i  . 
r/,  'J;  H",  •/;",  ...  de  ces  dili'érents  corps  auloui-  de  m,  leurs  valeurs  ex- 
primées en  fonction  de  /,  conformément  aux  formules  (|ue  nous  avons 
données  dans  le  Chapitre  I'"'  pour  les  expressions  des  coordonnées  .r, 

r,  :;,  en  y  faisant 

g  ^  m  —  lu'. 

ou  simplement  g',  pour  le  rapporter  au  corps  m',  et  l'on  aura,  par  le- 
articles  69  et  suivants,  les  vaiiations  des  six  éléments  de  l'orhile  de  la 
planète  autour  du  Soleil. 

Nous  nous  contenterons  ici  de  chendiei'  les  variations  seeulaiies  de 
ces  éléments  qui  sont  les  plus  im|)ortaiites,  et  qui  ne  dépendent  i|Ur 
du  premier  terme  tout  constant  du  développement  de  ù. 

L'expression  de  i2' deviendra 


<!':=;  m  (  -,  —  ' ~-j^. — '-^  \  -4-  m    (  —,  —  ! ^ 

93.  (Commençons  par  développer  la  quantité 


\(i"—i')-^(ré~-r,')'^  (î 


on  y  mettra  d'ahord  pour  ;.  y;,  '1  les  expressions  de  ./■.  y.  z  de  i'ai- 
tiele  13,  en  marquant  par  un  trait,  ou  par  deux,  les  (|iiantiles  (|ui  se 


^2'^  MECANIOUK    A  N  \  I.VTI  O  I  K. 

r;i|)|)()rt('ii(  aux  masses  m',  ni'.  On  aura 

c'."-'_  o''+  o"-—  ip'o'l  z'  (■(js<I>'-i-  3'  siii<I>')  (;<"  r(is<I>"--  S'  siii<I»") 

—  ■!C.'o"0',  cos<I>'-l-  ,5',  siii<I>')  (  y.\  C(IS<I»"~  p\  siii»l>") 

—  2o'o"(a'^  cos'I»  +  ,5'^  siii<l>')  (x".,  cos'l»"—  ij  siii<l»"). 

Si   l'dii    l'ail   les   iiiiilti|)licatioiis,  ([iroii  ilcvchipiir   li's    produils  dc! 
sinus  cl  rosinus  cl  (|ir(jn  lasse,  poui'  ahrégei', 

A  =:  y.' y!'  +  y\  y.'[  -h  y.',  y..,, 
B  =  ^-',S"-i-  x\  H,  —  «2  ^'.,, 
A ,  =  y" ;3'+  y.\  [:j\  —  y.".,  ^'.,, 

1  >  1  ^  .-J  H  +  ,-*  1  p  1  "^  ,-•  2  r"  2 1 


r/-  =  p"-+  0'"-—  (  A   +  I?,')p'p"cos  (<!•'—  <I»")  —  (A  —  B,  )p'o"cos(*'-f-  <l>"l 
—  (  A,  —  i!   }o'y'  sin(<l>'  -  <I>'')  —  i  A,  ^  B  )o'o''  sin(<l>'4-  <I>"). 

Les  (|  lia  ni  i  (es  a',  [i',  7.,,  . .  .  su  ni  lonclions  îles  élénieiits  //  ,  /'.  /■  de  l'oi- 
iiile  (le  la  |ilaiit'le  m',  (IfUiiice  par  les  loiiiiiiles  de  l'ailiele  IM.  en  inar- 
(]uanl  Iniiles  les  leltres  d"iiii  Irail,  cl  les  (|iiantilcs  a",  |i  \  a,,  ...  sonl 
lonclions  senildahh's  dos  éléinenls  //',  /",  /■  de  l'oiliilc  de  la  plaiii'lc  m' , 
en  nian|nanl  les  lellres  de  deux  Irails  :  ainsi  les  (|iianlilcs  A,  15,  .V,. 
l')i  sont  lonclions  de  ces  mêmes  élémenls;  mais,  par  la  eonsideration 
snivanle,  on  peut  voir  ce  (|n"elles  exprimeiil. 

'.)i.   Les  coordonnées  primilives  rapportées  ii  un  plan  donné  etaiil 

r.  1-,  ;.  pour  les  translonner  dans  les  coordonnées  .r',  v',  ;'  rap|)or- 

tées  an  plan  de  l'oihile  de  m  ,  on  a,  |»ar  les  formules  i;énérales  de  Tar- 

ticlc  II, 

j  =i-  y'  .r'-4-  ,3'  >-'-4-  y'  .:', 

y  =  a\  ,r-'-H  jS',  j'-h  y',  3', 

.3  r=  y.\,.v'-Jr  ,3!,  )''-(-  ■/'.,  :■'. 

oii  les  coellicienls  a',  [i',  ...  depeinlenl  des  cinislanles  // ,  /',  /■  i|ni 
délerminenl  la  posilion  des  nouveaux  axes  par  ra|)porl  aux  ()rimilirs. 
/'  étant  rinclinaisoii  des  deux  plans. 
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De  mènu',  si  l'on  voulait  transformer  les  iiièiiies  eooi'diinnées  dans 
les  foordonnéos  ,r",  y",  :■"  rapporlées  au  plan  de  l'nrliile  de  m  .  on 
aurait 

.r  —  y:x"^P"y^y"  z\ 

où  les  coefficients  y.".  ^ ,  . . .  sei'aient  des  fonctions  senililaldes  des  con- 
stantes //■,  /'",  /■"  (|ui  déterminent  la  position  de  ce  moiveau  pian  par 
rapport  an  même  [lian  primitif,  et  oi'i  i"  sciait  rinclinaison  de  ces 
plans. 

Si  l'on  i^ompare  maintenant  ces  expressions,  on  anra 

x'  .c'-T-  3'  ,»•'-!-  -/'  z'=z  y"  a'"-i-  S' r"T-  y" .:', 
a,  x'-f-  3,  )•'-!-  y',c'=  3(j.f"-i-  ,3'J  v-i-  y,  ;', 
j;',.r'H-  3'^  i''-r-  y'^;'=i  y.\_.v" ^-  3j_)'"-^  y^-s'. 

f.omnie  les  coelficienls  a',  3',  y:  î'-,.  •••  ^«hU  assnjeltis  aux  mêmes 
é(| nations  de  condition  (pie  les  coefticienis  7.  3,  y;  x,.  ...  de  l'article  I  i. 
si  l'on  ajoute  ensemlile  les  trois  c(pialions  précédentes,  apii's  les  avoir 
midti()liées  respectivenu'ut  par  c.  ,  7.,,  a,,  par  |i',  3,,  3,  et  |iai'  y'.  7,. 
Y,,  on  aura,  eu  vei'tu  de  ces  écjuations, 

.,'=  A  j:"-^  h  ,.  -t-  C  ;  ■, 
.>'=A,.i'  — Bi.v'^C,--', 

=  ■:=  A,.r"-4-  B,,v"-^C;'. 

en  faisant,  [lour  abréger, 


A  :=  y!  y."  -\-  y^  y\  -=-  y.,  y\, 
B  =  a'  3  ' -i-  a ,  3 î  —  a j  3.j , 
C   :=:3t'y"-^5:;y, -i-^;y,; 

Al  :=;  3'  3!"-T-  3',  3!  j  H-  3,,  Zj  , 

B,  =  3'3"n- 3',3',-4-,3;3;. 
<^i  =  ;3'y"-H  3,y',  -^  3;y,; 

A.=  y'^  -^y>, -y;^,, 
B,=  y'^"+y;3,+y,3„ 

C2  =  y'y"H-y',y;  4- y', y,. 


I ^r.  M 1-: c  \ \ i( j r K  \ \  v \a  t i o u k. 

Il  csl  ('vidciil  <|iic,  |»ai-  ces  rorimilcs,  les  coordoiinrcs  .1',  y\  :■'  sont 
Ifimsloriiiccs  (huis  les  ((miiiIoiiiiccs  .t",  y",  -";  ainsi  les  cocniciciils  A, 
h,  C.  ;  A, .  n,.  ...  seront  rxpiiirirs  d'une  manière  seiiil)lal)le  aux  eoelli- 
cienls  analoi^iies  7.  ,  jj,  7':  y-\,  [i,,  •••-  <'l,  |irenant  les  coiislaiites  II,  I, 
K,  il  la  place  des  //',  /',  /•',  on  aura,  par  les  l'orinules  générales  de  l'ai'- 

liele    1:5, 

A  -=  -+-  cos  K  cos  II  —  siii  11  sin  K  eos  I, 

H  —  —  sin  K  cos  II  —  sin  11  cos  K.  cos  I, 

C  =l:  soi  h  sin  1; 

A,  —  4-  cosk  sin  H  +  sin  K  cos  11  cos  1, 
f{,  ==—  sin  K  sin  H  +  cosk  cosU  cosl, 
(>,  =  —  cosH  sinl; 

A2=  sin  K  sin  1, 

B,  =  cosK  sin  I, 
€,=  cosl. 

La  conslanle  I  représenlera  l'ani^le  d'inclinaison  des  deux  [ilans  <iii 
son!  placées  les  orhiles  des  planètes  ni'  el  !n';  et  nous  la  désignerons 
par  I',  pour  indiquer  (ju'cdle  se  rapporte  aux  orhites  de  m'  et  m";  el  si, 

dans  l'f^xpression  de  (',_,  en  y',  y",  y <"i  substitue  les  valeurs  de 

ces  eoel'ticienis  en  /;',  /'  ,  / ,  //",  /',  /"  (art.   I.'!  ),  (Ui  a 

cosl"  ^—  cos/'cos/"+  cos(/;' —  A"  )  sin/'  sin/'. 


On  voit  (|U('  les  (juanlités  que  nous  venons  de  desij^iier  par  A,  15,  A,, 
H,  sont  les  mêmes  l'onclions  de  a',  a",  [-j' ,  . . .  (|ue  celles  (|ue  nous  avons 
dési;j;nées  pai'  les  mêmes  lettres  dans  l'article  [Ki;  ainsi  l'on  aura  dans 
les  l'orinules  de  cet  article,  en  v  substituant  pour  ces  ([uantilcs  les  \a- 
li'urs  (]ue  nous  venons  de  trouver, 

A  -+-  R,  =  2C0s(HH-k)cos-.n:, 
A  —  15,:=  3cos(lI  — k)  sin-^i;', 
A,-  IJ  =2  siu(IlH-k)cos^U;, 
A,-r-l!  =0  sin(ll-k)sinHi:. 

l).").    Donc,  Taisant  ces  substitutions  dans  l'expression  de  p  "  de  l'ar- 
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ticlê  93,  on  aura 

p''-  =  p'-^  p""-—  2p'f/cos(<l)'—  <!>"—  II  —  K)  cos-il. 
—  2p'p"cos(<I)'-i-  <I)"—  II  -)-  K)  sin-a;. 

Faisons,  pour  un  nioincnl, 

A  =  cos(<I>'-^«l>  —  H  -hK)  — cos(<P'— <I>  —  Il  —  W), 


?,       \'p'--i-p"-—  2p'p"cos(<l»'— *"—  H—  h)  —  ip'p' A  siiiHI' 

c'est  la  valeur  (ju'il  faudra  substituer  dans  l'expression  de  12  de  l'ar- 
ticle 'J2;  et  l'on  aura  de  la  même  manière 

o'2^  r."^— o;'2        o'cns(<I>'— a»"— H  — Kl        p'AsiiV-li; 


En  maniuant  de  ti'ois  traits  les  lettr'es  qui  ne  sont  niar(|uées  (|ut'  de 
lieux,  on  aura  les  termes  multi|)liés  par  m"  dans  0,  et  ainsi  de  suite. 

Il  faudra  ensuite  substituer  ])our  p',  c",  ...  et  pour  <l»',  <1»  ,  . . .  leurs 
valeurs  exprimées  par  les  anomalies  moyennes  //',  //  ,  ...,  suivant  les 
formules  des  articles  21  et  11;  et.  dans  le  développement,  nous  n(Uis 
contenterons  d'avoir  é^ard  aux  secondes  dimensions  des  excentii- 
cités  é ,  c",  ...  et  des  inclinaisons  mutuelles  \  ,  1  ,  ...  des  orliiles  de 
m",  m  ',  ...  sur  celles  de  m',  en  retrardant  ces  (juantités  comme  Iri's 
petites  du  même  ordre,  et  en  négligeant  les  termes  où  elles  l'oi'me- 
l'aient  des  produits  de  pins  de;  deux  dimensions. 

On  aura  ainsi 


P,       v'V ■  -I-  ?"'  —  2 ?' ?"  L-os  ( <!>'  —  «I>"  —  H  —  K ) 

oo'rcos(<l>'-f-«D'—H-hK)  —  cos(<&'  — <!>■■— H-K)l    .   ,,,. 
[p'-^p'-—  ^p'p'cos  (<!>'— a»'—  H  —  K)]^ 

96.  On  sait  que  les  puissances  d'une  fonction  de  la  l'orme 

O'-  +  &'-  —  2g'o''  COS'J 


lis  Mi:(:\Moii:  w  u.vtioi  i:. 

|i('iiv('iil  SI'  (li've'l(p|i|icr  en  srrit's  de  ciisiiiiis  (Tani^lcs  imilliiilfs  do  •!'; 
;iiiisi  1(111  pciil  sii|i|His('i' 

_  1 

(0'--+-p"-—  ■>.p'p"<-(>!^?)      ' 

=  (p',  p")  4-  (p',  p"),  coso  -;-  (p',  p')..  cos'ïo  -i-  (p',  p")3  f'osSo  H-.  .  ., 

I  p'-  +  p"-  ~  ■'.  p' p''  cos  o )    - 

■=  I  p''  p'  1  +  [r-'''  p"]i  '^'JS?  +  Lp''  p"]î  cos 9.9  4-  fp',  p"j3  cos 3 9  +.  .  ., 

où  i  p'.  p"),  (p',  p'  ), [p',  p"|,  |p',  p"|,.  ...  soiil  des  loiiclions  de  p', 

p'  ('\|)i-iiii('rs  en  séries  on  par  des  intégrales  délinies,  dans   les(|ii(dles 

les  (|iianliles  p'  el  p'  enlicnl  de  la  iiiêiiie  iiiaiiii're  e(  roriiieiil  des  loiie- 

lioiis  liiiiiioj^i'nes  des  dimensioiis  —  i  on   —  '). 

Ainsi,  en  Taisant 

o~a>  —  4)  —  Il  -  K, 

on  aura 

I  , 

^  =  ( p  ,  p  )  +  ( p  ,  p ' ),  cos 9  -I-  ( p',  p").,  cos :! 9  H- .  .  . 

+  r-'p"Up''  p"]  +  [p'.  p"]i  <'o^?  +  [p',  p"  I2  C0S29  +. . .) 
X  [cos(9  ^  2<t"-+-  2k)  —  COS9  I  siii-  !  1;'. 

011  il  l'aiidi-a  l'aire  (  ai't.  :2  I  et  22  1 


p    =:  a  I  i  —  e  i-osii  H cos  2// 


•!•':=/''  -H  2  ("'  sin  «'  -t-  -^—  siii  2  «', 

<I>"=r  «''-i-  2  e"  sin  (/"  +  '—7—  sin  2  m'', 
■I 

et.  |>ar  conséiinent. 

9  =  "'—  ""—  '-  4-  2(e'  siiu/'  — f"  sin«")  +  f  (r'-  ^ina»'—  c'"-' siM2  «"  ), 

J.  étant  éi,';il  à  II  +  K. 

(a)niine   noMs   né<,diiie(H!s  les  (jnantités  au-dessns  dn    sei-ond    ordre 
dans  les  ternies  inidti|)liés  par  sin'--.  on  |)onrra  mettre  tout  de  snite  c/' 
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(■l  «"  au  Mou  de  c',  p":  n  ,  ii"  au  lieu  de  *I'',  <I»".  e(  ;/  —  //"  —  I.  au  lieu 
de  o;  et.  en  développaut  les  pi'oduils  des  cosiuus,  on  verra  l'aeileiueut 
qu'il  n"v  aura  ile  terme  iiid(''|)endant  des  angles  //  et  //"  (|ue  eelui-ei  : 

—  ln'<i"[r,\a],s\nm. 

Considérons  maintenant  les  (bnetions  (p',  p"),  [p\  c"  i :  en  y  fai- 
sant les  substitutions  préeédentes  à  la  plaee  de  z'  et  de  c",  et  eonser- 
vant  les  secondes  dimensions  de  r'  et  de  r' ,  ou  aura 

,    ,      ..,        ,    ,      .,  0(ci',  a"  )  /  ,    . 

(p  ,  p  )  =  (rt  ,  rt  ) ~-, I  —  a  (■  cos« 

à" (ri'.  Cl")   a'-e'- 

-. ^,-.; (I  —  COS'J/<    ) 

2  Oa  -  2 

â(a'.  a'\ 

a  e'  cos  (/' 


d-{(i',  a")  ri"c"-  .  „, 

2  On  -  2 

d-{a',a"\  a  a" e' e'\         .    ,         „  .  ,.  , 

-i ^-ri^r- rc0S(  Il  —  (/    )  —  COS(  //   —  Il    )], 

oa  oa  •}. 

et  il  en  sera  de  même  des  autres  fonctions  semblables.  On  aura  pareil- 
lement 

i        -ic   sni«  T ,     sin2«    j 

ces 9  =—  cos(//'—  «"—  Li  —  sin  ("'—;/"  —  L,i 


1  e  '■  —  e  -  cos  2  K  -f-  c  -  —  e  -  cos  2  u  / 

—  fOs(H' — II" — L)  •         i-   I  ;  • 

(        —  2  e  e  [  cos  (  //  —  '/   )  —  l-oa{ii  -^  ii  )\  \ 

lin  développera  de  la  même  inanii're  les  cosinus  des  angles  mulliples 
de  o,  et  l'on  multi|diera  les  expressions  de  ces  cosinu<  pai'  celles  des 

coefficients  [z',  c'  ;,  (c',  p'  ,i, 

Comme  nous  ne  cherchons  (juc  les  tenues  indépendants  de  toulc 
période,  il  faudia  rejeter  tons  ceux  nui  se  trouveront  midtipliés  par 
des  cosinus  d'angles  mnltiples  de  //'  et  de  //".  (|ui  sont  les  angles  des 
mouvements  moyens  de  m'  et  de  m'. 

XIl.  17 


i;5o  MiiCAMon;  vnalytkjue. 

Ainsi  le  (cnnr  (z',  p" )  de  l'cxpi'cssidn     ,  ne  doiimM';!  que  ceux-ci  : 

\(){i/\rr)     ,       i)-(ii'.ii")     ,,1    ,,       \()ia',fi")     „       <)'("',"    I     „,|    „, 
I       ■>,  <])i  \  ()(i  -  I  I      2  ()a  \  Ou  ■  1 

Le  leniie  (p'.p"),  coso  (loiiiier;i  ceux-ci  : 

r,    ,      „,        <)("'. "")x    ,       'H'-''.'-'"),     „       i)Ho'.,r'),     ,    „|    ,   „         , 
(a\  <i'  ),  ^ -, —  a' -\ --„—  (/  +  ^r-'T^^r^  "  "     '''  '-'  '-'** '-• 

I  '_>  Ou  2  lia  4  un  un  I 

Le  Icrine  ;  c'.  p')_.  c0S2O  et  les  suiviiiils  ne  (loiiiiei'dilt  (]iie  des  (ertnes  oi'i 
c  .  (■" ,  /  ,  /  l'ormeraieiil  plus  île  deux  dimensions,  el  (|ue  nous  néitli- 
i;eons. 

il  lesle  il  devtdopper  la  quanlité  iail.  *))>,  91) 

o'-  +  p"-  —  p\-  p'  cos  9       p'  A  si  II- }- 1'.' 

37'^  ~      p"- 

On  fera  ici  pour  p',  p"  les  menues  sul)slilu(ions  que  ci-dessus;  on  aura 
daliord 

^  =.  -r-  I  I  —  c'  COS//'  -  :î('"  cos//"  H (l  —  (MIS!  Il') 

a'-  {  ■-'. 

H (14-5  COS  2//'')  H-  c' c"  [cos(//'  -  //")  -5-  cos{  //'  —  //'  )J .  ; 

niais,  dans  le  leniie  qui  conlicnl  sin  -  el  i|ui  esl  déjà  du  second  ordre, 
il  suffira  de  uietli'c     ,-  à  la  place  de    "!,,'  et  ciuiiiiie 

A       cns(«I>'4   <1>"       II  +K)  —  cos (<!•'  — <!•  —  U  —  \\\. 

il  esl  clair  (]ue  ce  leruie  ne  diuinera  aucune  quantité  ciHislaule. 

Va\  iiiulli]dianl   l'expression  précédente  de    '\-,   par  celle  de  coss  de 

l'article  précédent,  el  ne  retenant  (|ue  les  termes  couslaiils  où  r  et  /" 
ne  passent  pas  la  seconde  dimensiou,  on  trouve  aisément  ceux-ci  : 


n'  ('      e'  e"         ,  ,,       c'  e"         ,  „  \ 
a    \         i  2  ) 
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(k"  soito  que,  dans  la  (jiiantilé  dont  il  s'agit,  les  termes  eonstants  se 
détruisent. 


97.  La  somme  de  tous  les  ternu-s  (|ne  nous  venons  de  tnuivei',  élaiil 
multipliée  par  m",  sera  la  partie  eonstante  de  la  l'onetiiui  i>'.  due  ;i 
l'aetion  de  la  planète  m",  et  i"on  aura  une  expression  senihialtle  pour 
la  partie  due  ii  l'action  de  la  planiste  m  ',  en  rapportant  :i  eelle-ei  les 
<|uantités  relatives  à  la  plaui'te  m' . 

Nous  avons  désigné  |)ar  ;  I^  i  eelle  partie  non  périodique  de  la  louc- 
tion  Q;  si  doue  on  t'ait,  pour  ahrégei-, 

,,    ,      ,.,.        (Ma',  a")     ,       â-(a\a)     ,, 


2  à  a' 


âa- 


et  par  conséquent,  puisque  a'  et  a"  mirent  de  la  même  manii're  dan^ 
la  i'onetion   a',  a"). 


((a  ,  a  ))  : 


ô(a' ,  a" )     ,,       ()-(((',  a"  )     „,, 


2  Oa 


!\  Oa 


et,  de  pluï 


|(«  ,  a  )]  =  (<ï  ,  rt  ),H ^ — ,-^  a  -\ ^: — a  h a' <i' 


2  ôa' 


■>  da 


4  <)«■  ,)<! 


„(  {a',  a"  ) -^  {{a',  a"  ))/''- -h  (in",  fi' ))('"-  | 

/        -i-  [(«', '-/■■)]<,■'<'"  COSL  —  5  rt' «"[(•/',  f/"],  si  11- i  I"  ^ 


Cette  valeur  est  exacte  aux  quantités  du  Iroisii'uie  ordre  pri-s,  eu 
regardant  les  excentricités  c'  et  c"  des  orbites  de  m'  et  de  m  .  ;iiiisi  (pir 
leur  inclinaison  mutiudle  1,  comme  de  très  petites  quantités  du  pre- 
mier ordre,  quelles  (|ui'  soient  d'ailleurs  les  incdinaisons  de  ces  orbites 
sur  le  plan  tixe  de  projection. 


9H.  On  peut  simplitier  beaucoup  les  expressions  des  fonctions 
{[a',  a"))  et  |  a  ,  a" )\,  par  les  propriétés  connues  des  coef'ticienis  des 
séries  en  coso,  cos2c-,   ....   En  ellet,  si   l'on  dilTéreutie   logarillimi- 


\.i-2  MKC AMOI  i:  AN  \LVTiori:. 

i|iH'm('iil  [);ii'  ia|ip(>rl  ;i  o,  cl  ensuite  par  rapport  ;i  a',  ré(|iiali()ii  iilcii- 
li(|ii(' 

(  «'■  —  •?.a' a"  ('oso  -!-  a"-  )    -  =  (</',  a"  )  +  («',  a"  )i  COS9  -r  (  a' ,  a").,  cosa  a  -f-  .  .  . . 

cl  (in'apri's  avinr  iiiiilliplii'  en  crdix,  on  roiiipai'c  les  termes  innilipliés 
par  les  mèiiies  cosiiiiis,  on  aura  d'ahord 

.'J «'«"(«',  a"  );  ---:  —  9.  (/'</"{  a',  d"  )  -+-  :>.l  a'-  -1-  a"'-)  (a',  a"  ),  ; 

ensuite  les  (lillV'reulielles  relatives  ii  d'  et  d"  donneronl 

ô[a' ,  II"  )    d'  {<(' ,  a"  I  —  d"  (  a' ,  c/"), 

<)«'  ((/"-'  —  a'-) 

i)(a',  |■|"^^ n'  a"  [  a',  n")  —  a"-(fi\  n"\^ 

àa'  a' ((("'■  —  a'-  ) 

<)-{((',  1/")         f\a'^{ri' ,  a")  -h  ri"  (a"'- —  ?>ii''^)  (a',  r/'  ), 
an'-  a'  (a''-  —  a'-  )- 

()-  (  rt',  «"  )         —  2  (  ri'-  -t-  Cl"-  )  -+-  ■?  a'  n"  (  a',  ri"  ), 


<)ii'  1)11"  a'  (ri"-  —  (/'-  )- 

SulisliinanI  <'es  vaJeiir's,  on  aura 

'\(i'-a"'-(fi' ,  d"  )  —  d' ri"  iri'-  +  a"-')  (  a' ,  ri"). 


(in',  ri")): 
K"'.  "")J 


S(a"--^a"-)- 
d' d"  {ri'--\-  d"'-)  ( rt' ,  d")  -h  i  d"- -h  ri""- —  ri' a"  )  \  d' ,  d" 


!(/ï"-—  d-y 


.Mais  on  peut  avoii'  des  e\|)ressions  plus  simples  de  ces  l'oiielious,  eu 
employant  les  coeHieienls  de  la  série 

id'- —  id'n"  eoso  -H  a"'-)    -=  [d',  d"]  -+^  [  d' ,  d"  |[  COSO  -H  .  .  .  ; 

ear,  en  dillërentianl  loi;aritlimi(|uement  et  multipliant  ensuite  en  eroix. 
on  lroii\e  d'ahord,  <'omme  ci-dessus, 

d' d"[d'.  "'' J-. -^  2(rt''-  +  d"-  )  [«',  ff"],  —  On' d^ld',  d"  ]: 

suhsiiluaul  celte  valeur  de  |r/',  <■/!.,  et  comparant  la  série  multipliée 
par  1/  ■  —  2  (t'a"  eoso  +  a"-  avec  la  série  [d',  a")  -\-  [a' ,  a")^  coss  -f- . . . , 


SECONDE   PARTIE.  -  SECTION   VU.  133 

avec  laquelle  elle  doit  devenir  identique,  il  esl  facile  de  déduire  ces 

relations 

(a',  a")   =  {a'-~  a"-)  [«',  a"]  —  a'n"[<i',  a"],. 

(«',  a"),=  4«'«"["''  ""]  ~  i"'''~~  <'"")  ["'•  "li- 
ft, par  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  celles-ci 
((«',  a"))  =  I  cra"[a',  «"],  =  ((«",  «')), 

qu'on  suhstituei'a  dans  l'expression  de  (i}'  :  de  l'article  précédent. 

A  l'éi^ard  de  la  valeur  des  coefticients  [a.  a"\  \u\  a"  ', \(/'.  (i"\. 

\a',  a'  \ en  fonction  de  a',  ti",  on  peut  les  trouver  par  le  dévelop- 
pement des  radicaux  en  puissances  de  coso  et  par  le  développiuuent 
de  ces  puissances  en  cosinus  d'angles  multiples  de  ç.  comme  Kuler  l'a 
fait  le  premier  dans  ses  Reclu'i'(dies  sur  Jupiter  i^t  Saturne:  mais  j'ai 
trouvé,  depuis  longtemps,  ((u'on  pouvait  les  avoir  d'une  manièic  plus 
simple  en  décomposant  le  trinôme  a"-  —  2rtc/'cosç  ~  a'-  en  ses  deux 
fadeurs  imaginaires 

{a'—  «'e?v'-')  [d' —  a"e-?v'-'_i 

et  en  développant  par  la  formule  du  liinome  les  puissances  —  î.  —  ^  de 
chacun  de  ces  facteurs. 
Soit,  pour  abréger, 

ii( n  ~  i)               „       n { Il  —  \)  ( n  -^  i) 
n  =r  — ,  11^  ^ ,  •  •  •  ; 

on  aura,  en  général, 

[et' —  rt"e?v'-')^"  =:  n'^"  —  na'~"'^  rt"f?v-'  —  n'a'^"'-a"-e-^  V-'  —  .  .  . . 

et  si  l'on  multiplie  ensend)le  les  deux  séries  qui  répondent  à  \  —  i  et  à 
—  V  —  I  ,  et  qu'on  repasse  des  exponentielles  imaitinaii'es  aux  cosinus 
des  angles  multiples,  on  aura 

( a'-  —  2  «' «'  cos 9  -^  a"'')~"  =  -A)  +  i'!>  cos  o  -h  £  cos  2  a  -f- .  .  . , 


en  l'aisanl 


-l.  - 


MKCAMOl  i;    VN  VLVTIOI  i:. 


"'il^)'^'"'"ij?Ï'^"'"'{j?) 


"         -T  -i-  'III  -T  T-   Il    II 


'  a"\'' 


Ces  srrii's  somI  ((iiijuiirs  cDnvci'i^cnlcs,  lorsqiii'  a'^a'  \  mais  si  W\u 
a\ail  II'  '^  d' ,  il  n'y  aurait  *\u:\  cliaiiiici'  (i  en  a"  cl  a"  en  ii  ,  |)iiisi|iK', 
dans  la  Ibnclioii  iiiiii  (lrv(_'l(i|)|)é(',  les  (|iiaiilit(''s  a'  cl  a'   cMiIrciil  rLialc- 

IIICIll. 

lue  coiiscMiiiciicc  ijiii  l'rsiiilc  de  la  l'orme  dr  ces  séries  es(  (|iie.  taiil 
(|iie  //  est  iiii  iiomlii-c  positif,  toiis  les  eoeftîoieiits  .t,  ii!.,  Z,  ...  ont  tou- 
jours (les  valeurs  posilives. 

Si  l'on  t'ait  //=-,,  ces  eoerticients  deviendront  [a',(i"),  {(l'.ii"),. 
[(i\((").^.  ...;  (,'(,  si  l'on  l'ait  /;  :^  :!,  ils  deviendront  |r/',r;"|.  |r/'.  </'|,, 
l"'.^''|. 

'.)'.).  Il  nous  reste  l'nrore  ,à  déterminer  rani;le  L.  (lomme  nous  néi;li- 
t(eons  les  (|uantités  i!n  troisième  ordre  el  que,  dans  rexpression  de  (ii'j, 
eosL  est  déjà  multiplié  |)ar  c'c",  on  pourra,  dans  la  détermination  de 
l'angle  L,  faire  al)straelion  des  (juautités  très  jietiles  dn  picmier  ordre, 
cl  par  eonsé(|ueul  y  siipposeï'  I  —  o.  Or  (art.  *,)G) 

I.  ^H  +  K, 

el,  faisant  I  =  o  dans  les  formules  de  l'arliele  '.)t,  on  a 

A  =  (■()s(lî  -;- k),         A,— -  iî  I- sin^ll  +  K),         A2=:o; 
on  a  aussi,  par  les  f(U'mulcs  de  eel  article. 

A  -:  a'  s/."  -t  a\  x[  -t-  c.'.,  X.,  ^=  cos  L. 

Did'ércnlious  celle  valeur  de  cosF.,  faisons  varier  les  quantités  x',  a", 
a, substituons  à  la  place  de  leurs  (lillérenlielles  les  expressions 
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données  dans  l'arlicle  71,  en  acetMituant  les  (|uaiitil(''s  respoctives,  et 
remettons  les  (|uanlités  A,.  A,,  ...  i\  la  place  de  leurs  valeurs  en  a'. 
a",  3',  ...:  on  trouvera  l'aeileinent 

-  siii L >IL  -r  A,  ciy_'  -r-  A,  </-'  -r-  lî  dy;' -^  (](/-'■. 

Mais 

A,  =  siiiL,         Aj  =  o,         H=:-siiiL.         C=:o: 

donc,  en  divisant  par  sinl.,  on  aura 

</L  -=.  >i/  -  d-/[ 

et,  intégrant, 

I^  =  ■/.-•/,'■ 

oii  il  n'est  pas  nécessaire  d'ajouter  des  constantes.  puis(|ue  l'orisine 
des  angles  •/',  /"  est  arbitraire.  L'angle  y  (  ')  est  en  général  celui  que 
l'orhite  décrit  en  tournant  dans  son  plan,  et  que  nous  avons  sulistilué 
il  la  place  de  la  longitude  /'  du  périhélie    art.  68;. 

100.  La  tbiiction  \ï  est  maintenant  réduite  ii  la  l'oi'nie  l;i  |)lus 
simple  et  la  plus  propre  pimr  le  calcul  des  variations  séculaires:  il 
n'y  aura  qu'à  la  substituer  dans  les  formules  de  l'article  76,  en  mar- 
(pi;int  d'un  trait  les  lettres  de  ces  formules,  pour  les  rappoi'ter  ;i  la 
planète  m',  dont  on  clierche  les  variations;  et,  en  cliangeanl  simple- 
ment entre  elles  les  lettres  mar(|nées  d'un  trait  et  de  deux,  on  auia  des 
formules  semblables  pour  les  variations  de  la  plani'te  m",  et  ainsi  des 
autres. 

On  voit  que  cette  fonction  est  composée  de  deux  fonctions  distinctes 
entre  elles,  dont  l'une  ne  renferme  (|ue  les  excentricités  et  les  lieux 
des  apludies  dans  les  orbites,  et  dont  l'antre  ne  renferme  (|ue  les  incli- 
naisons des  orbites  sur  nu  |>lan  lixe  avec  les  lieux  de  leurs  meuils. 
Si  l'on  désigne  la  premièi'e  par  ;  121,  et  la  seconde  pai'  (ii'j.  en  sor'le 

(  '  )  Vinr  la  Note  rchitivc  à  cel  angle  /,  paire  iji.  On  peut  lemarqiior,  en  unlre,  i]iie  l'é- 
quation (/L  =  d%" —  c/a  csl  subordonnée  à  riiy|)utliè.*e  que  l'on  puisse  néi;lii;er  l'ineliiKiisoM 
lies  doux  orbites  l'une  sur  l'autre.  Si  l'on  n'avait  pas  supposé  I"  =  o,  les  Ibrmules  seraient 
tout  autres,  et  l'angle  /  ne  s'y  introduirait  pas.  (/.  Bertrand.) 


(juc  l'on  iiil 


("'),- 
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I      „  ^        s  (  a',  a"  )  +  d' a"  [«',«"],( e'-  —  c"'-)  ( 
I  —  3f^'«"[rt',  «"],(-','"  cos(//-~ /■■)  i 

I  —•>«'«'"[«',  «'"J.f'e"' (,'()s(-/'-- y")       \ 


(i2')o  =  —  |m"rt'rt"  [((',  «■/"],  (  I  —  cosl') 
—  .;  \n"'a' a'"  ["',r/'"],  (i  —  rosi"') 

cos  \l  =;  cos  /'  cos  /"  -t-  cos  (  A'  —  /;"  )  si  11  /'  si  11  i" 
cosI"'=  cos/'  cos("'+  cos(7('—  //"  isin/'  siiu'" 


Irs  aii!;l('s  I  ,  \,\  . . .  ('(ani  les  inclinaisons  de  l'orhite  de  la  idanl'le  m 
sur  relies  (\v<~  planètes  m",  m",  .... 

On  sulislidiera  ainsi  (i2'), -4- (  ii'j..  au  lieu  de  [iï],  dans  les  é(|ua- 
lioiis  des  varialions  séculaires  (ail.  7()y,  el  l'on  accentuera  les  lettres. 
|KMir  les  ra|i|i(»rter  ;i  la  |)lanète  ni'  dont  on  elierelie  les  variations;  on 
aura,  en  nei;li^-eaiit  les  c'-  et  mettant  siinpleinenl  </'  an  lieu  de  //  dans 
les  eoel'lieients  des  lonctions  [il],  et  (il),.,  qui  sont  déjii  du  second 
ordre, 

iff[  ^ I à(P.'),  ^  fjyj_  _         1        OJ  il), 

dt  c'  V  g' «'      ^V!     '  "'/ 

dr 

dt 


V'g'n'  s  in/'      <^^'' 


e  ^  g  a       -" 

à(9.'),  dh^  _  1  0(9.')., 

"        \  g'«'  si  11  /'      '^' 


On  aura  de  [lan'illes  é(|uatiiuis  pour  les  variations  des  éléments  de 
la  plaiii'le  m"  dans  son  orbite  autour  de  m;  et  il  n'vaiiia  pinircela  i.\\\l\ 
mar(|uer  de  deux  traits  les  lettres  (|ui  ne  sont  iuar(|nées  (|iie  d'un 
trait,  el  au  contraire  ne  niar(|ner  (|ue  d'un  trait  les  lellres  (|iii  le  sont 
de  deux. 

Ainsi,  en  observant  fjue  les  lonctions  de  a   el  a'  représentées  par 
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lies  parenthi'Si'S  ne  cliaiiiïcnt  pas  en  écliangeaiit  ciilic  elles  les  (niaii- 
lilés  (i\  (t' ,  on  anra 

i        8(^',  «')   r- a'n"[a\a"]^{r''--^  c"-)  \ 
/  —  ^.[{a  ,a  )]„_ e  e   eos ( /;  —  /   !  i 

^        S  (r/",  a"' )  •-  «"«'"  [«",  a"'  J I  U'"-'  -^  ('""■)  I 
I  —  ■',  [(a'\  a'"  )],e"c" cos (y"  —  y/'' )  » 


li2")i^ 


(12  ■),  =  —  \n\' lï (i  [a',  '/'  ],(  I  —  cosl'  ) 
—  !in"V(  "«'"[(/", '/'"]i  (  I  —  cosl."^ 


rosl=cosl,  l'i  cosl  '=  (•()</"  cos(""-i- sin  (//" — A  "  )  sinT  siiw'" 

et  les  é(]uatioiis  des  vârialions  sefoni 


777 
tir 


_      I  ^)t,l>"),  ^M'       I ôiiï'  ). 


'/'  "  \gV/"siiu'      <i'' 


\  g' a"  siii  ('       "' 


el  ainsi  de  suite  pour  les  variations  des  cléments  des  oiliilcs  de   tn'  . 
in'\  . . .  autour  de  m. 

lui.    Mais  nous  remar(|uer'ons  <|u'on  peut  réduire  ii  une  seule  fom- 
lion  les  ditl'erentes  fonctions  iQ'),,  i  D,.  ...,  ainsi  que  les  (onelions 
12  '.j,  I  iï" ;.,.  ....  ee  qui  mettra  plus  de  sini|)lieilé  et  d'unil'ormité  dans 
1rs  ((irmules  des  vai'iations  :  en  ellet.  si  Vitn  l'ail 


m 

ni 

II 

a 

S 

m' 

m'" 

a 

<y"' 

8 

ni' 

ni'" 

a' 

a" 

8(0',  a")  +  [rï',  (7']|  ((-'^  +  e'-  )  —  'i.\(i'  1  «"Joc'c"  eos(y'  —  y''  ) 


J8(«',  à"  1^  [(7',  'v'"J|  ((''■-  H-C-"  -)  —  3["',  '/"J.>e't-"  C()S(y_'  —  y"' 


^ J  8(((".  «"■  )  —  [o' ,  «'"  ]i(t'"-  +  e"'- 1  —  2[</', 'y"']jf"e'"cos(y'' —  y'" 


■Il   taisant  toutes  les  eomliinaisons  deux  à  deux  des  niasses  m',  m 


I  : JS  M  !•:  C  A  M  Q  l  K    \  N  M . N  T  K  U  i: . 

m",  ...  rides  loiiclioiis  (|iii  y  soiil  l'cliilivcs,  il  est  fiicilc  de  voir  (|iio, 
ihiiis  les  (liHV'iTiifcs  parlicllcs  lie  \iï),,  (ii'i,,  ....  on  |ioiirra  rliaiii^cr 
CCS  f'oiiclions  en  <î'.  [)oui-vii  (ju'ciii  divise  pai'  m'  les  (liilV'i-eiices  parlielles 
r(ilalives  ;i  c'  cl  •/',  pai-  m"  les  (lili'ci'ciiees  |iarliellcs  rehilives  ;i  r",  •/_  ,  cl 
ainsi  lie  siiile. 

De  sorlc  (|iie  les  ci|iiati(>ns  (l(>s  variations  des  execiilricités  et  des 
aphélies  dcvicndronl 

f/e'  _  I  â'l>  ,1/  I  -J4> 

"''  iii'('' v's^  '^/.''  ''^        m  r' s^'/'a  Oc 

<!,■■ x__  ô\^  '//.'  _  I  ô^ 

<■"   "       ni"e"v'gV'  <^/"'  '/<  ^  in"(.'"\  g'V?  <^<'''' 


lies  e(|nalioiis  donnent 

-  ,  (!■/'  -\-  -7-7  (le  =  o,  -p^  il-/    -h  -r-r,  de  :^  o,  ...  ; 

(>/_        •         ()e'  ()■/'  (Je' 

doue,  coiiinie  <1>  est  t'oiietion  des  variantes  r',  y',  c",  y",  ...  sans  /.  on 
aura 

</a>  =  o, 

cl  par  eonsci|iient  <I>  éi,'ale  ii  uih'  eonstanle.  (Test  une  i'(dalion  i;cm''i'ale 
cnli'c  les  exccniricilés  et  les  lieux  des  aplii'dics  des  jilanl'lcs.  ijui  doil 
lonjoui's  snlisislei-,  (|iMdi]nes  vai'ialions  <jnc  les  cxccnli-ieilcs  et  les 
lieux  des  aphtdics  snliisseiil  it  la  lonj^iie,  pourvu  (|u'(d!es  suieiit  Iri-s 
petites. 


102.    Mais   la   nalni'c    de    la   fonction  <I>  donne   encore    naissance    à 
d'aiilres  ridations  i;énerales  entre  ces  iiiènies  l'déiiii'nts. 
lui  (dl'cl,  il  est  (acile  de  voir  (|iron  a  re(|natiou 

t><I»        <><I>        d<l> 
<>/         ()■/_         &/, 

ol  si  l'on  snhsiitue  ;i  la  [dace  de  ces  diU'erenees  par(i(dlcs  liMirs  valeurs 
m' v'g'a' --,--.  m"  vg"rt"  — -y— -!     ••   données  par  les  ci|nations  de  l'ar- 
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lirk'  {iréfetleiit.  on  ;uir;i,  en  iiil(''gr';iiil  l'flativt'iiicnt  ;i  /,  r('i[ualioii  liiiic 

m'  \  g' a' e"- -h  m"  \  'j." a" e"'-  -:-  m'"  \  tr"«"'('"-4- .  .  .=-  K-, 

K"  é(aiit  une  conslante  égale  ;i  la  vaieui'  du  |Ueiiiiei'  nieuiiue  de  eede 
é(|ua(i()n  dans  un  instant  (]ui'leoii(|ue. 

dette  équation  fait  voir  que  les  excentricités  e',  r",  <"',  . . .  ont  néees- 
sairetnent  des  limites  qu'elles  ne  peuvent  passer;  eai'.  roninie  elles  sont 
nécessairement  réelles,  tant  que  les  orbites  sont  des  sections  eoni(|ues, 
chaque  terme,  comme  m' vgV/'r-,  sera  toujours  posilil',  cl  son  maximum 
sera  la  constante  K". 

Il  suit  de  là  (|ue,  si  les  excentricités  des  orbites  (]ui  ap|)arlicnnent  à 
des  masses  très  grandes  sont  une  lois  tirs  petites,  elles  le  seront  tou- 
jours, ce  (|ui  est  le  cas  de  Jupiter  cl  Saturne;  mais  c(dlcs  (|ui  appar- 
tiennent il  des  masses  fort  petites  piuirrout  croilrc  jii-(|n'a  riinilc  et 
au  delii,  cl  l'on  ne  pourra  déterminer  leurs  véritables  limites  (jiic 
par  rintei;raliou  des  équations  dill'crenrKdlcs.  comme  on  le  verra  ci- 
apri's    '   . 

De  plus,  l'omme  la  quantité  <!>.  re,u;ardce  comme  londion  d(^  c' ,  <■" . 

('"', si  une  Itinctioii  liomoiii'ue  (!<■  ileux  dimensions,  ou  aura,  par 

la  propiiéte  connue  de  ces  Imictioiis, 

c>a>  ,     ,;<!)  „     ,;<!>   ,„ 

ôe  àc  >)c 

Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  des  dillereiiccs  |)aiti(dles 
(II-  •[>  relatives  à  c' ,  e",e'",  ...  liri'cs  des  ujémes  e(]ualions  de  l'article 
précédent,  on  aura 

V  étant  la  valeur  dii  <1»  dans  un  instant  (|n(dcon(|ue. 

(',1  /Wr  a  ce  Slljol  un  Mémoire  do  I.aplafC,  Mcinitin-s  ilr  r .Icailcmir  ilrs  Scitiucs  dr 
l'avis  pour  17S4,  le  n"  57  du  second  Livre  de  la  Mccnniquc  tclrsi,\  cl  le  Chapitre  II  du 
li\re  XV  (ciniiuicme  Volume)  où  Laplace  reproche  à  Lagran!,'e  d'avoir  énoncé  sous  une 
l'orme  dubitative  un  théorème  démontré  par  lui  dcjiuis  lonjitemps.         (./.  Jicrirand.) 


IVO  MKCAMOni'    AN  M.VTIori:. 

I):iiis  ccKc  (''(|ii;ilioii,  les  (iiKinlih'S    ,    >  '  {■  ,  ■  ■  ■  cxnriiiicnl  les  vitesses 

;ilii;iilair('s  des  iiioinciiieiits  des  jiplielies,  et  par  (■oiise(]iieiit  elle  donne 
une  ['(dation  inxanaide  entre  ees  \ilesses,  |iai'  hupudle  on  voit  (jn'idies 
ont  aussi  iiéeessairenienl  d<'s  limites,  tant  i|n'(dles  sont  tontes  de  nii'ine 
sij^iie. 

Il).'{.    Si  l'on  ern|iloie  les  Iranslorniatiiuis  de  l'article  7S.  en  faisant 
//('-_  e' siny',  /(' =:  e' eos/',  //i' ^z  r   s\\\y' ,  n' ^^  e"  i:q>/\  .... 


;^ iL"  •  "    Il  I  "'  "  4-  "  "  +  /"   '  +  «   -.)  —  i  ['/.'''    ]■,{  "1    III     —  "   /(    )| 


II)   \\\    Il  n 


\[ii\  a'"  I,  (/«'-  -1-  /('■-  -(-"('-  -+-  II'"'-)  —  *>  [a' ,  a"'].2(i»' l'i'"  -r- /('«'")[ 


)['/",'/"!,  (/«"-'-j-  //  -+  m''-  -i-  II"-  )  —  2  |c7",  n"'  1 2 ( //i "  «i '" -h  II"  n"')[ 


et  les  e(|iialions  des  vai'iations  sei-ont 


,liu'  I       ,h\> 


,11    -     ^/^,'  ,)ii 


>lni' 

HT 


r         ,)«!> 


V'S'V''  ' 


)n" 


in' 

,1,,' 

1       (H> 

m" 

dn" 

1        M> 

Si.  dansées  é(|naliiMis,  on  Milislitne  la  valeni'  de  <!',  et  ([ii'on  exéenle 
les  dill'cM'entialioiis  parliidles,  on  a  des  e(|uatiiMis  linéaires  en  ///  ,  //  , 
11/  .  II".  ....  faciles  it  intéj^rcr.  et  ces  é(|uations  sei'ont  entil'reinent 
identiipies  avec  cidles  ijuc  j'avais  trouvées  jiar  nne  antre  voie,  dans  le> 
Mi'iiKiircs  <lc  Hcrliit  de  17S1,  |iai;c  2r)i!  1  '  i,  eoninie  il  est  facile  de  s'en 
assiirei'  en  coin|)arant  entre  elles  les  diMioininatHins  din'erenles  des 
mêmes  (|iianlites. 

(  '  1   (iKiwrry  ,lr  lM'j,r,iu-^r,  t.  V,  |i.   i,."..  (i.  l'. 
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Dans  les  Mémoires  i\c  l'amirc  1782  '  ,,  j'ai  a[i|ilii|iir  ces  ('(iiialidiis 
aux  six.  planè'tes  |)riii('i[ialcs,  en  ailoptant  pour  Iimii's  iiiassc>  les  va!(Mii> 
los  plus  prcihahles,  cl  j'en  ai  lirr,  |)ar  l'inti'iii'atiuu.  des  i'oiauulcs  iiriic- 
rales  pour  les  variations  de  U'Uis  exccnlricités  et  des  lienx  de  leni< 
aphélies,  lesqn(dles  dminml  les  valeurs  de  ces  éléments,  tant  \muv  la 
Terre  ijue  pour  les  aulies  plani'tes,  au  liout  d'un  temps  ([ueleoiKiui' 
indétini,  soit  avant  ou  apri-s  l'eiMnini'  de  1700;  et  eouime,  [)ar  ces  ior- 
uiules.  les  execntrii'ites  deujeurent  toujours  ti-és  petites,  ainsi  i|u'ou 
l'a  suppose  dans  le  ealrul,  on  est  assnrr  de  leui-  exactitude  dans  tous 
les  temps  passés  et  ;i  venir.  On  trouve  ensuite,  dans  le  ^olume  i\r> 
mêmes  Mémoires  pour  i78('>-87.  iu)primé  en  ^~<Y^.  un  snjipicnu'nt  - 
à  cette  théorie,  rtdatirii  la  nouvelle  planète  d'Hersclud,  oii  l'on  déter- 
mine de  la  même  mauii'i'e.  et  par  des  formules  aussi  i;énérales,  les 
variations  séculaires  de  l'exeentricile  et  du  lieu  de  l'aphélie  de  celte 
[)lanète,  produites  par  les  actions  de  .lu[uter  et  de  Saturne;  on  a  seule- 
ment néirlii;é  l'eiret  de  l'action  d'Herschel  sur  ces  deux  planètes,  ainsi 
(]ue  sur  les  autres  planètes  intérieures,  ii  cause  de  la  petitesse  de  sa 
masse  et  de  sa  grande  distance. 

104.  On  peut  réduire  de  la  même  manière  à  une  forme  plus  simple 
les  équations  de  la. variation  des  nœuds  et  des  inclinaisons.  Soit 

U' .—  — !  m'in  a' a"  [(•/',  <7"  ]i  (i  —  cosl,'  ) 

—  -;  \n'  m'a  a'  [«',  a"  |,  (1  —  cosI7  » 

—  '  \n' m"  d"  a"  [<i" ,  a""\^  (1  —  co.';],'."'i 


en  faisant  aussi  foutes  les  coiuhiiiaisous  deux  ;i  deux  des  masses  m',  m' , 
m'",  ...,  qui  sont  supposées  a.uir  les  unes  sur  les  anti'es,  avec  h^s  fonc- 
tions correspondantes  de  a  ,  a  \  a  ' ,  . . .  et  des  inclinaison^  I  .1.1  .... 

(' )  OEiH-rci  de  La^ra/i^c,  t.  \',  p.  211.  G.  1). 

(-)  Ce  supplément  n'esl  pas  de  I,agrange.  />«>  à  ce  sujet  la  Note  du  toiue  S'  dc>  > )/:'/n  rr-, 
de  Lagra/ige,  p.  489.  (i.  I). 


I  'i-2  M  !•:  (  :  A  N  i(  H  !•:  A  s  \i\  I  \()\  i:. 

((Ml  Sdiil  (IcIcciiiiiK'cs  ('Il  :;■('■  ii('t rai  pai'  la  loriniilc 

cdsl",       cds/'"   cos/"   4-cos(//"'        //'"')  siiir"'sili/"'. 

(Ml  aura,  en  siihslidiaiil  — ,  -, ,  ,  -7   7,,  ,  •  •  •  a  la  ni  ace  de  -    ,  ,  ",  — ,,-.    >  ■  ■  -i 


di" 


iW        'iir 


<n' 


n\' \''^' a' 'f.in  i'  à  II  (Il         m' ^/g'»' sin  ('    '^' 

I ùy       ,ih"     I d^y 

iii"\  V  "^  ^''1 '"  '         m"  \'f;"(/"  siiu''   "' 


(!('s  ciiiialidiis  (Idiiiiciit  aussi 


(///  êi  on  ()i 


et,   [lar  (■(iiis(''(|ii('Mt,  |iiiis(|ue  ^i"  csl    une   luiiclioii   de  //',  /',  //".  /' ,  ... 
sans  aiiciiiic  autre  variahle, 

cl  IP  ciiai  ;i  une  constante. 

De    [iliis,   il  est   visiiile,   pai-  la   forme   de    la  Innetioii  M",  (|ue  l'on  a 
celle  ('(iiialion 


7)h'  ^  dh"  ^  ,)h 


,   -H.  .  .  =  (>. 


Suhsiiliiaiil,    |i(tiir  les  dill'ércntiellcs  de   'I'  relatives  ii  //'.  //' ,  // 

leurs  \aleiirs  di)iiiiecs    |iar  les    e(|uali(Uis    precedeules ,    (Ui   aura    une 
e(|Uali(Ui  (lill'erenliellc  en  /',  /  .  / ddiil  riiitei;iale  sera 

m'  vs'"'  cos/'  +  m"  \  ;;'"</"  c(.is/"  -y-  m"'  \'y^"'n'"  cos/"'  4-  . .  .^  coiisl., 
et  (lu'iMi  |)(iurra  iiiellre  aussi  sous  la  lornie 

,    '-;—,    ■    „  '''  „      -,.-,.    ■    .>  '"  xj., 

m  \  g  (i  siii-  -  -h  m   \'^  Il   sur  —  4-.  .  .-=  H-, 


II'-  étant  la   valeur  du    |ireniier  iiieiulire  dans  un   instant   (|nelc(MH|ue. 
On  peut  tirer  de  celte  e(jualiun,  relalivenienl  aux  liiiiiles  des  quantités 
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l't:î 


sin     >  sin->  •••,  des  consocjucnoos  nnalojïiies  à  celles  (|ih'  nous  avons 
ilédiiitcs  (l'une  équalioii  seiiihlable  en  e' ,  e" dans  rarlidc  Kll. 


10.1.  Dans  le  cas  où  l'on  ne  l'onsidiM-e  (jue  l'aclion  de  den\  planiies 
m  et  m  ,  l'expression  de  ïï'  s(>  réduit  au  seul  ternie  inulti|ilié  |iar  ni  m  . 
el  l'inclinaison  iiuituelle  1  des  deux  orbite^  devient  alors  constante: 
c'est  à  très  peu  près  le  cas  de  Jn[iiler  et  Saturne. 

Dans  ce  cas,  nous  reniarqnerons  encore  (|ne,  si  l'on  suppose  (pie 
le  plan  de  la  planète  perturliatrice  ni  coimide  dans  un  ins(;inl  avec  le 
plan  fixe,  ou  aura  /' "  =  o  et.  par  cons('(]aent.  cosi  =  cos/'.  ce  (|ui  don- 
ne r'a 

T 


m  m      , 

— ; —  an  \a  .a  J,  i  i  —  cmi  ), 


et  de  là 


dh'  m  a' a\a' ,  fi"\\  _ 

~dï  ~  \71/7,-         ' 


c'est  l'expression  de  la  vitesse  du  mouvement  rétrograde  du  meud  de 
l'orliile  de  m'  sur  le  plan  de  l'orbite  de  m",  tandis  (|ue  leur  inclinaison 
inntuelle  demeure  constante;  d'où  l'on  voit  (|ue  l'aclion  de  la  planète  m 
sur  la  planète  m',  pour  l'aire  varier  la  posilion  de  son  orliite.  se  réduit 
il  donner  au  nœud  de  son  orbite,  sur  celle  de  la  planète  perturbatrice  m  . 
un  mouvement  rétrograde  instantané  exprimé  par 


\w' à à\a' ,  rt'], 


dl. 


sans  atrecter  l'inclinaison  mutindle  des  deux  (udtites. 

De  la  même  manière,  l'action  de  la  |>lani'te  m  sur  la  plani'le  m" 
pour  clianger  la  position  de  sonoriiite.  fait  rétrograder  le  meud  de  cetd 
planète  sur  le  plan  de  l'orbite  de  m',  d'un  mouvement  instantané 


V!\' a  n'\it' ,  rt"]| 
4\  g  «" 


dt. 


et  ainsi  des  autres  planètes. 

En  combinant  ainsi  deux  à  deux  tontes  les  plani'les,  on  pourra  tiou- 


I  '■  'l 
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SCI-  les  v;iri;ilii>ns  de  Iciws  ikimkIs  cl  de  leurs  iiicliiiaisoiis  réciproques, 
|)iiisi|iic,  |Kir  la  lia  (lire  du  Calcul  diUV'rciiliid .  la  si  un  me  des  valeurs  par- 
liciilii'rcs  d'une  diU'ereiil  iidle  en  roiine  la  \  alenr  coinpli'lc.  (!"eslain>i 
iin'oii  a\ail  Irniivé  les  idiaiiL;('nienls  aniiiiels  des  iiieiids  cl  des  imdinai- 
soiis  des  planèlcs,  prddiiils  par  leurs  atlraiiiiuis  niulindlcs,  avaiil 
iju'(Ui  ei'il  une  lliéoric  dirccle  cl  i^cneralc  des  varialinns  séculaires. 

\{)(').  l*(Mir  donner  un  e\eni|de  de  celle  iih'I liode,  considérons  Irois 
jdani'li's  m',  m",  m  .  d(Uil  les  (irliiles  s'eiilrecoupeiil,  I,,  I  clanl  les 
iiiclinaisnns  de  la  seconde  cl  de  la  Iroisii'ine  sur  la  prcniii're,  cl  I  clanl 
l'inclinaison  de  la  secinide  sur  la  Iroisii'ine  ;  il  esl  l'acile  de  \()ir  ([u'clles 
t'orineroiil  sur  la  splii're  un  lriaiii;le  spliéri(|ue  donl  les  Irois  angles, 
en  sn|)posanl  les  inclinaisons  de  m"  el  de  in"  du  iiièine  cole,  serniil 
I   ,   iiSo"--  I  '  el  I",  (|iie  nous  désii;iieroiis,  pour  [iliis  de  siinplicilé,  par 


La  |)lani'le   m     fera    rclroi^radcr   sur   son    (iiliile   le   lueiid  de   la  pla- 
iii'le  m",  de  la  (luanlilé  éléinenlaire 


lit. 


et  la  iiièiiu^  plani'le  i'era  relro;;rader  en    iiiènie  (enips   sur  son  orliile  le 
no'iid  de  l'orliile  de  la  plani'le  m   .  de  la  (|nanlile  eleinenlaii  e 

\n' d' a'" Y'i' ,  ""'Il 

tandis  ipie  les  iiK-linaisiuis  !   el  I    denienreronl  c(nistanles. 

Ainsi,  <lans  le  Iriani^le  ('(U'iiié  par  rinlei'seclion  des  trois  erhilcs,  la 
porlion  de  l'orhile  de  m'  inlerceptec  eiilrc  les  orhites  de  m  el  de  m'  , 
i-'esl-;i-dire  le  coli'  adjai'cnl  an\  ani;les  a  el  '^j,  croilra  de  la  (pianlilé 
A  (II;   l'aisanl,  pour  alir(''i:,ei', 

in'  /  o'«"[(7',  a'],         a' d"' \  a' ,  a'"  \^^' 


m    I  a  a  ya.d 


>s  angles  a  el  3  deiiieurenl  coiistanfs. 
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Or,  dans  un  Iriangli'  s|)lit'ri(|iii'  donl  les  angles  soiil  a,  3.  y.  el  doiil 
le  enté  adjacent  ;i  7.  et  3,  el  |>ai'  eonsé(|uent  opposé  ii  y,  est  e,  on  a 

cosy  -     si  11  z  si  11  j  rose  —  fos  y.  cos  ,y. 

Doue,  faisant  varier  r  de  A  r//.  on  anra 

(/  losy  =T  —  siii  5:  sin  i  sine  \  ili . 

^lais  la  même  é(jnation  donne 

cnsv  —  los  y.  eus  3 

cosr  =:  '—. : — = '-\ 

Slll  y.  Slli.^j 

d'où  l'on  lire 


V  SI  11- 3!  sin- J  —  (  cosy  —  cosacos^)"- 


SHiat  sin  j 


\'i  —  cos'-3(  —  c(3S-3  —  cos-y  —  ?  ces 5;  ces 5  cosy 
sin  y.  sin  3 


l-'aisons,  pour  ahrégei. 


«  =  \  I  —  cos-3(  —  cos-,3  —  cos-y  —  ■>.  cosa  cos  3  cosy  ^  sin  y.  sin  5  sin 


^/(■osy  =  —  \  //  (Il . 

On  ti'onvera  de  hi  même  manière,  en  considerani  la  ri'l  rogradal  ion 
les  iirliiles  (le  m'  et  de  m"  sur  celle  de  m  ,  la(|nelle  an^uiiicnle  le  i-i'itc 
idjaeent  an\  angles  7.,  y.  el  par  consé(|nenl  opposi'  ;i  r;iiiglc  3.  de  la 
inanlilé  élémentaire   Wdl.  en   l'aisanl 


,  _    m'  /' «'rt  "I  rt',  «"],        II" a"  \n" ,<i    \^ 


tandi>  (|iie  les  angles  y.  el  y  demeiiri'nl  conslanis, 

,/cosi^       15».//. 

pari'c  (|ne  la  (pianlite  11  est  uni'  t'onclion  svmetriijiH'  di's  trois  ciisinii>. 
l'inlin  la  reirouradalion  des  mliiles  de  m    cl   m    sni'  celle  île  m     don- 


nera anssi 


\ll. 


(/  cos  y.  =z    -  {',11  (It. 


t'itl 

en  faisan l 
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m'"  /  n' a'" \  a' ,  a'" ]f        a" a"' \ a" ,  ci'"  \,\ 


c.^( 


\  ?  '' 


Dans  CCS  c<|iiali(iiis,  les  Mois  cocllicicnls  A.  15,  i'.  soni  cdiislaiils; 
ainsi  il  n'y  a  de  vafiaide  (|iie  la  (|nanlilé  //,  (|iii  est  t'onelioii  îles  (rois 
eosiiuis  (le  a,  [ii,  y,  e'esl-ii-dii'i^  d(^s  inidinaisons  r'cspeclives  di'S  (H'l)iles 
!  ,  I  .  I  ;  ainsi  on  |)onria  délerminer'  lenrs  valenrs  en  fbnelion  de  /. 

Si  l'on  ajoute  ensenihie  ces  li'ois  c(|nalions,  a|»ri'S  av(nf  rnnlli|di(''  la 
|ii'eniière  \K\r  \\\" i]i"(/" (i"'\(/" .  a"  \,,  la  seconde  par  —  ii\' t\\"' a' ti\(i' .  a  \. 
la  (l'oisii'Mie  |)ai' m  in'V/V/' I  (/',  ^/"  |,  on  a 

ni"  \iV"  II"  d'"  \  d" ,  d"  l.i'/cosy  —  nr'iii'"</r/"'|  «',  a"  |,?/cos^  -^  m'  m' n'  <i"\  '/','/'  1,  r/  cos  :z 
-  m"  \\\"'  II"  ii"'\(i'' ,  a'"  I,  A  II  (Il    t-  ni'ni"'o'(7"'[c/',  a"  \^\\ii  dt  —  \\\'  w^'  n'  u  \  <i' ,  n"  \^  i'.  ii  ill . 

Or,  en  snl)slihian(  les  valenis  de  A,  U,  (1,  on  voil  (| ne  le  second  rnenihre 
se  réduil  ii  zéro,  par  la  destrnetion  mntiielle  de  tous  les  tei'ines,  et.  le 
premier  nieini)re  étant  intégrahie,  on  a,  en  remettant  pour  a,  3,  y  leurs 
\al(>nrs  1,  nSo"  —  I",  I", 

\i\"  \\\"'  a"  a"'[(i" ,  II"  I,  cosl',"-H  m'  m"  fi'  ii"'\ii' ,  li"]^  cosl," 

+  n\'  i\\"  a'  <i"  \ii' ,  «"  I,  ces  1" --- consl., 

é(|Ualion   (|ni  s'accoi'de,  dans  le  cas  de   trois  oïdiites,  avec   l'intéijrale 
^l'^^const.  Ironvce  pins  haut    art.  lU'i). 
Si  l'on  l'ait,  |)onr  pins  de  simplicité, 

(•,osa:=.r.         cosP=;r,         cos/ :=  c, 

on  a  les  trois  é(|uatious 

fl.v  ^  ^  -  C (/  dt,        ily  -      Yiii  ili.        ilz  -,   -  \ii  lit  ■ 


"  ~\"  —  •'-  —  }'- 


■lœyz 


La  premii're.  conihiiu'e  avec  la  seconde  et  avec  la  troisit'me,  d(nine,  pai' 
réliminati(Mi  de  //. 

il}'  =  Ti  dx,  dz  :=      a.r: 
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'l  de  lii 


(:  (, 


Siilistitiiaiit  CL'S  Viileius  dads  l'('X|)rcssioii  ck'  u.  la  \:irial)lt'   r  iiioii- 
tera  an  troisièmo  tleiii'i'  sous  le  radical,   et  l'étjiialidii  (/.v  =  —  C.ii  <lt 

do  11 110  la 

d.r 

lit  = --, 

i.u 

t''([uation  oii  les  variables  soiil  séparées,  mais  doni  le  second  ineialiii' 
ne  sera  intéijralile  (pie  par  la  reetitioation  des  sections  coni(iues. 

Mais,  comme  les  inclinaisons  mnluelles  des  orhites  doiveni  être  sup- 
posées très  petites,  si  Ton  fait 

ce  qui  donne 

les  (|nantités  z.  r^.  Z  devront  être  tri's  petites,  et  l'on  pourra  iieLfIiifer. 
dans  l'expression  de  ii.  leurs  troisièmes  dimensions  vis-à-vis  des  se- 
condes. On  aura  ainsi 


et 

dl  —  C  II  dt,        df,  -  -  lî  //  d/.        d:  =  \  //  dl. 

Si  l'on  dilTerentie  cette  valeur  de  //-  et  (ju'apri's  la  substitution  des 
valeurs  de  <ll.  i/r^,  dÇ,  on  divise  l'éciiiation  |)ar  m//,  (ni'ensuile  ou  la 
redifFérentie  et  qu'on  y  fasse  encore  les  mêmes  substitutions,  on  aura, 
i/f  étant  constant, 

~  =  [2(AC-  MJ-BCi-  \-— B'--(;-|". 

é(juati()ii  iiitei^rahle  [lar  des  exponentielles  ou  des  siiiu>,  suivant  (|Ui' 
le  coelticient  de  //  sera  ixisilifou  ué;,'atil':  mais,  comme 

Il  =  sin  X  siii  3  siii  r, 

il  est  évident  que  la  valeur  de  //  en  /  ne  [lent  pas  contenir  d'ex|)onen- 
lielles;  désignant  donc  par  —  u.'-  le  cuelticienl  de  ii  dans  ré(|uation 
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|(|-('C(''(lfiilr,  on  ;iiir:i 

((  ---  K  cosi  ;j./  -f-  /.  ), 

l\  et  /  riaiil  ilciix  coiislaiilcs  arhil raii'fs  (|ii'il  laiulra  (Irlciiiiiiicr  par 
Tel  al  initial  :  cl,  <-()niini'  siii  a  cl  sin 'i  snnl.  |iar  liv|iolli('sc,  des  (|iianlilc> 
Iri's  (iclilcs,  K  aura  aussi  une  valeur  Iri'S  |iclilc. 

De  lii  (in  aura,  |)ar  l"inlci;ral  inn,  les  \alenrs  de  :,  r,,  -,  (|ni  ne  lon- 
liendidiil  /  (|ne  dans  sin  ;  a/  ^-  /■;,  et  (pii,  étant  une  t'ois  li-i^s  |ielite>. 
le  sei'onl  toiijonis  néeessaireiiieiil,  de  soiie  (|in'  la  soliilion  <eia  lon- 
jonis  bonne. 

On  eoniiaitra  donc  ainsi  les  inclinaisons  i-(''ci|)|-o(|ues  di's  <iil)itc> 
|ioiif  lin  temps  (|ii(dcon«|ne,  mais  on  ne  connailia  pas  encote  y;w  lii 
leurs  positions  alis(dnes  dans  l'espace,  lcs(|nelles  (h'pendent  des  ani;les 
//,  //  ,  ...,  /',  /",  ...;  c'est  ponr(pioi  il  est  plus  simple  de  clici-ciicr  dircc- 
tcment  ces  ani^lcs  par  riiiléi;ralioii  des  l'ormules  de  l'arhcle  101. 

11)7.  Mais,  an  lien  d'emploxcr  ces  é(|Mations  sons  la  l'orine  oii  elles 
se  pr(''seMtenl,  il  sera  plus  a\antai;('ii\  ilc  les  U'ansIniMner  |iar  les  >nli- 
slilntions  de  l'article  7iS,  en  faisant 

//=  siii/' sin //',         //':=  siri/  >in  A' .  ..., 

Y'.=  sin /'cos//',  Y  "-^  siri /"cos/;".  ...; 

ou  aura  ainsi,  en  accentuaiil  les  letll■es/^  r/,  poui'  les  i-appoi-|er  suci'cs- 

i| 
siveincnl  aux  niatii'ies  m',  m",  ...  cl  metlaut  la  l'oncliiui  -    ii  la  place 
'  m  ' 

de  (il)  :art.   lOi   , 


flp'   _    \  I  — />'*  —  q'-   <W  i)i/'   _         \'l  —  /'  "  —  '/  '    '^1 


'¥  _  v'i-/V-— y'-  iPl  ■  'lui  ^-  V'~  />'—'/"'  (^ 


I.a  fonction  M'  siM'a,  comme  dans  l'article  cité. 

'I'  ^-         \\\\    \\\     (i  II"  \ll'  .11     j,  (  1      -  cosi"  ) 

—    r  |ll'lll'"'/'f;"    I    '/',    II'      Il    t   I    —    COSl'") 
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iiiiiis  los  valeui's  cosl  ,  oosi  .  cosl  .  ...  (Icviciidronl.  par  1rs  iiiciiics 
siihstitulions, 

(■osF  =  v^  —p'-~  l'-  v'i  — />"'  —  '/"'  -^P' P"  -  'l''l'- 

(•osi;"\  1  — //-  —  '/-  \  I  —  ir^'—if  —  ij' i>' ^ 'i' 'i' . 
cosi:;=\  1—//'-—'/  -  \  1  —  /'""—'/■"' -^ />>■"- y"  7  "• 

Faisaiil  ces  snhsliliitioiis  cl  cxi'cutaiit  les  (lillërenliatidiis  ielali\cs  ;i 

/'•  'I  ■  r  •  7 

dp'  m" d' <i"\i-i\  a"'\i  !    ,     . ^- ^  „     ■ 7T  \ 

-777  = ,  V-, —  ' 'I  V ' "" /'  '~'i  '  ^'1  \'-p-~'j-  ' 

n\" (i'a"\a' ,  a~''\.  ,    , -, ^,  ,,.    ; -^ 

,    ,V, — ~\'l  V  '— />  '— 7  '  — 7   W  -  /'-  — '/-J 

IV  g  d' 

'f'i'  mV/'a '[«',  r/"].  .         ;- —  „ —•. 

777  --"' ,    -m — -(/'  V  •— /^  ■■  — 7  -  ~P   \  ^-l'-—'!'- 

«'  (\r" 

\\\"  a' a    \a' ,  a"  \  i —,  ,,,     ; y-, 

,     ~ [P  \  '—P   -  —  '/  -—P\  I  —  /J  -  -  7'- 

4  \  g  a 

(II)  n\' a' a\  a' ,  a"  \i  ,    „ j-  ,    , r- -t., 

'"  h  g  « 

iiVaY*" !"(/', /-/"'],  ,.    ,. — ~         .,.    — .,-,  ^ 

,    ~.. -'1  V  •  -/'  -— 7  "  — 7   S  I— /'    -7  -. 

4\  g  'î 

clti'  m'a'a"\n',  «"  i,  ,     „ , ~ -■. 

-7-  =-i 7-=, — -\P  \  '—P'  —'/-  —P  \  '^/^  --'1     I 

"  I  \  g  " 

nr'V/"rt"T«",^/"'l,  ,    „    — ~         ,„    — — -, 

-"■ r^=== — -^\p  \  '—p  -—'/--/'  \  i~p  -—'/  - 

i\g  « 

108.  (les  é([iiations  ont  lieu.  <|iielles  que  soient  les  valeurs  des  va- 
ria 1)1  es //.  r/', />".  y parce  (|ue  nos  formules  ne  supposi'ul   point 


1 5(  t  M  !•  (  ;  \  M  O  r  E   A  N  A  I.Y  T I Q  l  !• . 

(juc  les  incliiiaisoMS  /',  /,  ...  îles  orliilcs  suf  le  phiii  iixc  soient  1res 
peliles,  ediiiine  on  l'ii  vu  jiis(ju'i('i  dans  lonles  les  rofiniiles  (|ne  l'on  a 
(l(niné('s  |)onr  le  niouvonient  des  nciuids  ((t  les  vai'ialions  des  inclinai- 
sons, mais  elles  supposent  seulenient  la  petitesse  des  inclinaisons 
ninliielles  des  ofhiles. 

OnanI  ii  leur  intégration,  elle  parait  Iri-s  diftleile  en  général,  et  il  n'y 
a  |)eii(-élre  (|ne  le  cas  de  deux  oi'jjites  où  ell(>  réussisse. 

Faisons  dans  ce  cas,  pour  aliréger, 

m" a' a" [a',  a"], 


'4V'S'"' 


=  M, 


Ws"»" 


>\\  aura  les  équations 


V  1—^  -  —  (/  -=,) 


r/t 


X(</"a-  —  7'.>), 


i'^lles  donnent  d'ahord 


'//''    ,    m'^P" 


lit 
dcf 


,  'i'i' 


^i--^*i7="'        ^7/7^-^'^-="  = 


d'où  \\\x\  lire 


h  et  r  étant  des  constantes. 

.MainlenanI,  si  l'on  diUérenlie  ré(|uation  ,r'- =  i    - />'"  —  '/  '.  <'f  (|u'on 
V  substitue  l(!S  valeurs  de  (//>',  (///',  on  a,  après  la  division  par.t  r//. 


^■=-M(//v"^7>"); 


m  trouve  de  nièine 


'Il 
dt 


^('/'P'~  P''/")' 


•t.  de  là. 


dt 
f  étant  nue  constante. 


dt  lit 
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Les  intégrales  ([ue  nous  venons  de  trouver  donnent 

M/^"=i-\/>'.        M7"=r-NV/'.        Mr  =  /-N, 
ees  valeurs  étant  substituées  dans  les  trois  équations 


loi 


777 


y\{p'']'—q'r')  =  o. 


on  obtient  les  équations  suivantes 


-^  /']' —  c.r  ^  o,  -y Ip^  ff'  ^^  o, 

d.r 


dt 


dl 


(■/> 


'-  hn 


qui,  étant  linéaires  et  à  coeftlcients  constants,  sdiit  toujiuirs  inté- 
gra 1)1  es. 

On  aui'a  de  [lareilles  équations  en  eliangeant /v  .  c/ ,  r  en//',  y  ,  y  \ 
mais,  iorsquiui  eonnaitra  les  trois  premières  de  ces  (|nantiles,  on  aura 
les  trois  deiniéres  par  les  trois  intégrales  précédentes. 

Les  expressions  de  //,  <•/  .  c  en  /  contiendront  trois  cimslantes  arlii- 
traires,  et,  comme  les  constantes  h.  r,  /"sont  aussi  arbitraires,  un  aura 
en  tout  six  constantes  arbitraires,  mais  ([ui  se  réduiront  ii  (|natrc,  pour 
satisfaire  aux  équations  supposées 

on  aura  ainsi  les  valeurs  complices  des  (juatre  variables  //,  <]  .  p  .  (j  . 
qui  donnent  la  position  des  deux  orbites  dans  l'espace. 

3Iais  notre  analyse  est  fondée  sur  la  supposition  (|ue  rinclinai>on 
mutuelle  des  deux  orbites  soil  tri's  petite:  le  cosinus  de  cette  incli- 
naison est  ex[)rimé  par  la  formule    art.  107 

xy  -  i>' p  -  <i' .i\ 

dont  la  dilTérentielle  devient  égale  à  zéro,  d'après  les  équations  didé- 
rentielles  ci-dessus;  cette  quantité  sera  donc  égale  ii  une  constanic. 


I.i:> 


MKCWioi  i;  w AI,"»  I  loi  i;. 


roniim'  iiitiis  r;iviiiis  (Icjii  trdlivr  :;ii'l.  lOÔ   ,  cl  il  l'andr;!  (jiir  celle  (-(Ui- 

shiiilc  soi!  sii|i|)(isce  l'oil   |)eii   (lill'creiile  de    i.    |)i)iir   l'cxiicl  il  inlc  de  la 

solulidii  |iicccdcnle. 

Il  sciail  dinicile,  peul-eli'c  riM'iiii'  i  in|M)ssil)lc,  de  l'esiiiidre  de  hi 
iiciiic  iiiaiiicic  le  ras  de  Irois  dii  d'un  plus  ;^iaiid  iioiiilii'e  d'iiil>iles  ; 
nais  iKiiis  (ihseiM'iiMis  que,  coiiiiiie  la  posilioii  du  |daii  de  |)i()jecli(iii 
'sl  ailiiliaire,  (iii  peut  toujours  le  prendre  de  ruaiiiiTe  (|ue  les  lucli- 
laisons  des  orhiles  suf  ce  plan  soient  li'i's  petites,  |)iiisi|ne  lenis  in- 
■linaisons  niuliudles  doiveul  être  ti'ès  petites;  el  si,  les  inelinaisoiis 
■lanl  Iri's  petites  dans  uu  iusUint  (|U(deon(|iie,   (dies  deinenieni   (on- 

j(Miis   Iri's   petites,   la    s(dulion   l'ondée   sur  celle   livpotlii'se  sefa    légi- 

lirne. 

II)'.).  Imi  supposant  les  inclinaisons  /'.  /' .  . .  .  îles  orhiles  sni'  le  plan 
lise  Ici 'S  petites,  les  \ai'ialiles  //,  (f .  ]>" .  (j  ,  ...  se  l'ont  aussi  lii's  perUe>, 
el  l'on  poiiiia,  dans  les  é(|Uatioiis  de  l'aitiidc  107.  entre  ces  varialilcs, 
inelire  siinplcnienl  i  ii  la  place  des  ladicaux 


\  I       /'---'/-•      \  '  -    /'  "       7  " 

ce  (|iii  les  réduira  ii  la  l'orme  linéaire,  d(Uil  l'inle^ralion  est  facile. 

(  )ii  aura  ainsi  des  (''(|uati(»iis  loiil  ii  l'ail  scnihlaldcs  ;i  c(dlcs  (|ue 
j'a\ais  Iroinees,  par  une  autre  niélliode,  dans  les  Meii/oins  dr  /  Ai-a- 
ilvinic  (le  Hc/liii  pour  17S2,  el  dont  j'ai  l'ait  aussi  l'applicaliiui  aux  six 
plani'les  principales,  en  donnant  les  ex|iressioiis  iiiiies  des  varialdes 
pour  un  temps  indetini;  et  les  Mi-moiics  de  17H7,  <le  la  même  Aca- 
démie, reiireriiicnt.  de  plus,  ce  i|ui  est  relalil'ii  l'iu-liile  d'llers(diel.  Il 
lanl  sculemcnl  remar(|uer  (jue,  daii^  les  rorniiih's  de  ces  .Mémoires,  li's 
laii^enles  des  iindinaisiuis  tiennent  lieu  des  sinus  (|ui  se  Ircuivent  dans 
les  valeurs  des  variables 

//-;-- siii /' siiiA.         // =  siiw    siii/y\  .... 

'/'=;  siiw'cos  A',  y-- si  11/  !■()>//  ,  ...; 

mais,  il  cause  de  la   |)etilessc  des   inclinaisons,   celle   dillerence   n'est 
d'aucune  eousidération . 
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Lois(Hie  Ion  coiinait  les  valoms  ilc  ces  viuialtlcs.  on  |h'iiI  iIc(ci- 
niiiier  toiil  de  suile  les  iiieliiKiisons  iniiliielies  des  orliiles  ]Kir  les  loi'- 
imiles  (le  rai'ticli'  107;  mais  ees  t'ornuiles  se  siinplitieiit  dans  le  cas  m'i 
Ips  quantités//,*/.//,  y".  ...  sont  très  petites.  Dans  ce  cas,  on  aura, 
en  nésfliiîPanl  les  troisii-ines  dimensions  de  ces  (luantités. 


et  de  lii,  il  ciiiise  île  i  —  cosi    =  2siii-',  1  , 


'Pp-q'l 


''"!',  =  h  Kp'-P" )--K'l-<iy\ 


on  aura  de  même 


■I  ainsi  des  autres. 


-in. Il 


■  \  I  />  -  /^  .)-  -T-  1  7  —  '/   )- 


I  10.  Il  re^le  encore,  |)oui'  i-ompleler  la  théorie  des  variations  sécu- 
laires, à  considérer  la  variai  ion  du  mouNcment  nioveu  <[ne  nous  avfuis 
désii^né  par' f/A  dans  l'ar'ticle  77,  cl  (|ui.  en  uéiilii^cant  le  carr'c  de  l'ex- 
cenlr'icilé  r.  qui  est  supposée  l'or-l  petite  vis-;i-\is  de  l'unile,  cl  accen- 
tuant les  !etlr-es  |)onr'  les  i;ipporler  respeclivemenl  airx  jdani'lcs  m  . 
m' devieill 

7?    dlii'l  ^  c'        Jlii')    , 

dt.  1^  —  ■)  »      -,  -—^~  dt  H = r  ,    <■!' 

pour'  la  plaui'le  m  :  orr  airra  de  même,  pour-  la  plani'le  m",  la  \arr;i- 
tiorr  (F/.' ,  en  ajorrtant  rrrr  Irait  air\  leltics  (jiri  rr'crr  orri  (|ir"irn.  cl  ainsi 
de  suile. 

<  >u  srrh>litirer  :i  diurc  dans  celle  lor-mrrle.  arr  lieu  de  la  l'orrction  12'  . 
la  sourrrre  12'  ,  —  12  .,  sirivaut  l'article  1(10.  cl  comme  l;i  InnelKni 
,  12'  o  rre  conlierrl  |)oint  les  e\cenlr-icile<  r',  c' orr  airra  simplerrrcrrt 


di.  =-M     -;  I    -  ,  .  '  -: r^^\<li- 

On  (Iti 


\ 


'•'      ()\Ll\, 


II: 


SJ-'  « 


et,   pour  avoir-   nrri'    foi-mule    urriroirrie    porrr-   loiiles    le>    plaiicics    irr  . 

m" il  n"\  arrra  qn'ii  mellr-e,  srrivarrt  les  r-emar-(|ues  des  ai  licles  lOl 

Ml.  .,, 


I.i't 


\ii:(;  vMoi  i:  vn  m.vtkh  i 


(■(    IDl.   —,    ,   ,'    —,    ,  .  a  la  idai 
III    ()'i      III    <)■  ' 


<)u      '       ()e 


,)H' 


,h'.i'u 


V.'  iiiii  (l'iiiiirra 


m    >)'. 


I    (;<!> 


a  la  iilaci' 


m'  iJd'        \i\    ()  i'  I         '    ,  \jr' ,,'  m'  i)c' 

les  rdiiclioiis  '!>  l'I  M"  ('laiil  (l(.iiiiii'(.'s  dans  les  iiiriiics  arlirli's  cl  l'Iaiit  Ic- 
ini''iii('S  jiitiir  liiiilrs  les  [ilani'lcs. 

Mai-<  si,  il  la  [ilacc  de  ci'S  l'onrlidn  ;  ('\|)i'i  iik'cs  en  r  ,  z  ,  /",  //',  c" 

lin   vi'ii(  ciiiiilovcr  li's  cNiii'çssioiis  ilrs  aflirlrs   Kl.'î,    1(17.  en  ///,  ii' .  p' . 
ij  .  m" il   laiiilra.   siiivaiit    les    roi-iiiiili's   de   l'arliclc   ~'.\,    i-|iaii;:i'r 

,  ,M«  ,  ,M'  ,  <M>     ,, 

'•    ,     rn  ///  — -,  -^  n    ,— ■  On  aura  ainsi 
<)■  iiiii  (III 


:,•  .    I    ,;<1>         I    JT  .      ■ 
\    i;   \lii    ()'/  III    ()ii    ' 


I      fut'    Jil>         //'   (H 
'il'  \  m'  ùin'        m'  ôi, 


-,)'//: 


ri,   |)i)iir  a\(>ir  f//.' ,  ^//.  ".  .  . . ,   il   w' \   aura  (jn'à  cliaii^iT  l;',  r/,  m, /// ,  //' 

v\\  l;  ,  ti\  m",  ///",  n' 

D.ins  ci's  rorniillcs.  les  (iillV'ri'iirii'llcs  iclalivcs  ii  n'  n"allcrlci!l  (|iir  Ir- 
ciirltiricnls  (lit  ti\(t"  .  d' ii"\a' ,  (/"  \,.  (/' ii'\<i' .  (/"  \;,  ad  a',  a  ,  ... 
lirs  riiiirliiMis  <!>  cl  M',  a  la  place  ilcs(]ncls  il  siiltira  de  siiiislilncr 

,      ,      ..            ,     ,,  à[<<' ,  d"  )  ,r    ,      .  ,  .    „  ()\(l' ,  <i"  Il 

<i  (a  ,a)  +  Il  a -, —  ,      a  \  a  ,  n   \^~t-  (t  n 


<Jn' 


ihi' 


loiir  avoir  les 


'S  valeurs  de    ,   ;>    ,  -  ;  cl,  nai'  les  Inriniilcs  de  l'ai't  icic '.)S,  on 

()//         ()r/  ' 

Irdinera   les  \aleiirs  des  diircreiices  iiarliidlcs     ^   ,',    -  .  r-^— '  '  ■••• 

'  (Ji/  (lit 

Il  la  II  lira  ensuite  y  snlislitiiei-  les  valeurs  de  ///,  //'.  //,  tf ,  ni" .  ...  en  /. 
Irniivees  |iar  l'inléL^i-ation  des  i''i|iialii)iis  dillercnlndles  ilv:^  arlicles  Kl:! 
cl  II)'.),  cl  i]iie  nons  avons  dunni'cs,  |Hini-  liiiiles  les  plaiicles.  dans  Ic- 
Mi'inoircs  cites  di'  r.Vcadi'mie  de  I5ei-|iii;  e(,  cDinnie  ces  \alciiis  sont 
e\|)riiiiecs  par  des  suites  di;  sinus  et  de  cosinus,  les  variations  c/À  , 
c/a'\  ...  seront  iutéij;ral)les  :  les  (eriiii's  constants  doniicroul,  dans  /,', 
a",  ...,  des   termes   proporlionnids  ii   /,  ijui    se    coiilondront   avec   les 
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iiiouM'Hiciils  iiiovcns;  cl  les  tciiiics  en  siiiiis  cl  rusiiuis  iloimcroiil  de 
pareils  leiiiies,  (jiii  e\piimi:rnii(  les  \arialiniis  séculaires  de  ces  iiioii- 
verneiUs. 

J'avais  li-oiivi',  par  une  aiilre  iiMilioilc.  dans  les  MelMllil■e^  cilés  de 
rAcadciiiic  d(>  Hcrliii.  des  fonniiles  jkuii'  dclenniiuT  les  \arialioiis 
séculaires  des  iiioNcn^  iiiouvciiieiils  des  plaiii'Ies,  cl  elles  nravaieiil 
lionne,  pour  .Inpilcr  cl  Sainnic.  des  i-csnllals  prcs(|nc  iiisensihlcs; 
mais  les  lorinnles  preccdenics  soni  pcnl-éli-c  pln>  I•il;onl•cnse^,  cl  il 
sera  I)on  d'en  faire  l'applicalion  aux  planl'lcs;  c'est  un  olijct  dont  ji' 
poiu'rai  m'oecupcr  aillenrs  :  ici,  je  n'ai  en  en  vne  (|nc  de  montrer 
l'usaife  (le  la  nonvidic  llieorie  des  varialioiis  des  constantes  arhi- 
Iraircs  dans  la  dclei'minaliitn  des  variations  sccnlaires  des  clément- 
dos  orbites  des  phmètcs. 

ï;  IH.    ~   5///'  les   àj («liions  scrii/ducs   des   ('Irliniils   des   /i/d'ic/rs. 
pnxliiilcs  par  la  résisUincc  d  un   niilirii  In'-s  nirv. 

III.  i'our  ne  rien  laisser  ii  désirer  snr  lc<  variatiinis  sccnlaires  Av< 
plaiii'tcs,  i!on>  devon>  encore  consiilerer  l'cllet  d'nn  milien  |icu  résis- 
tant dans  leipnd  il  c>t  |)ossil)le  (|n'ellcs  se  mcmcnl.  et  oii  elles  de- 
vraient m  (■c>>airement  se  inonvoir,  si  la  liimii'rc  l'tail  due  an\  o-cilla- 
ti(ms  d'un  Ihiidc. 

N(Mis  avons  déjà  \ii,  dans  l'arliilc  71),  (|nc,  pour  avoir  citaril  a  la 
résistance,  il  snlTit  d'ajonter  ii  la  valeur  de  ci.*  les  termes 


r  V  ,li-  -r  /-'/<1>=  (  ,lr  ir  -^  I-  <h\>  'A>  —  /■-  r/.l>  0 


•1-  0/ 


r  étant  la  dcnsili'  du  milien,  i|ni  peut  ('li-e  une  l'on  cl  ion  de  /•  cl  ipii  doit 
cti-c  suppo-éc  Iri's  petite,  et  d'y  -nlistitncr  |ioni'  /■  cl  <!'  leurs  valeui's  en  / 
donrH''es  par  !<■  nionvcmcnl  (dlipli(|nc  de  la  planiste,  en  se  souvenant 
(|uc  la  i'aractérislii|nc  d  se  iap[MU-te  au  lemp-  /.  cl  la  cai'aclerisl  i(|ni'  c 
aux  elémeuls  de  la  plaui'te. 

(!omnie  nous  ne  (dn'rcdnins  ici  (|ue  les  variations  séculaires,  il   l'an- 


I.'ili 
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iliM,  ainsi  i|iH'  iiitiis  I  :i\oiis  |)iati(|ii{'  plus  liaiil.  rcjcItT  tous  les  tcniios 
|i('ri(>(li(|iii's  cl  ne  rrlciiir  (jiii'  les  (criiics  coiislaiils. 

I  \2.  lui  il(''si_;,Miaiil,  roiiimc  dans  l'a  ri  ic  le  21 ,  l'a  no  ma  lie  nui  venue  de 
la  |daiii'le  par 

on  a  VII  i]iie  /■  el  <!'  —  ii  peiiveni  s'expiinier  par  des  séries  dont  la  pre- 
inii're  ne  eonlienl  ipie  des  cosinus  cl  la  seconde  des  sinus  d'angles 
iniiiliplcs  de  // ;  donc  <lr  ne  conlienilra  (|iie  des  sinus  sans  terme  con- 
stant, et  (■/*!'  des  cosinus  de  ces  nicuii's  annules  ;  par  cons(''i|ueiil ,  la  quan- 
ti li'w//- h- /-r/»!'-  ne  contiendra  <|iic  des  cosinus,  et  il  en  >era  de  inéiiie 
de  la  S(''rie  ijiii  e\|>riniera  la  valeur  de  \  r//-' -i- /' rAl>-.  Ainsi,  en  l'aidant 
r—  f[r\,  la  (|iianl,ite  Y  \(lr-  -\-  r-  dA*'-  sera  e\|irim(''e  par  une  série  de 
cosinus  de  multiples  de  //. 

.Mainiciiaul.  pour  avoii' cr  et  o<l».  il  l'aiidra  faire  vaiiei' dans  les  sérii's 
de  /•  et  de  »l>  les  coet'licients  des  cosinus  el  des  sinus  ipii  sont  d(mnés 
en  (1  et  c.  et,  de  plus,  l'angle  ii.  ii  l'aison  des  constanles  d  el  r  (|u'il 
rcnri'rmi'.  i)(''sii;n(ms  pai'  O./'y  et  o(<!>  les  parties  de  o/' et  de  o'i'  <|iii 
couliennenl  les  variations  des  coid'lieients  ;  on  aura 


cl,  de  mémo. 


'/'■  . 

or  =^  oi  r  )  +     ,    011 
(lu 

'M'    ^ 

o'I»  ^  0 1  <l>  I  4-  -^—  ou 
dit 


ilr  or  +  ;■-  (/'!>  o^P  —  o/'  0  (,  /■  )  +  /■-  (/'t  ô  (,  •!>  )  4-  \  dr'  -h  /■"  r/il>- 


>/n 


Or  il  esl  (  lair  (|ue  oir)  ne  conticmlra  que  des  cosinus;  ot,  comme  dr  ne 
contienl  (]iie  des  sinus,  drZ  r  ne  contiendra  aussi  que  des  sinus  saii> 
(ernie  conslaiit.  De  mèiiic,  o  il>)  ne  contiendra  que  des  sinus,  et.  comme 
o<l>  ne  eoiitient  (|ue  des  cosinus,  c/<I>'î,<l>)  ne  contiendra  aussi  (jiie  des 
sinus.  D'ailleurs,  r'-  ne  couticnt  (|iie  des  cosinus;  par  co!ise(|uciil, 
/  -  (M' 0 1  <I>  1  ne  (•oiUiendra  (jue  des  sinus.  Donc  la  quantité 

(//■  0{r\    1    /-(/'P  'j(  <l>  I, 
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lie  contenant  (jue  des  sinus  d'angles  multiples  de  //,  sans  anrun  tel  me 
i-i)nslant.  devi'a  èlre  né^iiji'ée. 

1  ['■).  Ainsi.  pi)ur  les  é(|nalii)iis  séculaires,  on  ani-a  sinijjjfnirnt 

t/r  'jr  -4-  /-  (hP  o<I»  =  I  d/-  —  /  -  d<P-  \  V-  • 

t/ii 

()!•  du  =  lit  K     — ,;    donc,  faisant  ces  substitutions,  on  aura,  pour  les 
termes  à  ajouter  à  oii,  ii  cause  de  la  résistance  tlu  milieu, 


,fT^ \/  g  -' -f^. -/.- 

où  il  faudra  substituer  pour  r  et  *!>  leurs  valeui's  en  /  (Ui  //.  et  ne 
retenir  dans  les  résultats  (|uc  les  termes  indépendants  des  -iniis  et 
cosinus  de  //. 

Par  les  [)ropriétés  du  mouvement  elli[)ti(jue,  on  a  Imit  de  snilr 


/■-  </<!>    =  D  (//  =  \ 'g  ail  —  f-  I  '//, 

ainsi  les  termes  dont  il  s'auit  se  réduiront  à 


^^(7-;;)^"•--  =  ^^  .     „ 


\ 


\,n\  —  i-  I  0/, 


\    a-  7.  \     ,1' 


''  A  i/  —  r  )  0(1. 


lli.   Tels  sont  les  termes  (|u'il  faudra  sulistitucr  ii  la  iilarf  de  cii, 
dans  les  formules  i;énérales  des  vai'ialions  des  élémeiils  drs  planistes 
art.  7  )   ,  et  Ton  aura 

3 

./-/  =  - art'lY-  -  -  )\ï'//. 

de  :=  3  rt  r  1  -  —  -  )    (  /  —  c)  \  g  >//, 


\^'/'. 


lis  MKc, wini  T.  ANAi.v non:. 

■I  1rs  variations  des  aulrcs  l'Iciiiciils  y.  //,  /  scroiil  nulles:  d'oii  l'iiii 
iciil  (ral)iii'il  (■(iiicliiri'  (|iu'  le  Lii'aiiil  a\i'  (in  la  linnc  des  apsiilcs,  ainsi 
|ni'  le  nd'inl  cl  l'im-linaisDn,  iii'  scroni  snjcis  ;i  ancnnc  \ar-ialiiMi  ^i'tii- 
airr;  |iai'  consiMpM'nl ,  la  [■('■sislancc  ne  (l(''|ilarcra  |M)inl  l'orlnlc  de  la 
ilani'lc,  mais  en  changera  sciiicnicnl  i\  la  lunLiiic  le  i^ranil  a\c  cl  l'cx- 
•rnliarilc,  cl  |>roilnira  en  même  lemps  nnc  ('•i|uaiinn  scciilaii'c  dans 
'anoniahc  movcnm'  cl  dépendante  de  la  Narialinn  de  c 
Si  l'on  cdmbine  ensemhie  les  denx  [nemiiTcs  e(|nali(»ns,  un  a 


,i,-,i,^^li=j:i±^,„, 


di\i-aiil  |iar\r/'  cl  intei^i'anl ,  (Ui  ti'nnvC 
I  —  c  _    /"'  '// 

et.  enmnh'  "  =  ( /  — '"^  4 /-^. '  OU  aura 

,-    r,li 

,..,,/■'//  ,     . 

l'U  sn|i|)osanl  (|in'  i  inlcirrale     /  coujincnec  au  pnint  nu  /i-^-i>:  ainsi 

.'    \"^ 

liiiil  dc|iend  de  la  varialioii  de  la  dislanec  mnveniic  (/. 

Si,  dans  la  premiiTi'  a|i|)r(i\iinalinu.  on   ncL;liL;c  re\i-ciitMcile  r  sii|)- 

|iosi'c  lii's  |ielile,  on  a  /'  =-  (/,  ce  (|ni  diuiiie 


cl,  coiuine  la  densité  dn  iniiit'ii  1'  ne  |iciit  cire  (jiruiic  loiuiioii  de  /■.  idl 
sera  uni'  loiietion  de  a,  et  la  |ii'emii'rc  ci|ualiou  donnera 


,1a 
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Supposons  r  constant;  on  aura,  en  iiiti'ifi'aiit, 

A  étant  la  valeur  ilc  d  loi'si|uo  /  =  o;  donc 
cl  la  valeur  ili'  a  deviendra 


-  r '// I  r 


di         _  I  r  I  '  1  „  '  \    ^' 


Vt- 


\ 


■"'^'\    "^ 


où  le  coelTicient  Y  doit  être  supposé  très  pelil. 

II.").    Pour  avoir  la  variation   séculaire  de  rexccnlricile  r.    il   f;iudr;i 

substituer,  dans  les  exnressious  iriMtionnelles  t et   |   ■  —  -  ) 

'  \     r         a  '  /■         Il  ' 

de  la  valeur  de  de,  l'exprossioii  de  /•  c'a  //.  et  ne  l'elenir  dans  le  dcxr- 
lo[tpenient  (|U(^  les  ternies  constants.  Or,  en  ne  conservant  i|ue  les 
secondes  dimensions  de  r,  lOi  a.  par  l'aiticle  1\ . 

/•  =  ff  (  I  —  e  coiii  — cos  ï  //  1 , 

il'oii  l'on  tire 

-  =^  -  (  I  -!-  e  cos  II  —  c-  co>  •-'.  //  ). 
va 

,''3  I  I     /  r-         ?■>(■-  \ 

V/ =1   -;=       t  H-  c  COS// 7-    -^ —  CilS->  H     , 

(---■)^-"--(' 


o  c  COS  «  —  7  (,'-  -f-  -7-  c-  ces  ■->  //  1  ; 
\  n'   ..  Il 


par  coiiséqueul ,  en  rcji'tant  les  cos//  et  cos2//  (''l'  "»  ;""•' 

/  r    -  .A     ''' 

de  ^  —  l  \  tr M  —  c-)c  —^ • 

l'i  Oui  soiu  (ios  lermos  périodiques.  1./.  lirrii-diid.) 


ICO 


Mi:(:  VMoi  i:  vn  vi.^  i  loi  i; 


>i    l'on   siilislitiic   |i(tiii-  \  ^/   sa  valeur   \  A        l"/\i;,    cl    (|ii'()n    iit'^'lii^e 
il'aljord  les  r',  on  aura  r(''i|uali(in 


<h[s,is.  -r/v/;,'i  +  r\^^'</^ 


ilonl   l'inlriiialc  ddiinc 


t'  =;  E     I  —  IV  1  / 


Va 


!■;  rlaul  la  \alriii'  de  c  lors(|Uc  /  -     o. 

.Mais,  cniiinii'  l'cxislcurc  d'un  milieu  lésislaiil  el,  ii  |>lus  forte  raison, 
la  loi  de  la  densité  de  ee  milieu  ne  sont  (|u'liy|totlii''li(iues.  les  l'e^ultats 
|)i'ecédenls  ne  doivent  être  l'ci^aides  (|ue  comme  nue  a[i|)licatiou  de  nos 
l'oi'mules  i;énérales  des  variations  séculaires. 

!^  IV.   --    Du   iiioiivcmciil   (iiildiir  du   ciiilrc   cDiiitniin    de  gravite 
(le  plusieurs   cor/is  //ui   s'ii/tirc/i/  iiiul iK'llcini/il . 

\  l(i.  Nous  a\ons  dcmouli'c  dans  l'artich  C)  de  la  troisii'iue  Secliim 
(jue,  dans  tiuit  svstl'iiie  lilire,  les  ci|nali(ms  du  m<mvemeiit  des  cor-|>s 
du  svsti'Uie  s(Uil  les  ménu'S.  soit  (|u"on  li's  ia|i|iorle  au  centre  de  <^v;\- 
\  ité  du  sv  si  ('me.  ou  ii  un  [loint  (|uelc(m(]uc  lixe  Inu-s  du  svsli'mc.  Ainsi, 
dans  les  formules  de  lai'tiele  S(>,  (m  |iiMii'ra  etaldir  dans  le  centre  de 
i^ravite  de  tous  les  cm'|)s  m,  m',  m",  . .  .  l'oia^ine  de  leurs  coordonnées 
,r,  V,  z.  .r',  r,  z' .  ....  cl,  |)ar  les  proprieli  s  du  ccnlre  de  i;i'a\itc,  on 
aura  les  trois  eiinatious 


m:,/- -t  in  ,c  +  111  ./  -H  m  j-  4-.. 
m  »•  +  in'j'--  ni\)-"+  in'\v'''-t- .  . 
m  z  4-  m'  z'  ■+-  m"  ;"-»-  m"'  ;"'  -t-  .  . 


les<|U(dles  doniienl  tout  de  suite  les  valeurs  des  cooidimnees  de  m,  par 
c(dles  des  aulics  corps  m  ,  \\\  ,  .... 

(".onsidéi'ons  en    particulier  le   moiivemenl  du   corps   m'  aut(Uii'  du 
centre   commun    de   ^favilé.    Conimt'    ses    coordtmnccs  .r  .    v  ,    "    S(mt 


.KCONKK    l'VItTI  i:.         SKC  ri(»\    \  II. 


I(>l 


in(l(''|)eii(lant('s.  (iii  piuiira,  dans  les  formules  dr  railiclr  cilr,  icdiiiic 
li's  (|u;uiti(és  T  et  \  aux  Icrincs  iiiiilli|dit''s  nai-  m',  (jiii  sont  les  seuls 
(|iii  (•(intiemieiil  les  varialdes  .r  .  v  ,  ;  ,  et  divisée  ensuile  ces  (|iiaiitiir's 
par  ni';  ainsi,  dans  réqnalion  i;énéiiiie.  on  pourra  Mibsliluer  i  '  el  \  u 
la  plaee  de  T  el  \  ,  en  faisant 


1": 


,/.r'^^,/y'i-^dz'- 


et 


V'=iM  I  W./y  -Ml    /'K>/o;-^in     /lî   '/o    - 


et  l'on  aura,  jiour  (diaeiine  des  ti'ois  l'oordonnées  de  l'orliile  de  ni'  an- 
Idui'  du  eenire  eoniinun  de  i;ravite,  une  e(|uation  de  la  forme 


oT'         oT'        oV 
0  ili         oî  oi 


;  étant  une  (|U(de()n(|ue  de  ees  eooi'données. 

I  17.  S'il  n"v  avait  (|m'  deux  iiu'ps  m  et  m  .  la  \alenr  de  \  '  se  rédui- 
rait au  seul  teime  m  /  \Vr/z'.  et  l'on  aurait  o\  -=  niH  o;',  irélanl  sup- 
|)()sé  foneli(Ui  de  p. 

l'onr  avoii'   la   valeur  de   o\     relative  à   ;,   il   tant   dilléi-eut  ier  la    va- 


>'=  \  {.!■'      .(■)'- -i-  [  )•■'—))■'  —  I  ;'—  ;)-, 


<'n  ne  faisant  varier  (|ue  ,r',  y',  ;',  el  ensuite  y  siilisliluer  |i(Mir  r,  r,  3 
leurs  valeurs 


On  aura  ainsi 


m  — -  m    ./•  or  -i-  y  oy^T-  :■  oz 


Or.  par  les  mêmes  snhstiliilions, 


,       m  -^  m     — nr 


V'--+.'- 


XII. 


U\-2 

Donc,  liiisant 


MKC  \M(n  i:    W  M.VTIOI  K 


i:iv(in  vrciciir  de  Idi'liilc  de  ni',  on  aiirii 


/  , 


'I,  jiar  (■onsr(|ni'nl. 


■r  o.v  +  )'  or 


donc  anssi  t/p'  -i/r'.  de  sorlc  (|IH'  la  valcnr  i\r  \'dc\icn(lra  ni  /  li'(//'. 


K   clanl  inainicnani  niic  fonclion  ilc 
sniiposi'c  de  -y . 


III  -i-  m 


-  /■'  scniMaldc  ii   la  l'onction 


Dans  le  l'as  de  la  iiahirc,  on  a  l{'=  ^;  donc  la  Force  I!',  dirii^féc  vers 

le  cenirc  conininn  de  "l'avilc,  sera  re|iri''senlee  nai" -i  -tt,'  ce  (ini 

'  '        t  Ml  -H  m  )-  /■  -  ' 

esl  ('(uinn. 


IIS.  (ionsidiTons  niaind'iianl  le  cas  oi'i  le  sysli'nie  csl  coni]Mis(''  de 
|ilns  de  deux  cor|is,  e|  sn|i|tosons,  ponr  sini|ilitier  la  (piestion,  (|nc  la 
masse  m  soil  l)eaiicon|)  pins  i^rande  (|ne  cliacnne  des  anires  niasses  m  , 
m",  —  ce  (|ni  esl  le  cas  des  plani'les  ;i  l'ei^ard  du  Soleil  :  les  (|nanlilé^; 
■  r.  y.  :■  devieiidronl  Iri's  [leliles  vis-;i-vis  des  (|nan(i(és  .r',  >  '.  ::  ,  ,r  ,  .  .  . 
dans  le  ia|i|)oil  des  niasses  m  ,  m",  ...  ii  la  niasse  ni,  en  xcriii  des  e(|iia- 
lions  données  dans  l'aiiiclc  |irecéden(  ;  cl  Ton  |ioiii'ia.  dans  le  dcve- 
lo|)|ieiiieiil,  s'en  tenir  aux  |)i-enii('i-es  jinissances  de  .r,  )■,  r.  dn  nioins 
lanl  (in'on  ne  Mindra  pas  avoir  ei^ard  aux  carrés  des  masses. 

Coinine  H  l'sl  suppose  fonclion  de  p' ,  /  \l </p  sera  aussi  une  ('onction 
de  s  (|ne  nous  deiiolerons  par  l\  ;  :,  el  la  ([iianlité  K  sera  exprimée  par 
l'"(p'),  snivani  la  nolalion  des  l'onclions  d(''i'ivees.  Or  on  a 


:;(■'■  —  .'■)-+  (_)•  —  j-)"-+  I  ,-  —  ;)■ 


l'(o')-    ]'{/■')  —.> 


r  —  y.i  --+-_v -H    ;  -; 

)]■(>■■)  àVir')  ûVir') 


i).r' 


âv' 


():■' 
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cl  diUérentiaiit  par  o,  les  ([iiaiititùs  .r,  y,  z  dciiifuraiil  (  iinstaiitc>, 

().!■'  tir  a: 

où  il  l'aiiilra  inottii' pour  .r.  v.  ;  leurs  valeurs 


IG:{ 


m  .r 

-^ 

m  . 

r  —  11)    .;■ 

^. .  . 

m 

m'  ) 

'  — 

m' 

)■—  m  ■  V 

■  — .  .  . 

m 

m  z' 

- 

1)1  '; 

:   —  m';"' 

'--... 

119.    Supposons  que   la    l'orce   iraKraelioii    W    soit   e(uuine  la 
sauce  :"  do  la  ilistaucc  c  .  ou  aura 


E(o') 


cl  la  l'unctiou  F  p     sera  uue  t'ouctiou  hoiuogi^'ne  de  r  ,  v  .  r  du 
u  —  I  :  lie  sorte  ([u'on  aura,  par  la  propriété  de  ces  l'oiu-tioiis, 

,<}Vir\  ,,)\-\r\  ()l'[r\  „      , 

dr  ()y'  ():  ' 

donc,  ditïérciuianl  par  o  et  (diseivaiit  i|ue 

àVir')^    .       (jFir'K    ,        ài'ir'i^   ,        ,  ,.      ,^ 

— r — ■ —  o.r  H r-- —  0  r  -t-  — -— —  oz  ^  o  !•  i  /■  ), 

âr'  âv'       •  Oz 


OU  aura 


r  n  — ^^ — ;—  -i-  V  o  — ^ — . r  :  0  — r :=  ao  r  (  ''  ). 

(IZ  ' 


ôx'        '■'     '     à  y' 
Donc,  si  l'ou  fait,  pour  al)rci,'cr. 

.0\'{i']         „dVii')  t)Vii) 


(H")  =■'■' 


iU        '   ■        ,h         '    "       Jz 
t)V(r')  ...()U{r')         ^àV(r') 


Or' 


Oz' 


KiV  Mi".<:  \M(M  i:    S\  M.VI'IOI  K. 

(Jii  ;nii;i,  ;i|iri'>  les  siil)slitiil  iiiii>. 

Ml'    ,    ,,„  Ml' 


ô  l''(o') 


0  l-'i  /■'  1    -H  -       0  1  11"  )  --       -  6\  \\'  I 


(■(  Iclli'  sci;i  la  Mili'iir  ilr  o  /  11'^/;/  (hiiis  la  (liUcriMHi'oV'    ail.   I  Ki    :  (it 
sdi'lc  (in'oii  ania,  |i(iiir  le  iirciiiicr  (ciriic  m  /  \\  d'J  de  \  . 


/  I!'  </o'  —  (  m  -V  fjnii'  )  !•'(  /■'  1  •■■  iii'\  U'  )  +  ni'\  H  "  i  -i- 


l'(/-') 


Dans   II'  svsli'iiic  ilii  iiiniidr,   raKractidii  des  |tlaii('l('s  csl   m   i"iis(iii 
iinci'.-c  (les  caiTcs  des  distances;  (tii  a  ainsi 


\-Kr'\ 


cl  I  (III  (ronvc 


(IV) 


(R"'): 


^v-    I     -  p 

-f-  /■'"-  —  Cl 


Cil  l'aisaiil 


Dditc,   si   l'dii  l'ail  i-cs  siilistitiiliiMis  dans  la  valeur  de  V    ail.  I  l(i  ,  et 

(lii'on  y  su|i|)(>sc  aussi  |{,  ;=  -^,  R"'  -=  -^,  .  .  . ,  on  aura,  dans  le  cas  de 

la  iialiirc,  pdiir  le  iiioii vcmeni  du  cor|is  m'  aiilour  du  ceiilrc  cniinniiii 
de  gravit c. 


V: 


1  /•  -+  /• 


/    I  /■  - —   /•    -  —  ' 


i.c  |)rciiiicr  leriiie  de  \  ',  s"il  clail  seul,  dnimcrail.  ciiiiii n  l'a  vu 

dans  le  Cliapili'c   I.  nn Iiilc  idli|ili(|iie  <ians  la(|ii(dle  i;'  -    ni        i\\\  ; 
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ol  L'oniiiie  les  autres  leriiies  sont  l'oit  petits  pai- i',i|i|)ort  ii  reliii-i-i,  ('•tant 

MUiltipliés  par  les  niasses  m",  ni snpposées  très  petites  visii-vis 

(le  111,  on  jieut  l(^s  rej^ai'dei'  eoinnie  dus  à  des  forées  pertnrhalriees 
dont  l'eiret  est  de  l'aire  varier  les  éléments  de  j'oi-hite  elliptiiini".  Ainsi 
en  t'aisani,  eonnne  dans  l'arlirli'  '.)(), 

on  pourra  déterminer,  par  les  formnles  données  dans  l'artielc  7'i.  les 
variations  de  ecs  éléments. 


120.  Si  Fou  compare  cette  valeur  de  ù'  qu'on  vient  de  trouver  pour 
le  mouvement  du  corps  m'  autour  du  centre  dei;ravité  du  svslèmeavec 
celle  <le  la  ([uantité  12  [lour  le  mouvement  du  même  corps  autour  du 
corps  m,  on   voit  qu'elles  soûl  semblables;   les  lavons  vecteurs  des 

orbites  étant  représentés  dans  celle-ci  par  z' ,  p' et  dans  la  [u-e- 

cédente  par  r.  r  ,  ....  et  les  ([nautiles  z  ,  z",'  étant  les  mêmes  (lan> 
l'une    et   dans   l'autre.   |)uis(|u'elles  représeiilent   les  dislaiiccs   recti- 

lignes  du  corps  m   aux  autres  corps  m",  m' il  ii'v  a  de  diUeremc 

(jucu  ce  qu'eu  clianiicaut  :'.  s  ,  ...  en  /'.  /" il  faut  échani;cr  cnlic 

elles  les  quantités  /' .  /•  ,  ainsi  ([uc  les  (|uaiitites  /•'.  /■  .  et  ainsi  des 
autres.  Or,  si  l'on  ne  clicrTln'  (pic  les  variations  séculaires  des  élé- 
ments, comme  nous  rav(His  l'ait  pour  l'orbite  de  m' autour  de  m,  il  est 
facile  de  voir  (|u'on  aura  la  même  valeur  de  il  :  pour  les  deux  (U-bites 
et,  par  conséquent,  les  mêmes  l'(uinulcs  pour  ces  variations,  ce  qui  est 
assez  remarquable. 

Au  reste,  dans  la  valeur  de  il  trouvée  ci-dessus,  on  pouri'ait  ell'acer 

-- ,  —  .  .  . ,  harcc  (lu'ctant  de  la  même  l'orme 

I                       1                   III  —  3  m'    Il  ■       1       •  1 

<]ue  le  premier  terme -, de    la   quantité   \  ,   ils   (leuvcnt  >e 

joindre  à  >:<•  terme,  le(pi(d  deviendrait  ain>i 


les  termes  —  m    — ,-  --  m 

>  r  ' 


;      111  —  -i  m 


ni         ni 


t(i(> 
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ili'  --(irlr  (|iii'   le   corjis   m'   (Icri'ifiiil    aiiloiir  du    cciili'c   ilc   i;r;ivil('  uni' 
oiliilc  riiniinr  s'il  V  nviiit  (biiis  rr  ccnln'  une  iiiassr  riruli'  ii 


cl  les  lorccs  pcrliirlialrii-cs  de  ccKc  (irhilc  scraipiil  (cir  ciuisimiiiciiI  . 
liMilcs  choses  il'aillciiis  claies,  iiioiiidics  (|iic  c(dlcs  de  rdfliilc  du 
iiK'inc  c()r|i'-  m'  aiildiir  du  coi-ps  le  [dus  j;r(»s  ni. 
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SECTION  HUITIÈME. 


nr   MOI  VEMEM   DES  COI'.l'S   .NON    llUKES  ET    OEI  AGISSENT   LES   LNS  SI  U   EES  WTIîE: 
n'r.NE  MAMIUE  nlEICONQUE. 


I.  Dans  la  Section  prtHHMlciilo,  nons  avons  su|)|»osr  (|iie  les  coi'ps 
étaient  libres  et  qn'ils  pouvaient,  par  ronsé([uonl,  recevoir  tous  les 
mouvements  que  les  forces  accélératrices  tendaient  à  leur  iiupi'iniei'. 
Dans  cette  liypollii'se,  les  coordonnées  de  chacun  des  corps  [leuveni 
être  prises  pour  des  variables  indépendautes,  et  chacune  d'elles  donne 
une  équation  de  la  forme  i  Seet.  VII,  art.  1  ] 

o r      ôT     o\  

Lorsque  les  corps  ne  sont  pas  libi'es,  soit  qu'ils  soient  assujettis  à  se 
mouvoir  sur  d(>s  surfaces  ou  di's  lignes  données,  soit  (|u'ils  soieut  liés 
par  des  tils  ou  des  verges,  ou  (|ue  leur  mouvement  soit  modilié  d'une 
autre  manière  quelconcjue,  ces  conditions,  exprimées  analvli(|uenient. 
|)euvent  toujours  se  réduire  à  des  é((ualions  de  condition  entre  les  dif- 
férentes coordonnées  des  mêmes  corps,  par  les{|uclles  qiud(|ues-unes 
de  ces  coordonnées  déjiendionl  des  autres  et  pourront  être  e\primé(>s 
|)ar  des  fonctions  de  celles-ci.  Il  y  aura  donc  alors  un  moindre  nombre 
de  variables  iiidepi'udantes;  mais  chacune  de  ces  variables  donnera 
encore  la  même  équation  (|iic  si  ell(>  appartenait  à  un  corps  libre.  Ainsi 
les  mêmes  formules  que  n(Uis  avons  données  dans  les  articles  I  cl  2 
de  la  Section  précédenle  serviront  aussi  de  base  dans  celle-ci. 

On  aura  aussi,  quelle  (pie  soit  la  liaismi  des  corps,   ré(|nation  des 

forces  vives 

T- V  ^  II 


KIH  MÉCAMOI'F.    \  \  \  IVTI  O  T  K. 

1.  Si  le  riiDiivciiiciil  se  l'iiisiiil  dans  un  uiilicii  i-csis(:nil,  niiiis  avons 
Ml,  ilans  l'arlii-lc  ;>  de  la  nirnic  Scclion,  (|iii'  la  l'rsislancc  li  donucrail 
[xiiir  rlia(|ii('  corps  ni  les  ternies 


n 


d.r  0.1-  -h  dy  or  -4-  dz 


ds 


il  ajonler  ;i  o\  ;  ainsi  il  n'y  aiif;i  ijn'ii  r(''diiii'e  les  dillereiiees  o.r,  •îv.  o: 
en  dillerences  rehilives  aux  nouvelles  varial)les  iiidéjiendanles. 

On  peu!  donner  ii  eelle  r(''(ln(iiou  nue  l'ornie  Lcéni'rale,  pai-  l'analyse 
de  j'ai'lifde  1  de  la  Seelion  \\ ;  car,  en  nomiiianl  ?,  ■^.  o  les  nouvelles 
varialdes,  (Ui  a  \  ii  (|ue  la  ([iianlite  </.vr/.v  -i-  i/v  cr  -  t/z-  oz  si'  lians- 
('(uiiie  en 

où  l'on  voit  (|ne  le  coollicieiit  de  o'î  esl 

l'di-.r.d-i  i-  ir/o. 

Si  l'on  elianiic  le  o  en  r/.  ahn's  la  tiaiisloi-nii'e  de  d.v-  ^  i/y- -r- dz- 
devient 

vdi' -H  ■..(;./-; d'b  +  Il d'h'  +  ■>. I ^/- d'y  ^..., 

et  si   l'on  dé>iiine  eetle  Iranslorniée  par  <!>,  il  esl  idair  (|ne  l'on  a 


l' di -h  r,  d'L  ^  \d'^ 


0* 

TddV 


Il  suit  de  lii  (in'on  aiii'a.  en  i;énéral. 

o<l>    , .  o<l>     , ,  o4> 


d.r  o.r  +  dr  ily  -V  dz  oz 


jdi  '.od'b  10  du 


La  résistanee  {\v^  lliiides  étant,  en  i;'énéial.  pi'oportioniKdie  an  eairé 


(le  la  vile 

[)ar  r  la  ilensite  dn  llnide.  on  aiiri 


n  ilesiii-ne 


1$  ^  V 


,  ds-- 

di-" 
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et  les  termes  à  ajouter  à  oV  seront 

d.r  o.r  -+-  dy  nr  -^  dz  oz 
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Vds 


dt^ 


Donc,  en  l'etenant  la  signification  de  la  lettre  T  de  l'article  I  de  la  Sec- 
tion précédente,  il  n'y  aura  t|u'ii  ajouter  ;i  i\  les  leiiues 


oT  ,.        oï    ., 


oT 


odi    '        od-1/     '        6d-^    ^ 

et  clianirer  ensuite  ni,  m  ,  m  ,  ...  en  Vds,  Y' d\\  Ti/s  .  ...:  caria  ré- 
sistance n'étant  pas  proportionntdie  à  la  masse,  mais  seulemeni  à  la 
surface,  il  n'y  auia  qu'à  exprimer  pai'  F,  F  ,  F  ...  .  les  résistances  (|ue 
les  corps  m,  m',  m',  ...  épi'ouveraicnt  en  se  mouvant  avec  une  vitesse 
égale  à  l'unité. 

Ainsi  l'équation  de  l'arlicle  I  l'clative  ;i  ;  deviendra 


Q  T  oi  o\  qT 


odl        o£         oï         o<y£ 
mais  ré(|uation  des  loices  vives  n'aura  plus  lieu  dans  ce  ca: 


H.  Au  lieu  de  réduire  d'ahord  toutes  les  variahles  du  |iiiildi'nie  à  un 
petit  nombre  de  variables  indé|)en(lantes,  par  le  moyen  de>  e(|nations 
de  Cdudition  données  par  la  nature  du  problème,  on  peut  traiter  immé- 
diatement toutes  les  variables  comme  indépendantes,  et  si 

L  =  o,        M  =  o, 

sont  les  équations  de  condition  entre  ces  variables,  il  suftira  d'ajouter 

à    l'équation  relative  à   chacune  de   ces   variables  des  termes  de  la 

forme 

-  oL  Q.M 


On  aura  ainsi,  relativement  ;i  une  variable  (]uelcon(|ne  ;.  l'é(|uali(Ui 


.  ôT        riV       o\        .  oL  oM  

odl        oi    '     o£  o£        '    ol 


XII. 
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les  (HKiiililcs  A.  a,  ...  claiil  des  (|  iiiinl  iirs  iiidrlrriiii  iii'cs  (|ii'il  rainlni 
fliiiiiiici-  ail  iiiuvcii  (les  (Miiialidiis  de  cdiKl  j(  imi . 

A  rci^anl  (le  CCS  (''(|iialM)iis,  iniiis  axons  ili'jii  r('iiiai(|iic  (|iril  iTcsi  pas 
iicccssaii'c  (iiTclics  sdiciil  siiiis  une  l'oriiic  liiiic  :  il  siillil  (iii'cilcs  sdiciil 
ilill'crciiliclics  (lu  |>i-ciiiicr  ordre  :  alors,  en  idiaiiiicaiil  la  carac(ccisti(|i!c 
(/vu  0.  (II!  aura  c_i;alciiiciil  ii's  dillV'i-cnccs  partiidlcs  i'(da(i\'cs  ;i  clia(|iic 
varialdc:. 

l'Jiliii,  si  le  svsli'iiie  elait  eoiii|i(isé  d'une  inlinité  de  |iail  leii les  jointes 
enseinide  d'iiiu'  nianitTe  (|ii(de(ni(|iie,  on  siii\iai(,  ;i  l'ei^ard  des  leiiiies 
(lus  aux  (''(|nali(iiis  de  eondilion,  les  iik'iiics  ri'i^lcs  (|iie  nous  a\iuis  don- 
nées dans  la  Seelion  NI  de  la  |ireruii're  l'arlie  (arl.  lOj,  |iiiis(|iie  ces 
ti'iTnes  soni  les  inèines  dans  la  lormiile  i^énéralc  du  iiionxenient  (|ni' 
tlans  cidie  de  re(]iiilil)re. 


'i.  Le  pi'ohli'ine  élanf  rédnil  ;i  iiii  cerlain  nombre  de  varial)i('s  indé- 
peiidanles,  on  aura,  pour  cliaciine  de  ces  variables,  une  é(|ualiou  dille- 
l'cnliidlc  (lu  second  ordre,  doiil  riul(''i;rali(Ui  iulrodnira  deux  c(uislantes 
ariiidaires;  de  sorle  (|ue  la  s(du(ion  conipli'le  contientira  deux  lois  au- 
tant de  coiislanles  arliilraires  (|u'il  y  aui-a  de  variai)les  ind('peudantes. 
lesipudles  (b'vronl  (■(l'c  dt'IcrmiiK'es  par  l'elal  initial  du  svslt'uie.  Or 
si,  pendant  (jne  le  sysli'ine  se  ummiI,  il  arrive  (lu'un  ou  plusieurs  des 
corps  (jui  le  coinposent  recoivcul  dans  un  instant  donne  des  iinpiil- 
simis  elraiii^i'res  (|nelcon(|nes,  ces  impulsions  n"ai;issanl  (|iie  dans  un 
iiistaiil  ne  (diani^cronl  |ias  la  l'oiine  des  e(|ualioiis,  mais  seulemenl  la 
valeur  des  cousianles  arliilraires;  et.  si  les  impulsions  deveiiaient 
inliuimenl  petites  e(  c(Hitiiiii(dles,  les  constantes  arbitraires  cesse- 
raient d'elle  cousianles  cl  deviendraienl  variables  (dies-int'iiies. 

Nous  avons  dejii  donne,  dans  le  (',lia|)ilre  II  de  la  Section  |»r(''C('Mlente, 
la  tbeorie  de  ces  vaiialions  des  coiislaiiles  arbitraires  pour  les  corps 
libres,  cl  nous  en  avons  lait  l'apidicaliiui  aux  elemenls  des  orbites  des 
planètes:  nous  comiiiencei'ons  celle  Section  par  la  i^eiu'raliser  et  la 
rendre  applicable  ii  tout  sysli'me  de  coi'ps  (|ui  ai;issenl  les  uns  sur  les 
autres. 
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CIIAPITHE  I. 

FORMILES  GÉNÉRALES  PDIR  LV  VVIUATION  DES  CONSTAMES  AitBI  1  liAlIllS  .  IIANS  I.K  Mdt- 
VEMENT  d"i>"  système  QIKI.COXQIE  DE  CORPS,  TRODIITE  PAR  DES  IMPILSIONS  FIMES 
ET    IXSTAXTAXÉES    Of    PAR    DES    IMPILSIOXS    IXFIXIHEXT    PETITES    ET    (:OXTIXlELI.ES. 

.").  En  noinmaiil  r.  1,  o.  ...  les  varialilt's  iiidépciulaiitfs  auxijiu'llcs 
on  aura  rétliiit  tontes  les  coordonnées  .r.  v.  ;  des  corps  du  svsti-ine, 
par  le  moyen  des  tMjiiations  de  condition  dépendantes  de  la  liaison 
des  corps,  on  pourra  toujours  exprimer  chaque  constante  par  une  t'onc- 

ti(Hi  donnée  de  H.  i.  c,  . . .  et  des  diUerentielles  '--^  '—•  —> Or  les 

■     ■     •  >lt    lit     dt 

varialdes  tinies  ;.  1,  s.  . . .  ne  dépendent  (|ue  de  la  p(i>i(ion  instan- 
tanée des  corps  dans  l'espace  et  ne  peuvent,  par  conséquent,  subir 
aucun  changement  par  les  impulsions  étrangères;  il  n'v  aura  donc  (|ue 

les  ditTerentielles  -f-^  -7-^   -^7  dont  les  valeurs  pourront  être  ihangées 
dt      dt       (IL  '  ^ 

par  ces  impulsions. 

Supposons  (iu"elles  deviennent  -^  —  1.  -^  ^  'l ,  -f  —  o .  . .  .:  les  ac- 
'  '  1  dt         ■     r/l         •  '   dt 

croissements  z.  i,  z,.  ...  sercmt  dus  aux  impulsions;  çc  seiont  les 
vitesses,  suivant  les  coordonnées  ç.  'l.  z. (|ue  les  impulsions  pro- 
duiraient dans  le  premiei"  inslant,  cl  (|iril  s'agit  de  deletininer. 

Soient  P,  Q,  R.  ...  les  forces  d'impulsion  appli(|uéi's  ;i  chaque  eorps  m 

du  système,  suivant  les  directions  des  lignes  p.  <|.  r et  tendanles 

il  les  diminuer,  et  soient  .j-.  r,  r  les  vitesses  iniliales  (|ui  en  résnlte- 
raieut  dans  ce  corps,  suivant  les  directions  de  ses  coordonnées  rec- 
tangles .r,  V,  z.  et  dans  le  sens  où  ces  coordonnées  augmenteni,  si  l(Uit 
le  système  était  en  repos;  on  aura,  par  l'article  II  de  la  Sedion  II, 
ré(]ualion 

[Vill  (.r  o.r  —  V  oy  —  ;;  oz)  —  ^i  I'  op  —  t)  0(|  —  1$  or  ^ .  .  .  )  =  o. 

laquelle  doit  se  veritier  indépendamment  des  variations  o:,  Oy,  os.  ... 
de  chacune  des  variables  indé[)endantes.   Il  n'y  aura  donc  (|n';i  substi- 
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hier  (hiiis    celle   (■■(|u;irKiii    les   \aleiirs  de.»-,   v,   ;  el  de  />,  c/.  r.  ...   en 
toiiilioii  (le  ^,  ■j',  o l'ii  reiii;ir(|iiaril  (|ue  les  vitesses  .r.  y,  z  [leiiveiil 

s'exptiiiiei',  connue  loti  les  les  v  liesses,  iiar  -r-  •  -    >  ~  • 
'  '       </t     (Il    dt 

l'ac  ces  sniisliliiliiins,  on  aiica  la  Iraiisioi-inée 

^ni  (.r  O.c  +  )•  O)    -\-  ZOZ)--z:z'E  oi     \-   "I'  O'^    r  <1>  oo  H-  .  .  .  , 

el  si  l'on  l'ail,  coniMie  dans  l'ai'licle  (12  (Section  précédenti';, 

oT>  =  —  J;^(  I*  op  +-  0  'jq  +  \\  or  +  . . .  ), 
on  aura  les  é(|uations 


o£  o'L  ^o 

les(|indies  sei'onl  en  nièiiu'  noinhre  (|ue  les  vafialdes  \,  '1,  o 

Or  il  est  lacile  de  voir  ([ue  les  (|nanlilés  H,  M",  <I>,   ...  seront  des 

loncl  ions  de  £,  L.  o,  . . .  et  de  lenrs  diU'érenlielles  v .  — i'i  ^ et  (ine 

'     '  '//     <li     lit  ' 

ces  dill'er-enlielles  ne  seront  auti'e  chose  (|ue  les  vitesses  initiales  (|ne 

nous  av(Mis  désignées  ci-dessns  pai'  H,  '|,  9 et  qn'on  pourra,  par 

consé(|nen(,  déteitniner  par  les  é([uations  précédentes. 

C-oninie  les  (pianlités  .r, y.  z  sont  é(|iiival('nles  à  ^>  '^- .  ^.  la  (|nan- 

tité  .V  OT   x-  VjY  -\-  zoz  pourra  anssi  s'exprimer  par 

dx  ox  -\-  dy  oy  -\-  dz  oz 

'lu  ' 

el  il  suit  de  ce  ([ne  nons  avons  démontré  ci-dessns  (art.  1    (|iie  si.  dans 
la  lormnle 


S' 


dt' 


n   snl)stilue  |)()ni-   r,  v,   ;   lenr's  valeurs  en  ;,  •\>,  o el  (|n'(Mi  v 

-7-  en  :,  -~  en  'i,   -~- 
di        ■    dt        "    dt 


''''"'»'"  TH.  *^"  ^'    U  '"  '^'   7<   *'"  T*'  '^"  '""■"•  l*"i"'  '•''^  dili'erences  par 
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tielles  relatives  à  :,  'i.  o 


17;} 


et  les  équations  pour  (iéteiniiner  c,  -l. 


,n  _ 

oi> 

,n  _ 

r]0 

<)T 

i)l  ~ 

o£ 

,rl  ' 

ob  ' 

,V. 

où  l'on  remarquera  ([iie  ces  inconnues  n'y  seront  <|u"au  premier  (lei;i'é, 
puisqu'elles  ne  peuvent  être  (|u'au  second  degré  dans  la  (juautité  T. 

Ainsi  l'effet  des  impulsions  instantanées  et  finies  P.  O.  H.  ...  con- 
sistera à  augmiMiter  les  diil'érentielles  —  ^  n^t^'lT'  '■■  ''•'^^  (|uantités  :. 
•i/,  c,  ....  dans  les  expressions  des  constantes  aihiti'aires  du  prohli'uie. 

(j.   Pour  appliquer  celte  tliéoiie  au  cas  des  impulsions  tii-s  petites  et 

continuelles,  on  cliangera  P,  Q.  H,  ...  en  Vdt.  ()dl,  ^dt <■(>  {|ui 

changera  oQ  en  iÇld/,  et  les  ([luintités  c.  -l.  s.  ...  deviendront  (ri's 
petites  du  premier  ordre;  les  constantes  arbitraires  deviendront  con- 
tinuellement variables,  et  les  (juantités  5,  -l.  ç>.  ...  seront  les  varia- 

,     r/l     dl    ch 
lions  de 


dl      dt       dl 


dans  les  expressions  de  ces  constantes:  de 
si)rte  que,  a  étant  une  des  constantes  devenues  variables,  on  aura,  en 


dl 


Ih 


r/o 


dt  ~ 

ùa  : 

()n 

i)!:'-  ' 

(II' 

lai  sa  lit  ~  ~  a  .  -, 
dl         ■      dl 


les  variables  finies  ç.  i,  o.  ...  ne  recevant  aucun  i  liangemeiit  :  et  il 
n'y  aura  plus  qu'à  substituer  pour  ;.  'h,  ç..  . . .  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  données  ei-dessus;  mais,  dans  le  cas  présent,  ces  équations 
peuvent  être  mises  sous  une  forme  plus  simple,  par  la  considération 
suivante. 

En  regardant  les  variables  ;,  'i.  ç- ainsi  que  les  différentielles  H'. 

1',  o',  ....  comme  fonctions  des  constantes  arbitraires  a,  h,  l\  ...  et 
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ilii  lcm|)S  /,  cl  (|{''sii;ii:iMl   par'  o  Iciii's  vafialioiis  l'rsullaiilcs  des  var'ia- 
lions  (le  CCS  coiislaiilcs,  il  cs(  clair  (|m"iiii  a 

Oi  -^  o,  0'|/  -=  O,  00  =  0,  ol' ^=.  c.  0'i'='i,  Oo'rrio,  .... 

cl  cdtiiiric  les  (lillcrcnccs  lia  ri  ici  les  -— ^  —.-^  ■  ■  ■  ne  cdiilicniiciil  (iiic  les 

|irciiii('rcs  (limcnsions  de  E,   'j/,  'v,    ....    il   es!    l'acile   de    Noir   (iiTclles 

...       .V  JV     V  <)T  ,         .,, 

Mciivciil  se  réduire  a  0—^7;  0  ,-77'    ■••'   en  rciiardaiil    I   corimie  loiiclinii 

de  ç',  '];',  o' .Ainsi,  les  é(|nali()ns  doni  il  s  ai^il  (lcvicndr(nil 

.  (ÏV       nil   ,  .  01       oi2   ,  .  (ÏV       oii   , 

è^,z=z^  ,11,  'i^rv-,  =  XT  '//,  'î  V7  =  -•  -  '^'. 

cl  l'on  aura 

,  <)'/   ,..,        û'i    ^   ,        dit    ^   , 


où  il  iandi'a  siil)sliUiei'  les  valeurs  de  0;',  0]/',  00',   ....   tirées  de  ces 

e(|ini(i(nis. 

Si  i'(ui  (diani;e  ensuilc  les  dill'ércuces  partielles  de  12  r(da(ives  à  ç, 

■|,  o,  ...  en  diUcrciices  [•aiii(dles  rcdalivcs  aux  conslanlcs  a,  h.  c 

on  |iar\ien(lra  ;i  des  loiiunles  scinlilaliles  ;i  celles  de  l'arlii-JefiO  de  la 

i)ii     <)'.l 
Section    nn'cédentc,   dans   le^(lncllcs   les  coelticicnls    de     ,— >     t"-i    •■• 
'  '  1)1,      1)11 

auront  la  |n'o|iriéle  d'èlri'  inil(''|icnilanls  du  (cni|is  /;   ruais  la  dcnions- 

Iralion    directe    de    celle    |U'()]n'i(''lc    sini^iilii'rc    devient    Iri'S    diriicilc, 

coinnie  on   peiil    le  voir  dans   le  hean  .Mémoire  de  .M.   Poiss(Ui   sur  ce 

sujet,  inséri'  dans  le  Tome  \lli  du  .hiur/nil  de  I  Ecole  l'tilytccliiiKjni-.  et 

r(Hi  ne  se  sciail  penl-étre  jamais  avise  de   la  clicridicr  si   Ton   uaNail 

été  assuré  d'avance  de  la  vériti'  de  ce  tliémrme  ('). 

(!ommc  j'ai  déjii  dminé.  dans  la  Section  \.  une  lliéfU'ie  compll'te  des 


i)7,      ôh 

sèment  les  oxpi-ossiuns  consiiic'ivcs  flans  celle  Noliv  On  iii-nu\c  liirilcnirni  (|ii  ils  sonl  cnii- 
slanls,  mais  l,ii!»raiigc  a  raison  de  faire  observer  ([u Ou  si;  srr;iil  iliriiiilnuriii  a\isé  de  les 
clierclier  '/ /J/v'i(/v'.  |/.   lii-rtraml.  \ 
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viuialions  des  constantes  niljilniit'es,  je  ne  m'v  arrêterai  plus  ici  :  jajuu- 
lerai  seulement  deux  reinar(|ues  sur  les  formules  de  cette  théorie. 

7.   La  première  reniar(|ue  est  relative  à  la  t'ornuile  généiale  de  lar- 
licle  I  I  di-  la  Section  citée,  laquelle,  en  taisant,  pour  siuiplitier, 

OT  _ -T-  ''T  „,  OT  _, 

àl'  '         Oy  "         d'j' 

se  réduit  à 

Ml  di  =  -r-  A;  rjT  -  Il  oT  -  A-j  oT  •■  -^ . . . 

-  o;  AT'  —  ryl  AT  —  0-.  AT  '  — . .  . . 

où  la  caraclérisli(iue  o  indi(jue  les  variations  dues  à  toutes  les  con- 
stantes «,  h.  f.  ...,  devenues  vai'iahles,  mais  ni'i  la  i-ai'actéi'istiijue  A 
peut  se  rapporter  indilTeremment  a  chacune  de  ces  constantes.  Kn  la 
rapportant  d'abord  à  une  ipielconque  de  ces  constantes,  comme  a.  et 
dévelop[)anf  les  variations  indiquées  par  o,  on  a  tout  de  suite  la  tut- 
mule 


dans  laquelle 


'^(/t  =  [a,  />]  ,lh  —  [a,  c\  de  ^  [a.  /.]d/.  —. 


^"'     J"       ôa    ôh  '    ôa    ôb  ,h,    ôl> 

ÔT  01  ÔT-  ÔL  6)T    <)-. 

0»    Ob  O't    Ob  Oa    Ob 

_       01  0\"  01  01'  O-j  (JT" 

OT    01  OT   àl  OT     0-. 

0„    Oc  O'i    Oc  0"    Oc 


et  où  les  valeurs  des  coefficients  \a.  h\.  \fi.''\.  ...  devii-nnent  indépen- 
dantes de  /  après  la  substitution  des  valeurs  de  £,  y.  s.  ...  en  ^7.  /k 
c,  ...  et  /. 

On  a  ainsi  les  fornuiles  auxquelles  je  suis  parvenu  d'abord  dans  le 
.Mémoire  sur  ta  théorie  de  la  variai  ion  des  constanlcs  arbitraires  dans  les 
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firohlniirs  (le  .)ln-(tni(iiic  \  '  j.  .M.  l'oissoii  a  Iroiivr  citsuilc  (1rs  l'ormulcs 
plus  (liiTilcs,  (|iii  icvicniiciil  au  hkmuc  (pic  (•elles  (|iie  j'ai  (i()nu(''es 
(iaus  l'arlicle  IS  de  la  Secliou  \  ;  mais,  (]in)i(|U('  celles-ci  |)aiaisseMl 
plus  simples,  pai'ce  (ju'elles  douuenl  iuinn'diatcmenl  les  valeurs  des 
\aiialioiis  (1(1.  (Il),  ....  au  lieu  (|u'il  l'aul  les  déduire  des  autres  par 
r('liMiiua(i()ii,  ee(  a\aulai;e  n'est  ([u'apiiareut,  comme  nous  l'avons  (h'jà 
i'emai'([U(''  plus  liani  (Secl.  \'ll,  arl.  (i(j);  on  |ieut  m(''me  dir'c  (|ue,  dans 
plusieurs  occasions,  l'avantai^c  scia  cniii'rcment  du  C('ile  des  l'ormiiles 
prccc'denles.  parce  (lu'elles  ne  demandenl  aucune  rd'duclioii  prealalde 
cl  (pTidles  peuvent  s'a|)pru[iier  ininK'diatemenl,  loiiles  les  l'ois  (|n'on  a 
re\pressi(Hi  de  clia(|uc  variaMe  en  temps,  dans  la(|uelle  les  coiislanles 
arbitraires  entrent  d'une  inaiiii're  (iii<dcoii(|ue  :  e'esl  par  celle  raison 
(|iie  j'ai  cm  devoir  les  redonner  ici. 

S.  I.a  seciuidc  remar(|ne  porte  sur  l'ctudc  (pi'on  peut  donner  à  ces 
rormnles,  relativement  ;i  la  nature  des  Corées  perUuliatrices.  Nous  avons 
Imijours  snpjiosé  (|ue  ces  forces  (^'taieiit  telles  (ju'étant  nnilliplii'es  [lar 
les  éli'menls  de  leur  direction  la  somme  devenait  intégrahle  t^t  pou- 
vait ('Ire  expriiiR'e  par  une  l'onclion  des  variaMcs  indépendantes  (|iie 
nous  avons  d(''sign(H!  par    -  il. 

Mais  nous  avons  (h'jà  rcniai(|ue,  dans  rarticie  irl  de  la  Section  |uéce- 

deiile,  ([lie,  ([ntdles  (jiie  soient  les  huées  pcitnrltal  rices  |{,  O,  I' 

il  snllil  de  l'aire 

—  0l2  :=  li  01-  +  (J  G(|  +  I'  0||  -i-  .  .  .  , 

en  rapportant  les  (liir(''ieiices  |)arli(dlcs  ridalives  ;i  la  caracleristi(|iie  o 

aux  seules  variables  r.  (|,  p 

Imi  i;én(''i'al,  il  n'est  pas  m'-cessaire,  pour  rexactitude  des  lorniulcs 
des  variations,  (|iie  les  forces  [lertnrlialriccs  (|ue  nous  avons  represen- 

li'es  par  les  dilli^'iences  partielles  '—■,  '-t'  V^'     •■  soitMit  en  ell'el  des 

'  (Il      d'il      (l'j 

(liliï'iences  partielles  d'une  même  ([uantili''.  On  |)eiit  supposer  (jiie  ces 
forces  soient  exprinu'cs  par  des  (|iiantit(''s  ([iiehîoïKiues,  (lue  nous  (h'si- 

(  '  )  UEavrcs  ilc  Lagruii^c,  I.  VI,  p.  771  el  «oij.  G.  U. 
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iiiKM'oiis  par  ù\  il  ,  O  ,  ...;  alois.  au  lieu  de  Ml,  dans  les  l'orrnules 
de  l'arlicle  11  de  la  Seetioii  V,  on  aura 

12  SI  +  il  \L  -  ir  1..-..., 
et  réi[uation  de  Tartiele  préeédent  deviendra 

.  il  A:  —  9.  Il  ~  12  '  As  —  ... )  (le  zz---  -  A;  oï  —  A-;  oT  -r-  A-.;  oT "  —  .  .  . 

-  o;  AT  -  il  AT  -  o:.  AT   - ...  : 

d'où,  en  rapportant  la  caractéristique  A  à  la  constante  arbitraire  a,  «mi 
aura  éjialement 

en  i-epardant  les  variables  :.  i.  ç,    ...   comme  fonctions  de  c/,  h.  <•, 

k 

La  même  chose  aura  lieu  pour  les  formules  des  articles  I  \  cl   IS  de 
la  même  Section  V,  en  mettant  partout 

9Jdl-^il'  dl~ir  th  --... 

à  la  place  de  dil.  >•{  rappiu'lanl  aii\  variables  r,  'l,  ^,  . . .  les  dilierences 

partielles  de  12  relatives  aux  constantes  a.  3,  •; A,  a.  v ou 

a,  b,c,k,  .... 


*J.  lùilin,  on  |)eut  faire  abstraction  des  forces  perturbatrices  el  ne 
considérer  la  fomlion  —  i>(jue  comme  une  quantité  qui,  étant  ajoulée 
à  la  fonction  V  due  aux  forces  principales,  produit  les  variations  des 
constantes  arbiti'aires  dans  les  mouvements  qui  ré>ulfent  de  ces  forces. 
Et  comme,  dans  le  calcul  de  ces  variations,  il  n'entre  cjue  les  dilférenees 
partielles  de  il  relatives  aux  variables  indépendantes  H,  y,  ç,  ...,  il 
n'est  pas  nécessaire  que  la  dillerentielle  r/ii  s(dt  une  dill'érenti(dle 
exacte:  il  sultit  (|ue  les  dillércnf i(dles  (|u"elle  contient  soient  elles- 
\1I.  li 
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iiirnics  (les  (liUriciilicIlcs  exactes  don!  on  puisse  avoir  les  dillérences 

parlielles  par  rapporl,  aux  variables  i,  ■\,  o 

(ielle  exleiisioii  de  nos  lorniules,  ipie  nous  avions  déjii  annoncée 
dans  rAveitissenien(  du  Tome  I",  peiil  èlre  utile  dans  pliisieuis  pro- 
Idi'Uies  où  les  forcuis  perliulialrices  ne  seraient  |)as  seulement  (om;li(nis 
des  varialdes  indépendantes  ^,  'j/,  '^,  ....  mais  aussi  de  leurs  dilléien- 

,■     ,1         '/:      '/■!/     (t'y  ,  !•-■., 

tielles  -    ,    ,-'  yT'  ••■  etiln  temps/;  [tar  exem|ile  si,  après  avoir  résolu 

un  |)ro])lème  de  Mécani(|ue  dans  le  vide,  on  voulait  avoir  éi;ard  ii  la 
résistance  d'un  milieu,  comme  nous  l'avons  l'ail,  à  l'égard  des  pla- 
iii'les,  dans  la  Section  précédente. 

Mais  la  même  extension  ne  peut  [las  avoir  lieu  à  l'éiiard  des  forces 
principales  (jui  enti'cnt  dans  les  équations  dillérentielles  (huit  l'inlé- 
,^ration  introduit  les  constantes  arbitraires.  Ces  forces,  multipliées  (dia- 
ciine  par  réiémeni  de  sa  direction,  doivent  toujours  former  une  (|uan- 
tilé  inléi;rale  que  nous  avons  désignée  [lar  ^'  (Sect.  IV,  ait.  '.*j,  et  i|iii 
doit  être  une  loiictimi  des  varialdes  indépendantes  sans  leurs  din'eren- 
ti(dles:  autrement  la  réduction  de  ces  équations  ii  la  forme  de  l'article  1 
de  la  Section  V  n'aurait  [tas  lieu,  et  l'analyse  du  5;  I  de  celle  même  Sec- 
tion cesserait  trèlre  exacte.  Uien  n'enipèche  cependant  que  les  expres- 
sions de  ces  forces  ne  contieum'iit  le  lem|)s  /;  car,  comme  la  (|  nanti  te  \ 
disparaît  dans  les  dilferenli(dles  particdies  dc^  Z  =  T  —  V,  relatives  ;i 
?',  'j^',  'y',  ...,  le  résultat  linal  de  l'article  7  aura  toupuirs  lieu,  parce 
(|u'il  se  Irouvi'  indépendant  de  V.  .Mais  il  cesserait  d'avoir  lieu  si  cc'tte 

(piantite  était  fonction  de  ;,  '.p,  '^,  ...  et  de  ^',  ■\' ,  o' 

iXoiis  allons  maintenant  l'ésomlre  (|nel(|iies  pr<d)ll'mes  particuliers. 


CHAPITRE  DEUXIEME. 


m    iiouviiMiîM'  I)  u.x  COUPS  sni  r^E  suufach  ou  lkîne  do.nnéi;. 


10.   Oiiaud  (ui  ne  considère  ([u'iin  corps  isolé,  on  peut  faii'c  abstrac- 
tion de  sa  masse,  ou  la  supposer  é^ale  \\  i:  et  l'on  a,  comme  dans  l'ai- 
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tiolc  3  de  la  Seclioii  jnécéiloiilc, 
_,       d.r-  —  rh-  —  dz- 


170 


'.dr- 


q\  =  11  ôr  4-  Q  oq  -r-  P  o\\  -■-  . 


L'iMliialioii  (le  l:i  siir(;ici'  ddiiiirr;!  ;  en  fonclioii  de  .r  et  v;  on  aura 

ainsi 

dz-  —  -—  d.r  -r-  --  d\  : 
i)  r  <)y 

01,  les  varial)lfs  r  et  v  étant  lei^a nlrcs  comme  indcpeudanU-s.  cliacunc 
d'elles  donnera  nne  é(|natiiin  de  la  t'oi-me 

oT        oT       o\ 

o  d.v        or        OU' 

Le  terme  ^-^  de   T  donne  snr-le-champ  -t--;   le  terme    _-',^_-  ipii  e>t 
eensé  l'onction  de  r.  v  et  de  (/./-.  </y,  donnera  d'aburd  ees  deii\-ri 

\        o.r  '         i     r)    dz- 
dt-  2  rjjc  dt-  ' 

,);           ,          .            1                     o;            I     o     ,  .,       ,  dzôdz          dzdôz      , 
01-  -T-  est  la  même  chose  (lue  ^-j  et  -  ^r-dz-  est  — ^ on  — ^ ;  don( 

i).r  '         o.r  2  o.c  o.r  o.r 

les  deux  termes  dont  il  s'aj^it  se  réduiront  ;i  ':jy^-^,  :  ainsi  ré(|ualion 


</l-    r,  , 


relative  à  .r  sera 


d-.r        d- z  oz        oV 
dt-         dt-   ox        Q.r 


et  l'on  aura  pareillenn'nt,  jiai'  rapport  li  y. 


d-  y        d-  z  oz        o\ 
dt-         dt-   oy       oy 


Si  le  corps  était  contraint  de  se  mouvoir  sur  une  liijne  ilioiuée 
alors  V  et  ;  seraient  tonclions  de  r:  le  terme  -^^  de  T  donnerait  le: 
termes 


dt- 


1  o    d^- 

2  d.r   dt-  ' 
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Icsciucls  se   ri'diiir-iiciil    de   la   iiiriiic   iiianii'rc  ;i    -.V  ^^;    'le  liiômo,   le 

(tl-     u.r 

Irriiic  ;-".     (luiiiH'i"iil       '    '"^  cl  l'on  aurail,  rclalivcmciil  à  .r,  (|iii  csl 
la  sciilo  variable,  r('(|iia(i()ii 


(l'-.r        il- y  nv        li- z-  oz         o\ 
dt-         (II-   o.i:        lit-  QX        o.r 


()|)  voil,  jiar  l'analyse  préeédeiile,  (|ne  toni  (eriiie  île  la  (|iiaiililé  T 
({ni  sei'a  de  la  l'orine  /■    ",  .  r  élanl  nne  liinelidii  donnée  des  deux  anli'es 


)les  .r  el 


r,  donnera 


']  (/.(■        o._f       "  '  i/f-  or 

oT  rjT  (/-  ;  oz 

odr        oy  ilr-   dy 

i-i''dnclions  (pii  penveni  être  utiles  dans  [dusienis  occasions. 

II.  Si,  an  lien  des  coordonnées  rcelaiii;les  .c,  r.  ;,  on  \onlait 
eni|iloyer,  pour  la  sui-lacc,  un  rayon  /-avecdcnN  ani^les  ç-  el  '1,  comme 
dans  l'ai-licle  i  de  la  Seiiion  jii'i'cédenle,  on  anrail 

_  /  "'  (  </y-  H-  cos"'l/  (!■/  ]  -t-  'Il  - 
_  '-  2  dt-  ' 

<n'i  /■  sérail  donné  en  fonclion  de  'h  et  -^  par  la  nature  de  la  siirlaee.  ci 
l'on  aurait,  ridalivemcnl  ii  {/  el  -^,  deux  é(]ualious  de  la  l'orme 

ol"  ol"        ô\ 

0  r/'L         O'i         o-i) 


dr- 


d'-r 


d-r  0/ 


l>e  terme   -  ,,  de  I  donnerait   - ,-     ,    relativemeut  a  o,  et      r-  —  rtd 

■>(//-  (II-    'yl  ■  de-    <i^ 

tivemenl  ;i  s;  el  l'on  aui'ail  ces  deux  éipialions 

,r-dli        /■■- .sinL  cos'L  r/'j-        d"- r  or        oV 


d 


d 


dt-  dt' 

-  cos'-'l/ (/-j        d-r  or        d\ 


rit-    O'L     '     6b 
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que  le?  méthodes  ordinaires   ne  donneraient  qu'il  l'aide  de  |dusienrs 
réductions. 


12.   Il  est  bon  de  remarquer  que  ré(|nation 

T   -  V^  M. 

(|ui  a  toujours  lieu  lorsque  li'  eoi-|)s  n'est  animé  que  jiar  des  rorce< 
ni'oportionnelles  ii  des  lonclions  de  leurs  distances  aux  cenlres,  donne 
tout  de  suite  la  vitesse  du  cnrps  dans  un  point  (jueleon(|iie  de  la  courbe 
qu'il  décrit;  car.  ii  étant  la  vitesse  et  v  l'espace  décrit,  on  a 


td,  par  eonséijuenl. 


«  =  V  .(H-  \  ): 

de  sorte  (pie,  V  étant  une  fonction  tinie  de  scoordonnées,  la  vitesse  ne 
dépendra  (jue  de  la  pn-ition  du  corps  dans  l'espace. 

Si  le  corps  n'est  animé  par  am'une  t'orci^  accélératrice,  on  a  \  =  o. 
et  la  vitesse  devient  c(mslanle.  Dans  ce  cas.  comme  nous  avons 
démontré  en  générid  (|ue  la  loirnule  /  luls  est  toujours  un  maximum 
ou  un  minimum  dans  des  limites  données  Sect.  III,  ail .  '.\\)  .  la  (juan- 
tilé  /  ds,  on  .v,  c'est-à-dire  la  lonitueur  de  la  courbe  déciale  par  le 
corps,  sera  elle-même  nu  maximum  ou  un  minimum:  el  il  est  évident 
qu'elle  ne  peut  être  ipi'nn  minimum  '"!,  parce  (|ue  le  maximum  n'a 
point  lieu.  D'où  résulte  le  tliéoième  connu,  qu'un  cor|ts  projeté  sni 
une  surface  quelcon(|ue  y  décrit  toujours  la  ligue  la  plus  courte  entre 
des  points  don  nés. 

C  )  Cette  iiwuicri;  do  l'.iisoniier  n'est  pas  admissible,  ear  on  doit  aussi  considérer  le  eas 
où  il  n'y  aurait  ni  inaxinuiin  ni  minimum.  On  peut  démontrer  directement  i]u'entie  deux 
points  infiniment  voisins  il  y  a  toujours  minimum,  fuir  une  .X'olc  à  la  lin  du  Voiunu'. 

(  /.  licrtvund. 


IHi 
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I.'!.  .Mais,  (hiiis  la  solulidii  de  ces  prdlili'incs,  il  csl  soiivcnl  plus 
sitriplc  (If  rri^ai'dcr  ImilfS  les  (•(MiidoiiiK'i's  (■(iiniiic  (l<'s  variaMcs  iiidr- 
pciidaiilcs  cl  <rciiipliiy<'i-  k'S  ('■(|iiali()iis  de  la  siir-la<'c  on  de  la  liiiiic 
doniicf  (•iiiiiiiic  des  ('(iiiatidiis  de  condition  (|ni,  claiit  i('pr(''scii(c(!s  par' 

L       ...         M  -   ... 

doiincionl  siiiiplcinciil.  |ioiii-  (dia(jiic  \arial)lc,  les  Icrnics  "/.ol..  a  o.M 
il  ajoiilcr  il  o^  ,  les  rocrticieiils  A,  [x  (''laiil  iiidcli'i'iiiinrs  cl  dcvani  clic 
cliniiiics. 

()i-.  di'  ce  (|iic  nous  avons  dciiionlié  dan>  railicle  .">  de  la  Se. 'lion  l\ 
.le  la  I"  l'arlic,  il  s'cnsnil  ([ne  (dia(|nc  leriiic.  ((nnnic  /.ol..  peni  fe|H('- 
scnler  le  nioiiicnl  d'une  force  ci>ale  ;i 


cl  agissant  pcr|ie!iilicnlaii-cincnl  it  la  siiiface  doni  l'eiinalion  est  f/Lr—o; 
par  coiisc(|iiciit,  celte  locce  ne  ponrra  (■Ire  (pie  celle  ipii  vient  de  la  ré- 
sistance i|iie  la  sniTaec  op|)Osc  an  corps,  et  (|ui  est  ('^alc  ii  la  pression 
(|ne  le  corps  exerce  sur  la  snrfacc. 

\insi  le  coellicicnl  A  servira  ;i  di'-lerininer  la  pression  du  corps  sur  la 
siirlace  doiiiK'e  par  l'iMinalion  L  --o;  cl  si  le  cor|is  est  iiin  sur  nne  liimc 
donnée,  en  la  regardant  coinine  produite  par  rinlerserlion  de  dcn\ 
surCaccs  re|>rcsent(''es  par  les  eipiations  L  =  o,  >I  =  n,  les  deux  coidli- 
cienls  "/,  cl  ij.  serviront  ii  delerininer  les  |)ressions  (|nc  le  corps  exerce 
sur  celle  lii;iie,  pcrpendicnlairenienl  aux  deux  sniTaces. 


M.    Kn   général,  on   peut   assimiler  le   terme  Aol,  au   terme  c\  ;   cl 
comme 

oV  :^   l{  'j'r  -H  ()  0(|  —     .  . , 

K,  O.  ...  étani  les  l'orccs  (|ui  aj^isscnl  snivaiil  les  lii^nes  r.  (| cl  (|ui 

IcndenI  il  les  raccourcir:  si  I.  est  roiiction  des  coordininées  ;,  'y,  o,  on 
aura 
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et  les  termes  A -TT 7  ).',r'  ''^-    fxnriinoront  les  forces  (lui  résultciil  de 

ai         <r^        <)y  '  ' 

la  résistance  de  la  siirCarc  dont  ré(|uatiun  est  L  =  o.  suivant  les  direc- 
tions des  coordonnées  H,  ■},  o  i ';,  et  <|iii  (cndenl  ;i  diminuer  ci's  coor- 
données. 

Si  ré(jualioii  (le  la  surface  était  z  =  (i,  n  étant  une  conslanli',  ce 
(|u'on  |ii'ul  toujours  (ilitmir  jiar  le  choix  des  cooi'dounécs,  on  aurait 

.  oL oL  oL 

et  l'équation  relative  à  :  ^art.  3,  serait 

.  oT        oT      .       o\  

les  équations  relatives  au\  deux  autres  variables  ne  recevant  aucun 
chani>enient.  Ainsi  l'on  aura  tout  de  suite  la  pression  X  du  corps  sur  la 
surface  en  faisant,  dans  la  valeur  de  A, 

.  oT         ,   'jT         o\ 

4  :=  '7  el  di  :=0. 

(^ominr  l'application  de  nos  formules  t^énérales  n'est  sujette  ii 
aucuni'  difiiculté,  nous  nous  coutentcions  de  donner  un  on  deux 
exemples. 

§  I.  —   Drs  (iscillallons   (l'un  pendule  simple  de   /(>/t<;//ei/r  (loiinèe. 

l.").  Nous  prendrons  l'origine  des  coordonnées  dans  le  [xiint  <lc  sus- 
pension du  pendule,  et  nous  supposerons  les  ordonnées  ;  vcilicalcs  et 
dirigées  de  liant  en  lias;  mais,  à  la  place  des  coordonnées  r'ectauiiles  r, 
Y.  :,  nous  prendrons  un  rayon  /■  (|ni  sera  la  longueur  du  pendule,  avec 
deux  angles  y  et  o,  dont  le  premier  sera  rinclinais(m  t\\\  pi'nilnic  ii  la 

(  ')  Nous  avons  remarque  plusieurs  fois  dans  la  \"  Partie  que  ces  asserlions  sont  iroii 
absolues.  T'oir  les  notes  des  pages  38,  ( ,.  loi  et  1 1;».  tome  précédent.  I!  y  a  lieu  de  faire 
ici  une  ol)servation  analogue.  (J.  Brrimml  i 


IH'i 


MKCANIOI  ]•    AN  \LVTIOrK. 


v(Mli(:ilc,  cl  le  sccoiul  sciii  l'iini^lc  (|iic  le  jxmkIliIc  deciil  en   lourii;nit 
Jilltolir  (le  hl   M'ftiriilc.  On  ;mi;i  ;iilisi 

.r  — /■  sin  ^1/ cos-^,         V -^ /•  siii'L  siii  o,         c  -- /■  cijs'1>, 

et  l;i  (|iiiiiilil(''  T  (Icviciidr;!,  ii  ciiiisc  de  /•  coiishnil, 

„,  _  /■'-  (  siii-  '\i  d'^-  -t-  dh"  ) 

Il  ot  juin  d'dljscrvcr'  (|m'  l'aiiiilc  y  (|ii('  nous  ctiiployoïis  iri  csl  le 
roiiipiciin'iil  il  ()()"  de  l'aiii^lc  'l  (|iii'  nous  avons  employé  jns(|u'ici,  cl 
(|ui  rc|M'cscntail  l'undinaison  <lii  fayoïi  /sur  le  plan  lioi'i/.onlal,  au  lieu 
(|n"iei  il  rcprcscnlc  sou  inclinaison  ii  la  vcflicale. 

La  l'orce  H  Icndaut  au  ceulre  des  laviuis  /■  sera  nulle;  la  I'imm-c  (J 
pourra  cire  prise  pour  la  i;iavilé.  (|ne  in)ns  dcsii^ncrons  par  g;  cl, 
connue  (die  doit  ai;ir  p:irallidcrneul  ii  r(U'donnée  z.  cl  |Miur  auj^niculcr 
celle  ordouu(''c,  ail  lien  (]ue  la  lorce  O  est  ccusce  aii,ir  pour  diiuinin'r  la 
dislaiicc  y,  il  l'audra  l'aire 

dr/  =^  —  dz  =—  ^/(/-cos'i), 

eu  su|)posanl  le  ecnire  de  cette  force  éloii;uc  ii  l'intini.  Ainsi  l'on  aura 

siiuplcineiil 

o\  1=  —  i;  ô/'  cos  L  ^    li  /•  siii  'h  n'ii. 

Les  é(jiiations   relatives   ii   ■}   cl    -:.   devicudroul    doilc,   en    les   divisant 
par  r\ 


d-'li         siir|;  COS'l;  r/cp- 
dF  d? 

r/-(sin-'J/'/o) 
dfi  ~'^ 


-  s\n<\i  =:  o, 


La  seconde  de  ces  c(|ua(ious  a  pour  iutci^ralc 
sin-t}/  do 


di 


—  c. 


et,  la  salcurde  r/o  tirée  de  ctdlc-ci  étant  suhsiiluéc  dans  la  prciuii're. 
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elle  devient 


d-l       C^cos'. 
(If-  siiii= 


-  Sin'Jy  =  o, 


dont  l'intégrale,  après  l'avoir  nuiltipliée  par  2f/y,  est 


dY  _     <--     _,  g   o^'  -E 


('.  et  E  étant  deux  constantes  i|iii  dépendent  de  l'état  initial 
Cette  dernière  intégrale  donne  tout  de  suite 


di 


^m-LdL 


1/  ^E  -h  2  5  cos'i>)  ûn^b  -  C- 
et,  comme  on  a  par  la  première  do  =  -^^^tt'  on  aura 


iZdh 


n-j/ 1  /  (e  -  ^  cos-l)  sm'-l  —  O 


équations  séparées,   mais  dont   les  seconds   memhi'cs   ne   sont    inté- 
grables  que  par  la  rectification  des  sections  coniques. 

L'équation  en  /  et  -l  donnera  le  temps  (|ue  le  pendule  emploie  ;i  par- 
courir verticalement  l'angle  'l;  et  l'équation  en  ^  et  v  donni'ra  la 
courbe  décrite  par  le  corps  qui  ioi'me  ie  pendule,  laquelle  sera  une 
espèce  de  spii-ale  spliériquc.  Si  l'on  tait  rsiir]/  =  p,  on  aura  une  é(|Ma- 
tion  (|ui  sera  celle  de  la  projection  de  cette  spirale  sur  le  plan  hdii/.nn- 
tal.  entre  le  rayon  vecteur  p  et  l'angle  s  décrit  par  ce  rayon  autour  de 
la  verticale. 


IG.  Si  l'on  égale  à  zéro  la  quantité  sous  le  signe,  on  a  ré(|uation 

(E—  ^^  cos-i  j  sia-i/ —  C-  =  o, 

laquelle  donnera  les  plus  grandes  et  les  plus  petites  valeurs  de  l'angle 
d'inclinaison  -l.  Cette  éipiation,  ii  cause  de  sin-'i/  —  1  —  cos'-i/,  est  du 

\II.  l'A 


iS(i  MK<:\Mori:  analytioie. 

(l'oisil'inc  (Ic^M'r  rchidvciiii'iil  ;i  riiiconmii'  cosi/-,  rllc  aura  ddin-  une 
raciiii'  redit';  mais  il  rsl  i'arilc  de  vuii%  par  la  natiirc  <lii  pidlili'iiic, 
tjii'il  ne  pcul  V  avoir  un  niaxiiinini  de  y,  sans  (pTil  y  ait  en  iiiriiir 
temps  1111  minimum,  cl  ricc  n'/sa :  d'oii  il  suit  (|in'  les  li'ois  racines 
seront  nécessairement  ré(dles  '  ,  dont  deux  donneront  un  maximum 
et  la  troisii'mc  un  minimum. 

Désignous  jtar  y.  et  3  la  plus  i^rande  et  la  plus  petite  valeur  de  y,  on 
aura  les  deux  i'<|ualions 

(E—  ^  cosa  I  siii'-y  —  C-i:^  o, 

(  K  ^  ^^  coS|3  j  sin-.3i  —  C-=  o, 

les(|uelles  donuent 

2g{cosasin-3<  —  cosj3  sin-S) 


E  = 


C-  = 


/•(sin-^ —  sin'-st) 
!£:  sin-  y.  sin-  5(  cosj!  —  cosS) 


/■(sni-,:i-"  sur-;<) 
expressions  (|ui  se  réduisent  à  celles-ci,  plus  simples, 
_  _  2  e:  (  I  —  ces-  a  —  cos-  i3  —  cos  a  cos  5  ) 


/•(cosa  +  cosj3) 
igsin^a  sin- 3 


/•(C0S3t  -^  cosp) 


On  substituera  ces  valeuis   dans  ré(]nation   eu   cosy,   la(|uellc.  eu 
eiiangeaut  les  signes,  est  de  la  forme 

--  ces'  •i>-t-Ecos-'^  —  ^-^  cos  •]>-*-  C-  —  E  ^  o  ; 
/■  '  •         /■  ' 

et,  parla  nature  des  é(|nati(His,  son  premier  niemlire  deviendra 
-^  (cos'i;  —  ces  3!)  (cos'i  —  cos  3)  (  cos'i  -i-  cos:z  4-  cos  3  —  ^^  ); 


(  '  )  Cetlc  asserliou  est  inexacte;  le  polynôme  eu  eosi  ne  doit  jamais  changer  de  si.ïlie. 
cl,  par  conséquent,  eos'î<  doil  toujours  Otro  compris  entre  les  deux  mêmes  racines.  Il  eu 
résulte  (ju'à  l'une  des  racines  ne  correspond  ni  maximum  ni  miuinuim. 

(  y.  llcrtraiid.  i 
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oi'ttc  (|ii;intit(''.  prise  avec  le  sii;ii('  ~,  sera  identique  avec  la  ([iiaiilile 
(]iii  est  sous  le  siiîiie  dans  les  deux  dernières  écjuations  de  l'article  pré- 
cédent. 

Or  on  a,  en  réduisant, 

Er       I  -H  cos:«  cos3 


ros:z  —  cos: 


cos  y.  —  cos  3  ' 


donc  la  quantité  dont  il  s'agit  sera 

■!.-,,  ,  o    /       -:        I -(- cosa  cns5\ 

(coso  —  cosz  1 1  co>  o  —  Cl  (Si  I    cos^  — ^^^    • 

'■  '  .  ■  ■  \        .         çQg  y  ^  çQg  p  j 

17.   Supposons  maintenant 

cos}  =  cosrz  siii-cr  +  cos 3  cos'a-: 

il  est  clair  ([ne  la  valeur  ,3  de  •},  qui  est  supposée  la  plus  i)etité.  l'épou- 
dra  à  7  =  o.  2-,  \-,  ...,  et  que  la  valeur  a,  qui  est  la  plus  ijrande.  ré- 

jjondra  à  ^=  ^>  ~^  -^^  ••■,  -  étant  l'auLile  de  deux  droits.  On  aura 
ainsi 

cos'i/  —  COS 5!  =  ('cos^  —  C0S3!)  cos-c-, 

cos'i/—  cos^  =^  (  C0S5!  —  cos,3)  siii-s-, 

I        I -!- cos  3t  cos 3  _  j -^ -2  cosx  cos3 -i- cos-x  siii'-o- -i- cos^^  cos'-a 
cos  a— cos  3  cos  a  H- cos  3  ' 

d'ailleurs  on  a 

sin'W'J;  =  —  r/cos'i>  =  '.(cos  3  —  cos  s;)  si  117  cos  7'/-: 

donc,  taisant  ces  substitutions  dans  l'éipiation  ditlerentielle  en  /  cl  -l  de 
l'article  précédent,  elle  deviendra 


di  ^ 


2  f/s-y'cosa  -H  cos  3 


1/-^  (i  -f-  2  cos5ccos(3  +  cos"-o!sin-o--t-  cos^p  cos^o-) 

et  taisant,  pour  abréger, 

cos  a  -»-  cos  5 
2  +  4  cos  a  cos  3  -H  cos^a  —  cos-,:i 

2  =:  \'l  -î-  -/.-(COSp  —  cos  a)  cos  2  7, 


ISS  MECAMOl  E  AWLYTIOUK. 

elle  se  icdiiira  à 


//■   ■>.y.(h 


'''^\/ls~T 


lùisuilr  (Ui  iiiii'a 


(h 


l}-.^       sina  sinS         dt 


'/.  \  i  siii  :z  siii  j  r  (la  ih  1 

"  V  côïâH-"«)Si3  L('  -^  cos'L)i        (I  —  cos-})^;  I' 

oi'i  il  r;tii(li-n  siibslilucr  poiif  cos'l  sa  valeur  en  cos-^^, 

(■«si  -=  \  (cosa  -1-  coS|3)   i-  4((:oS|i  —  (■os;^)  cos  (t. 

I']ii  iiil(''i;i'aiil  ics  (''(iiialioiis  (l(>|)iii.s  o- —  o  jusqu'il  7=  " -,  on  aura  le 
l('iii|is  i'(  l'aiiiilc  lie  rDlalion  coiii|iris  ciilrc  le  poinl  le  plus  has,  m'i  l'in- 
cliiiaisoii  (lu  pcniluh'  à  la  vcrliralr  csl  ,3,  cl  le  [loinl  le  |)lii>  haut,  où 
l'inclinaison  csl  a;  mais  ces  intéi;ralii)ns  (lé|iciMlcn(,  en  licneral,  di'  la 
recliticaliiMi  des  sections  coni(|ucs.  Si  l;i  valeur  de  -^  comprise  entre  ces 
Aiixw  limites  de  n  est  c(unmcnsural»le  avec  -,  la  spiiale  dccrilc  par  le 
pendule  i'c\iendia  suc  (dle-in(''me  aprt's  un  certain  nombiN^  de  spires: 
mais,  si  (die  csl  inconiincnsurahle,  la  spirale  l'era  une  intinil(!' de  r(''vo- 
liilions  dillcrentes. 

I(S.  I,ors(|uc  le  pendule  \w  lera  en  lianicnr  (|uc  des  excursions  assez 
peliles,  de  mauic're  (|ue  les  angles  a  et  [i  dill'i'rent  |)eu  cuire  eux,  la 
dillérence  cos^  —  cdsa  sera  (dle-nj("Min'  assez,  petite  pour  (|ue  le  ra- 
dical X  puisse  se  réduire  en  une  S(''ric  couvcrgcnl(\ 

Supposons 

•/-(ces, 3  —  cosj;")  -=  si  11  2  y 


laiii;y 


I  -i-  lang'-y  ' 


la  roncli(Ui  1  dcvieinira 


i  -  cosy  y  1  -T-  tani;-y  -\-  1  lantîy  cos. 

La  fonction  irralionnelh» 

_  i 
(^1  -+-  tanii'-y  -r-  2  langy  cosjo-)   - 
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peut  se  réduire  en  une  série  de  la  forme 

A  —  lî  cos2!7  -+-  C  cos^'j  -i-  D  cosÔT  H-. . .. 

dans  laquelle  on  aura,  en  faisant,  dans  les  dernières  formules  de  l'ar- 
ticle 98  de  la  Section  précédente. 


9=2  S',  «=:l,  (7=  —  tangy,  Il  ^  -1  II  zzz 


1.3.Ï 

2.i.6' 


A  ^  I  -r-  II-  tang-y  -^  li-  lang'y  —  lï'-  taiig^y  -^  .  .  . , 
B  =  —  2  (rt  laiigy  —  un'  tang'y  -^  n'  n"  lang*-/  —...)> 
C  =  2(«'iaiig--/  —  nii"  lang'y  -h  /i"/;"' tang'y  — . . .  i. 

On  aura  donc,  en  substituant, 

dt—  l/-  -^^(A^BcoS2cr+Ccos47-...)^/cr, 
V    g  CCS-/ 

•t,  en  intégrant  de  manière  (|ue  l'intégrale  commence  où  t  =  o. 


'=\/; 


'■/ 


(A(7  4-  tB  siii23-  —  +C  siii47  —...). 


Hn  faisant  ^  =  ^'  on  aura  h'  temps  depuis  le  point  le  plus  liant  jus- 
(pi'au  point  le  plus  bas,  lequel  étant  nommé  T,  on  aura 


T^A- 

g  cosy 

Si  l'on  dénote  par  T',  T",  ...  les  valeurs  de  /  (|ui  répondent 

l-      .57- 


T'=3T,         T'=5T,     ...; 

d'où  l'on  voit  que  li'  pendule  remontera  toujours  à  la  même  bautcnr  au 
l)out  d'un  temps  égal  à  2T.  (|ni  sera  par  consé(|uent  en  temps  la  durée 
d'une  oscillation. 


1!»() 


MKCWIOl  i:    \N  ALVTIOI  i:. 


I'.).   ()n  |){'iil   ;iv()ir  ilc  la  iiirMic   nianièn'   l'aiit^lf  -^  (•(irr('S|)oii(laiil 

|(0Mr  cela,  on  fera 

cosS  —  cosa 
2  +  cosa  -+-  cosp  ' 

cosS  —  cosa 

c ^  :^  sinav, 

2  —  cosa  —  cos|i 
(M  l'on  aura 


H  cos'ji       (2  +  cosa  -h  cosl^i)  cos-/j.(i  +  laiig-p.  -+-  a  laiigjj.  cos3t) 


I  —  cos']>        (2  —  cosa  —  cos,5  )  cos-v  (I  +  Uiiij;-v  —  :>  lariLjv  cusi^-) 

Si,  dans  les  tiH'iiii's  lormiilcs  de  railicli'  98  (Scit.  VII),  on  fail  // 

on  a 

«'=  I,  /i  "=  I ,  ...  ; 

donc 

(i  -\-  tang-/j.  --  2  laiii;|acos2!7)~' 

—  (  A  )  -4 -  (  n )  cos 2 17  +  ( C )  cos  -4  cr  +  (  I) )  ces 6 cr  -1- . . . , 
oii 

(A)  :=  I  -h  lang-/Ji.  +  tang''p.  ;-  laiig'''/j.  h-. 


(B)  r=  —  2  langp.(r  4-  lang-/j.+  lang'';j:  4-. .  .) 


(C)  =  2  lang-/ji(i  -I-  Iang-/Jt  +  laiig''/j.  +..,): 


I  —  laiig-p. 

__         2  laiigjjt 
I  —  tang-|;;(. 

2  laiigfjt' 


I  —  laiigiA- 


Ainsi  l'on  aura 

(  I  t-  lang-|Ji  -I-  2  iang,ucos2o-)-' 

^  , -,—  (i—  2  ta  11  g /JL  C0S2C7  +-  2tang-;jtcos4!7  —  2  langea  cos  Go-  + 

I  —  laiig-fi 

Si  l'on  inulli|»iic  celle  série  par  la  siiivanle 

A  4-  B  cos  2 a  +  Ccos4cr  +  .  .  ., 

le  (iroduit  sera  de  nouveau  de  la  forme 

A'-t-  I{'cos2G-  -t-  C  cos  4  a'  +  . . ., 


...). 


cl  I  011  aura 
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Ou  aura  aiusi 


(i  —  cos'Vli        (■!  —  C0S3:  —  cosp)  COS-|'i.  cosy 

Ou  trouvera  de  même 


(\'—  B'cosss-  -T-  Ccos4c-  H-. . .  ). 


(1  —  cos'y)—       (3  —  cos:z  —  cos3)cos-vcos7 
où  Tou  aura,  eu  cliaugeaul  ;j^  eu  —  v, 

A  —  Blangv  -^  Ctang-v  -^  D  tang'v 


(,\'-+-  B'cosi?  —  C'C0S'(7  —...). 


A" 


I  —  lang-v 

Faisant  ces  ?ubstitutious  daus  la  valeur  de  r/o  de  l'artielc  17,  et  iiité- 
i^raul  de  inauii'i'e  (jU(>  z.  soit  éiral  à  o  lorsque  7  =  o,  ou  aura 

(        2  A'(7  ^  B' sinac- -i- tC' siii4!' -^- ■  •   i 


/.  \  2sni3!  sm^ 


(■2  -h  ces::!  —  cos3)cos-fxcosy 
\'c-oss!-t- coSi3  j  _  2  A"s--i- B"sin2o--H  |C"sin4c  —  . 


(2  —  ces  2  —  COS.-j)  cos-v  cosy 


En  taisaut  7=  -,  ouaura  l'angle  compris  entre  les  [ilaus  (]ni  [lasseiil 
pai'  la  verticale  et  par  les  points  le  plus  has  et  le  plu>  haut  de  la  courbe 
décrite  par  le  pendule;  et,  cet  angle  étant  nommé  •!>.  ou  aura 

»  7:A'z  \'2  sin  a  sin  3 


\  cosse  ^  CCS  3  (a  -r-  ces  a  -;-  cos,3)cos^;ji  cosy 

TrVzv'â  sinasinS 
V'cosa  -f-  cos3(2  —  ces 5:  —  cos3)  cos-v  cosy 

Comme  tous  les  points  les  plus  liants,  ou  les  sommets  de  la  eourite 
répondent  à  o- =  z>~'  -;'->  ■  '  *i  l'o"  dénote  par  <!>  ,  <I>  .  ...  les  va 
leurs  de  s  pour  ^  —  — <  -r'  •  •■  '  ou  aura 

<ï>'=.5«ï>.         <1>'=  j«P 
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Ainsi  l'iiiiiilc  ('(iiiipris  ciilic  deux  soinmcls  roiis(''ciilirs  cl   i'(''|)OihI;iiiI  à 
une  (iscilialion  cnlii'r-c  ilii  ncndiilr  sci"i  (''"al  ;i  ii'l». 


20.  lui  >ii|i|K)sanl  les  ani^lcs  7.  cl  [i  lii's  prlils  du  premier  ordre,  la 
(|iianlilé  eiis,3  —  eosa  sera  hvs  |>elile  du  second,  par  consc(incni 
l'angle  y  sera  anssi  lirs  pclil  du  second  ordre;  donc,  en  ne  néi;liii-eanl 
(|iio  les  ([uan(ilcs  très  peliles  du  (|uatrii'nie  ordre,  un  aura 


donc 


A  -   1,        cosy  =  i; 


cosa  -t-  coSti 


'V  f^  V  2  4-  4  cos  a  cos  (3  -+-  cos-  ot  +  cos^  (3 


cl  11  r  sera,  aux  (|ininli(és  dn  (|iKilri('ine  ordre  pri's,  le  lenips  de  i'oseil- 
lalion  enlière. 

Si  l'oii  nét;line  \,.<,  (|iiantilcs  du  secon<l  ordi'e,  cetle  valeui'  de  2'!"  se 

reilnil  à  ~\/„;  c'est  l'expression  connu(^  pour  la  durée  des  osciliallons 
(irs  petites  d'un  pendule  don!  la  loni^nenr  est/-,  et  où  l'on  |ieu(  l'aire 
i;  -^  1;  mais  l'analyse  précédente  lait  voir  <jue  cette  durée  esl  la  même 
(|U(dles  (|ne  scdcnl  les  oscillations,  soit  (]n'(dles  se  fassent  dans  un  |daii 
vei'lical,  soil  que  le  pendule  ait  en  mènii'  temps  un  monvemeul  de  lo- 
talion  autour  de  la  vei'ticale. 

lui  conservant  les  (|iiantités  du  second  ordre,  on  |)eut  simplilier  la 
l'ormule  précédente,  en  mettant  poui'  cosa  et  cos^  leurs  valeurs  appro- 
chées, au  (|uatriénn'  oi'dre  piJ's,  1  —  ^,  i  —  t^;  et,  en  négligeant  tou- 
jours les  teinies  dn  (|ualriéme  ordre,  on  aura  pour  la  durée  des  oscil- 
lations tii's  petites,  an  (|natri(Mne  ordre  pies,  l'expression 


Hî 


21.  l,(U'S(|ue  l'angle  [i,  (|ui  l'époml  an  |)oinl  le  plus  has,  esl  nul,  le 
pendule  reprend  toujours  la  siliialion  verticale,  et  les  oscillalioiis  se 
l'ont  dans  le  plan  vertical  ;  car,  eu  l'aisaiil  [i  -:  o,  on  voit,  par  la  l'ormule 
de  l'article  17,    (|ne  l'angh» -^  esl   nul  :  c'est  le  cas  (|ue  l'on  considère 
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onlinnircinciil,  cl  (|iii  :i  lien  loiih's  les  fuis  (|ir;i|iii's  ;i\oii'  clniiini''  le 
|iL'ii(lnlr  (!('  la  vrrlicalc  pai'  l'an^^lc  7,  dii  li'  laisse  iTloinlici'  sans  lui 
iloinici'  aui'Uiii'  iiii[iii!si(tii  :  mais,  |M)iir  [icil  ^\\\^•  le  pcinUilr  rrcoiM-  une 
iiii|uilsi(m  dans  une  ilirci-linii  (|iii  ne  rciicoiilre  pas  la  vi'i'licale,  il  l'era 
(ii's  oscillations  (.'Il  lurnic  de  nionvcnient  coni(|ne,  cl  l'ani^le  3  ne  sera 
pas  uni. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  suppose  aussi  (|ue  les  ani^dcs  y.  cl  j  soient  tirs 
|ielils.  cl  (|u"ou  iicLïliL;e  dans  nue  preuii('i-e  ap|>ri»\iniat ion  les  (|naiilitcs 
tri's  petites  du  sec(Mid  ordre,  (ui  aniM 


y  -  o,  A  =11 ,  I! 

'=^^^\,  A=., 


I  -T-  tanii-v 


'1'-     .        -.,      ('). 


et  -^«l»  sci'a  l'angle  a  la  vci'ticalc  coin]U-is  enti-e  deux  soninu'ls  cousi'cu- 
til's  de  la  coni'lie.  Donc,  si  le  rap|)orl  de  '/'_,  \\  a- -^  3"  est  lalninnel. 
l'angle  ;!•!>  aura  un  rapport  de  nonilire  ;i  uoinhre  ii  l'aniile  -  de  deux 
droits,  et  la  conrlie  décrite  pal'  le  pendille  ne  sera  rorniee  ipie  d'un 
certain  noiuhre  de  S|iii'es  (jni  re\  lendronl  les  nii'unes:  dans  le  cas  c(ni- 
traire,  la  conrlie  sera  une  espèce  de  spirale  conlinne.  .^iais  ces  coiiidu- 
sioiis  ne  sont  (|u'appro(diées,  et.  pour  a\oir  des  résultats  [dus  cxai'ts,  il 
t'andi-a  pousser  i'approxinialion  pins  loin,  au  ni  o  yen  des  smies  (|iie  nous 
avons  données. 

(le  proldi'ine  a  été  résolu  ancienueinenl  |iar  (Ihiiranl.  dans  les  .1/r- 
m<iii(S<ltr.\(<i(li))ii('(lcs  Sciciifcs.  de  l'aimi'e  i-i'i,  niais  d  une  inanii'rc 
moins  l'ompli'te  ;  et  les  ri'sultals  ap|iro(dies  ([ne  nous  vcnoiis  de  trouver 
s'aeciu-dciit  a\('C  les  siens,  en  l'aisanl  j  —  o  dans  rex|iressioii  de  T,  el 
3  =  a  dans  c(dle  de  <i'. 


l'i  Ccne  roramle  est   iae\^ii-lc.  M.  IJiM\ius.  i{iij   m  ,\  l.jîl    i-.iiuiii|ii('i-  ciilc  inaihi'il.mc 
de  Ija.çi'an.2e,  m'a  remis  le  calcul  rectilic,  ([iic  moils  rc|(ruiliiis()ns  a  la  lin  ilu  Vdliiiuc. 

,  ./.   lUrlrniul.  ■ 

XII.  !.:> 
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22.  K('>  iDriiiiiIrs  pr(''C(''ilciilis  mil  lien  liiiil  (jiic  l'iinglc  a  ililli'rc  de 
l'iiiiuli'  [j.  |i;ircc  (|iii',  (|ii('l(|iir  |M'lil('  (|iic  sdil  Iciii'  ilillV'i'ciici',  il  v  ;i  loii- 
jdiii's  iiii  maxiiniiiii  et  un  mi  iiiiniiiii  (hiiis  les  cxcui-sions  vi'itiralcs  ilii 
pciidiilc  ;  mais,  si  l'itii  a  rii^oiiiciiscmciil  7.  [i,  il  ii'v  a  |(lns  ilc  iiiaxi- 
miini  ni  de  minimum,  le  iicniliiii'  l'ormi'  luiijiini-s  le  m(''rnc  aiiiilc  aa\i'i 
la  vi'i'licali'.  et,  |iai-  ciiiisiMincn  I .  il  di'rrira,  dans  son  mouvi'mi'iit,  un 
conc  ;i   liasc  cinMilairi'. 

(icKr  siipjiosilion  csl  |)ossil)li',  |iari-r  ([n'alors  art.  Kicl  17  lai|naii- 
lilc  (jiii  est  sons  II'  radical,  dans  la  valeur  di' c//,  a  deux  l'arlriirs  c^aux. 
ros'I/  —  riisz:  de  sorlr  (|ii(',  |iar  la  liii'in-ic  ('\|hisi'('  dans  l'arliidi'  ÎS-î  ilc 
la  ScrliiMi  in'iTi'driih',  on  |ioniTa  '  toujours  l'a  ire  ros  !/  =  ri)>7.;  c'est 
le  cas  des  oscillations  coiii(|iies  ([lie  llii\L;ens  a  consideri'cs  le  pi-emier. 

Dans  ce  cas,  re(|natioii  (  ait.   'l 


J'  -    *—  --      /      ^"      ,// 


ll-'i         \'    /•çi)s:z 


o  =  /  i     — ^^^ —  ; 

lie  sorte  (|ne  le  lem|»^  d'une  i-evidniion  eiitii're  du  peiididc  sei'a  e\[irim('' 

'/•  cos  y. 
i»'"'-'-\/   ^— • 

Pour  (jiie   ce  cas  ait   lieu,   il  faut   donc   ([iie  le  pen  Iule   recoisi'   une 

vitesse  ani^ulaire  de  rolalion,  antoiii'  de  la  verticiile,  e\|irim(''e  jiar 

la(|Uelle  ne  di'|iend  i|Ue  de  la  liaiileiir  du  conc  (|iril  décrit . 

2'-i.  Si  le  iieinliile  était  mù  dans  un  milieu  résistant  comme  le  carre 
de  la  vitesse,  et  dont  la  densité  lut  e\|irimee  |iar  1",  il  l'audrail,  |(our 
avoir  les  é«|iialions  de  son  nuuivemiMil,  ii  o\  ajouter  les  leimes    art.  2 

(  '  I  II  faut  lii'C  :  on  (lc\  im  toujours  l'iiire  coS'}  =  cosa.  ('/.   licrtrantl.  i 
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cil  l'ciciiaiil  rcxpicssioii   (le   1'  de  l'urliL'li'   II,   dans  la(|iicll(W  es!  coii- 
>tant. 

Ainsi   1(111  anra  à  ajonlcr,  au  |ireniicr  niemhic  lic  la  prcnrÙTc  des 

('■(inatioiis  (lillV'rt'nliclli's  ili'  col  article,  le  terme — ,^  ^  cl  an  iiremicr 

,        .     ,  ,      ,  rsiii-i  rfî  ^/'-/ 

inenilirc  de  la  seeiuidi',  le  terme 7-; -• 

(ii- 

Par  l'addilinn  de  ees  termes,  les  équations  i[m  etaieni  intei^rablcs 
cesseront  de  l'être;  mais,  lorsque  la  lésistanee  est  tri'S  petite  ;i  l'ciiard 
de  la  foi'ee  de  la  i^ravité.  ce  qui  a  lien  dans  les  niouvements  lents  des 
corps  dans  lair,  on  peut  résoudre  ces  équations  pai' approximation,  en 
subslitininl,  dans  les  termes  dus  ii  la  résislam'e,  les  \aleurs  de  'l  et  o 
en  /  (|ui  ont  lieu  dans  le  vide,  et  en  elieiehant  les  petites  (|uantités 
(jue  ces  termes  tout  connus  ajouleront  ii  ees  mêmes  valeurs. 

I>es  deux  é(]uaîions  dont  il  s'aiiil  seront 


(/-■It       siu'L  c()sv!/(/-^- 
7/F  dT^ 


"  (II-    ~  ' 


r/^sin'-i'/o  )        l'sin-if/.vr/ï 


l.a  secitnde,  elant  divisée  par  - — rV-"   ''t  ensuite  intégrée,  ilonne 
'  <it- 

i  étant  le  nombre  dont  le  loi;arilhine  livperlioli(|ue  es!   1  . 

j-jisuite  la  premii'rc.  elant  multipliée  par  -iill  et  ajoutée  a  la  seeondi 
miilliplit'c  par  iw/s,  donne  riiilei;rale 


>IL'^  >iii-.L'/o- 


■  r  r<i: 


I-    I   lit- 


\\  (anse  de  /-  d-l'-  -r  siir'i/  (h-    --^  i/s-. 

.\in>i  l'on  ania  les  mêmes  éiinalioiis  dillérentiidles  en  /.  z.  et  'l  (|u"oii 
a  trouvées  dans  l'article   1  I .  en  y  substituant  (!i  '  '  ;i  la  place  de  ('..  et 

l"l ^    /   -.^  r/.v  il  la  place  de  E;  de  sorte  (jue  l'eUet  de  la  résistance  se 


(<»(i 
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rcdiiii'a  ;i  lai rc  viii'icr  ces  coiislaiitrs  dans  la  soliilniii  ^(•iirralc  iloniH'T 
[iliis  liaiil  arl.  |;i  .  iiii  iiiiii-.  n'aMins  |i(iiiil  m  ci^anl  :i  la  ii''si>(aiii-(',  rt 
(III  li's  rclalioM-,  ciili'c  li's  variaiilcs  ■]>,  -j  cl  /  (|(M\riil  sr  ilcilnirc  dc^ 
('■(liialions 


nr'j'h 


'/l-  C 


^(•os6^  K. 


Si  dune  (III  rci^ardc  les  (iiiantih's  C  cl  |{  cdiiiiiic  variaiilcs,  n'A  aura 


.>M'/v 


siir^y/E+^c(.s.> 
i/e-^  -^(îdS'j-siir^'L—  (? 

I.disijiic  le  |icndiilc  ne  fait   ((iic  des  nseillal  imis  vcil  icalcs,   nn  a  C.  ~  o 
cl,  par  (■iiiisc(|iicnl,  tls--ill\  r(''(|iiali(in  en  I']  devicnl  ahirs  iii(ci;ralil(', 

jI'.'.      ' 

etaiil    iiiiilli|dicc    par  i   '     :  rinh'i^ralc  csl 

1  V  ■•> 


\V\ 


{Y.}~-~   I   \  "'  ru>'!,,ri. 


V.    elanl  une  cdiislanlc  a rlii  1  ra  i  rc  (|ni  remplace  la  cdiislanle  |-].  deveiiin 
varialilc.  Or  on  Iromcia,  par  des  inle^ralions  par  parlies. 


i  '■'    (  s'nr. 


i    "       CdS'i;  (/•!,: 


4  r^ 


ildiie  dii  aura 


I-:  -  (  h:  M 


r'^',[ 


r^A  sni'L  -  -— ( 


(■'es!  la  valeur  ([u'il  faudra  siilislidicr  ,"i  la  place  de  |-"  dans  re(|ualidii 
diircrenli(dle  (jiii  ddiiiie  la  \aleur  de  /  en  y;  cl.  en  suppdsanl  le  cdclli- 
eienl  r  1res  pelil,  (in  aura  raeileiuenl  ralleralidii  prndiiile  daii^  la  \  a  leur 
du  (cnip>  /  par  la  resislancc  du  niilieii. 
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2\.    Dans  It^  cas  du  pi'iidiili',  eu  [U'ciianl,  i-oinnn'  nous  vouons  de  le 

l'airi', /•.  s.  Y  pour  les  trois  cooi'duiiniM's,  on  a  r(''(|iialioii  r  =  r/,  a  rlaiil 

i  loniiiKMir  doniHM-  du    iicndiilc:    donc    |iai-    l'arlidi'    li.    en    idian- 

cant  ;  en  /•.  on  anra  toiil  dr  siiilc   la  valonr  do  A.  (|ni  oxpi-iincra  la 

.  n'oc  avec  la(|nelle  le  lii  qni  reliml  le  coi-ps  sur  la  siii face  s|ilirri(|ne 

esl  ten<ln. 

Cette  l'orce  sera  donc  e\[iiiniee  par 

or  nilr        or 

en  snhstiluaiil  |Hinr  T  cl  N   leurs  valeurs  eoniplJ'tes 

/•-(f/'i--+- sill-'Jyc/-j- )  — '//■-  ,,  , 

r— ■ r^, — t  ^  =  — ir/cos-i/; 

el.  faisant  ensnite /•  constani,  on  ani'a  ainsi 

oT  o\'  _  r(d'l--^s\n--l(h-)  JX.  ^       .    ,,i 


0  c/i 
el.  par  (>onse(|uent 


(h- 


r['l]j-+  sin-i/c/o-) 


2T  _  V 


oii  l'on  reniar(|Uera  (|ne  2T  = //'■  ;ar(.   12  ;  de  sorte  (pie  la  tension  An 
111  qni  l'orme  le  pendule  sera  exprimée  par    -  -f-  p;cos|. 

Quand  le  pendule  se  meut  dans  le  vide,  ou  a,  par  le  même  article, 
e  étant  la  vitesse  lorsque  i  =  o, 

«-  —  ■'.  (  II  —  \"  )  =  c-  —  ■!  ir  /■  { I  —  cos'l/  )  ; 

et  la  tension,  desii,Miée  par  /.,  aura  pour  valeur 

/.  = ■  g  (  2  —  3  cos -i/  ) . 


'25.  Nousavons  su|>[)osé  jns(|u"ici  la  longueur  du  pemiule  invariaMe; 
mais,  si  cette  loni^ueur  variait  d'un  moment  à  l'autre,  suivant  une  loi 
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i-iiiiiiuc,  l'M  soi-lr  (|iit'  /■  IVil  une  Idiirlidii  domicr  de  /,  il  l'aïKlrail  iiliil's 
sii|)|)oscr  /■  \arialilc  dans  les  ('(jnaliDiis  dillrn'iiliidlcs  :  iiiai>  (ui  aurait 
(•iialriiiciit  0/'  =  o,  ('(lin III I'  dans  le  cas  de  /•  cimslaiil  :  ainsi  du  [Misera il 
les  ('(iiialioiis 


T 


l  >iii'- V'/o--^  dh-]  -+-  ili 


di- 


ri'(]iialii)ii  rrlali\('  il  /'  n'aurait    pas  lieu,   mais  1rs  deux  autres  drvicii- 
draiciit 

(1(1- (II)        /■- siirL  cos!,  r/o'  .     ,  ,/ -  siii-'Lr/o 

-^^ —-- — —    ~    :: /■  SlllO  =;  o,  Il T-T ^   r=;  o. 

(tr-  dl-  '  ■  dt- 


l'iiitiii.  si  le  iil  ([ui  suiiticut  le  ciiiiis  clail  (dasli(|ur  et  (•xlciisililc.  ci 
noiiiiiiant  I'  la  l'ori'c  avec  la((U(dl('  le  Iil  tend  ii  se  racciMiicir,  et  (]iii  m 
jMMit  rire  (|u'uiie  l'iMictidu  île  /',  il  n"v  aurait  ([u'a  ajoiiler  le/-  ii  o\  .  c 
y i\\\  aurait,  pniir  i'ei|uali(iii  ndalivc  ii  /■. 

(■/-/■         /■(  sill-'J;f/o--l- f/i-) 

■      '  '■—  H-  1"  —  gcosi  —  o. 


dr- 


dC- 


los  deux  autres  deuieuraiit  les  méincs;  et,  dans  rc  cas,  on  aurait  Ion- 
jours  i"iiiléi;rale 


T     r     \    ==  II, 


\   -^  l'Vdr~-i^rCi<^L 


«;  II.  /)ii  ///(>in-c///r/i/   (/'il//   corps  f/rsa/il   sur  une  surface  ijuclco/ujui 

(le   /l'io/ii/io/i. 


2().    L'axe  de  revoliilioii  étant  pris  dans  l'axe  des  -,  si  l'on  l'ail 

.;  ;  -  0  cos'y.  v  -;  o  .sjiio, 

--  sera  ral)scisso  et  ;  l'ordonnée  de  la  eoiirhe  ([ni.  par  sa  révolnlion 
auloiir  de  Taxe  des  aliseisses,  forme  le  solidi^  proposé,  .\iusi  l'on  aura 
une  é(|ualion  entre  r  et  p.  par  la(|nelle  c  sera  une  roiii'tion  donnée 
de  p. 
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si,  maiiili'iiniil,  on  siipjxiS!'  l'axe  des  z-  vcrlical  cl   les  oriloiiiiri's  r- 
(liii !;(''(>■<  lie  haut  on  lias,  on  aura 

_  f  (!y  ^  dç.' —  ih-  ^.      

cl.  [ircnaul  z  cl  -^  |M)Ur  les  ilciix  vai'ial)lcs  iiidépcnilautcN.  un  auia  loul 
lie  <uilc    ai'l.  1  I     les  deux  é(|ualious  ndalivcs  à  ei's  varialilcs. 


iir-        '  di"-         '  dt- 


0-  r/o 


Si  l'axe  des  ;  n'était  pas  vertical,  mais  incline  à  la  verticale  de  Tan^dc  y.. 
la  v.ilcur  de  T  dcuicurerait  la  nicnie,  mais  i-idie  de  \'  deviendrait 
—  il  ;  cosa  —  .(•  sina  ;  de  sorte  (|n'il  n'y  aui-ait  (|n"ii  (diani^cr  dans  la 
première  é(|ualion  i;'  en  Li'cosa.  cl  ajinilci'  ;i  son  premier  membre  le 
terme  ii  sin  a  cos-^.  et  ajouter  aiis<i  au  pi-eniier  mcmlirc  de  la  <ccMndi- 
le  terme  ^'  sina  siu  s. 

lui  1,'eneral.  (|mdque  cliaULicmcnl  (|u'on  l'as^c  ii  la  position  de  la  sur- 
l'acc  ou  de  la  liiiiic  sur  la(|nclle  le  cor[)s  se  meut,  la  valeur  de  !'  d'oii 
naissent  le-;  Icrmc'-  dill'crenliids  de  rc(|ualiiiu  ne  idiaui:c  pa<;  il  n'y  ;•, 
(|ue  ctdic  de  \  i|ui  dépend  de  la  position  de  la  surface  ou  de  la  liiiiie. 
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I.'iiii|iiirl;iiic('  (i  l;i  ililliciillr  de  (•(•Ile  (|iii'>liiiii  iii"('|ii;;il;('IiI  ;i  V  des- 
tiner une  Seeliun  il  |i;irt  el  ;i  la  liailera  fond,  .le  (hnineiai  (ralxinl  le> 
rorninles  Icn  jiliis  iienerales  et.  en  iiH'nie  teni|>>.  les  pins  siinples  |i(inr 
représeiiler  le  inniiveMient  de  rnlalMMi  (rnn  edips  en  d"un  svsleiiie  de 
r()i'|»s  aninnr  d'nn  pinnl.  Je  déduirai  ensuite  de  ces  j'iu'innles.  par  les 
niétliodes  de  la  Seeliun  l\  .  les  ecpialiuiis  nécessaires  pour  deterniiiiei 
le  niouvenient  de  l'utaliun  d'un  svsti'ine  de  eur|is  animes  par  des  l'urees 
(|lielcuiiipies.  llntiii  je  dunnerai  dill'erentes  applications  de  ces  e(|iia- 
tions. 

(Juui(|ne  ce  sujet  ail  depi  ele  Iraile  par  plusieurs  iiconii'ires.  la 
llii'orie  (|ue  niuis  allun,--  en  duiinei'  n'en  sera  pas  niiiins  nlile.  l)"nii 
l'ote,  (die  lournira  de  niiu\eau\  iinivens  de  resiunlre  le  priildiuiu' 
eélidire  de  la  iiilalidn  de>  c(M|is  de  iij^nre  (|ue|i-(ui(|ue  ;  de  l'autre,  (die 
scivira  ii  rappr(i(dier  et  réunir  s(Uis  un  iiK'ine  poiiil  de  vue  les  s(duti(Uis 
{|u'(iii  a  déjà  dunnees  de  ce  prdlili'nie,  el  (|iii  S(Uit  lunles  iondee:^  sui- 
des piiiicipes  dillei-enls,  el  présenh'cs  sous  diverses  l'uruies.  Os  s(M-tes 
(le  rapprocheiiu'iils  sont  toujours  insli'uctirs  el  ne  peuxcnl  <|u"(''lre  Iri's 
utiles  aux  pro^irs  de  TAnalyse;  ou  peut  iiKune  dire  (|u"ils  lui  sont  né- 
cessaires dans  l'elal  oii  (die  esl  auj(Mird"liui  :  car,  ii  mesure  ipie  celle 
science  s"etend  el  s'eniii  liil  de  uou\(dles  melliodes.  (die  (le\ieiil  aussi 
plus  c(mi|ili(|uce.  cl  Ton  ne  saurait  la  simplilier  (luCn  i^ciieralisaiil  el 
r(!'duisaul.  Imil  ii  la  l'ois,  les  melliodes  (|ui  peuNcnt  ('Ire  susceptildes  de 
ces  avantages. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

SIR    LA    ROTATION    P'iX    SYSTÈME    QIELCONQH"    DE    CORPS. 

§  I.   —    Formules  générales  rcUtlnes  (tu  ni<)U<.cuuiil   de  rotai iaii. 

Lo>  Ibnmilcs  (lilicrciUicllcs  trouvées  dans  la  1""  Partie,  |)our  ex- 
primer les  variations  ijuc  peuvent  reeevoir  les  cooi'données  (Tuii  svs- 
teme  queloou(jue  de  points,  dont  les  distances  sont  supposées  inva- 
riables, s'appli(iuent  nalurellenient  à  la  reeherclie  dont  il  s'ai;it  iei;  car 
cette  supposition  ne  l'ait  (ju'aueanlir  les  termes  ([ni  résulteraient  des 
variations  des  distances  entre  les  différents  points.  En  sorte  (|ue  les 
termes  restants  exprinieul  ce  (|ih'  dans  le  mouvement  du  système  il  y  a 
de  ii'énéi'al  et  de  commun  ;i  tous  les  [)oints.  abstraction  l'aile  <le  leurs 
mouvements  relatifs;  or  c'est  précisément  ee  mouvement  commun  et 
absolu  que  nous  nous  |)r()posons  ici  (rexaminer. 

1.  Reprenons  les  formules  de  l'article  .").')  de  la  Section  \.  (|ue  nous 
avons  trouvées  par  une  analyse  directe  l'ondée  uniquement  sur  la  sup- 
position que  les  points  du  système  cousei'vent  enlir  eux  les  nn''me> 
distances.  En  y  cliani.'eaut  la  caractéristique  o  en  d.  on  aura,  pour  le 
mouvement  absolu  du  système,  ces  trois  é([ualion> 

lie  — ,11  +  :■  d\\-  y,l^, 
dy  —  (l<j.^.rd\  —  z  ,IL. 
cl:  =d-j  —rdh  —rdM, 

dans  les(juelles  .f,  V,  ;  i-eprésentent,  ii  l'ordinaire,  les  coordonnées  de 
cliaque  point  du  système  par  rapport  à  trois  axes  fixes  et  perpendicu- 
laires entre  eux,  et  où  f/A,  d[x,  r/v,  r/L,  r/M,  r/N  sont  des  quantités  imle- 
tei'Uiinées,  les  mêmes  pour  tous  les  [xtints.  et  (jui  ne  dépendent  (|ue  du 
mouvement  du  systènu'  en  ticnéi'al. 

XII.  26 
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MKc  \M()i!i:  \\  \Lvnoui:. 


Soiont  MKiinlciianl  .r  ,  y' ,  r' les  ('(lorddniKTs  pour  un  point  ilétormim'' 
(lu  systi'nic:  on  aiiiii  donc  aussi 

dy' ^- diJ. -\- :r' (ly,  —  z  d\., 

par  consrfiuonl,  si  l'on  rcli'anclic  ces  forinulcs  des  pr(''r('ilrnlcs  et 
(lu'on  lasse,  poni-  plus  de  sini|iliril('', 

on  aura  ces  ('(|ualiiins  diili'i'cnl  i(di('s 

dl  —  :  d^\  —  rj  f/N.         d(,  --=-  ;■  rfN  -  ;  f/L,         ^/;  -  r,  dL  -  i  d\\ . 

dans  l('S(|U(dl('s  les  xarialilcs  ;,  tj,  'i  représcnloront  les  coordoniii'f's 
des  diU'éreiits  points  du  systi'ine,  prises  de|)uis  un  point  déterminé  du 
même  système,  point  (]ue  nous  nommei'ons  dorénavant  le  cc/iirc  du 
sy  sir  tue. 

(les  é(Hiations  étant  iiiu'aires  et  du  [werniei'  ordre  seulement,  il  suit 
de  la  tiiéorie  eonnne  de  ces  soi'Ies  d'e(|ualions  (jne.  si  l'on  desii;ne  par 
H',  ^",  ;'"  ti'ois  valeurs  partii'ulii'res  de  :,  et  par  r/,  //',  r/"  el  C.  ^".  Q" 
l(!S  valeurs  correspondantes  de  r^  et  i,  on  aura  les  intéi;rales  com- 
plètes 

i  —  ai,'  4-  /^ç''  +  cj", 

(I.  h.  r  étant  trois  constantes  arbitraires. 

il  est  clair  (|ue  ;'.  r/,  T  ne  sont  autre  (diose  (|ue  les  coordonnées  d'un 
point  (|mdcon(|ue  doum''  du  sysli'nie.  et  (|ne  de  nuMue  ^ ',  r/ ,  ^"  et  : '. 
y]'".  C'  sont  les  co(M'données  de  deux  autres  points  du  systi'ine  aussi 
dotiués  il  volonté,  ces  cooi'dounces  avant  leur  online  commnne  dan-; 
le  rciilrc  (lu  syslcnic. 

Ainsi,  en  connaissant  les  coordonnées  poni'  ti'ois  points  donnes,  on 
aiii'a,  |iar  les  lormules  |U'écé(lenles,  les  valeurs  des  coonlonnees  p(nir 
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loiil  uuivv  point  (Icpciiihiiil  (les  coiislaiiti'S  c/, />,  r;  mais  il  l'aut  cherclier 
les  valeurs  dr  ces  cDnstauli's. 

2.  Si  l'on  sup[)i)>(',  ce  (|ui  csl  permis,  (jui'  dans  l'état  initial  le>  tr(ii> 
points  donnes  se  trouvent  placés  dans  les  ti'ois  axes  des  eoordonnées 
el  il  la  distance  i  de  l'oriLnue,  il  est  clair  (lu'on  aura  alor> 


eo  (jui  donnera 


£"=  o,  r,"  -^  I, 

;'"— O,  r,'"— o. 


Ainsi  les  (]uanlit('s  a.  h,  r  ne  sei-ont  autre  chose  (juc  les  eoon!oiinée> 
d'un  point  (]uelcon(|ue  du  système  rapportées  aux  mêmes  axes.  Mais, 
par  le  mou\ement  du  système,  les  axes  de  ces  coordonnées  elianjient 
de  place  dans  l'espace,  en  deiueuiant  fixes  dans  le  sysli'me.  puis(|ue 
ces  cooi'données  sont  constantes  |)0ur  un  méuu'  point  et  ne  varient 
(jue  d'un  [loint  ii  l'antre.  La  position  de  leurs  axes,  dans  un  instant 
(|uelcouque,  par  rapport  aux  axes  imiuohiles  des  :.  r^.  1.  ne  dépendra 
(jue  (les  coeflicients  ?,  c  .  :  ,  r/,  r/',  ....  Kn  ell'et,  si  l'on  (ait  ù  —  o, 
r  =z  o,  ce  (jui  donne 


û  =:  «  :  ,  r,  1^  n  Ti  , 


el.  par  eonsé(jnenl. 


"=:\  -'---^r 


il  est  facile  de  voii'  (|ue  les  coelticieuts  :  ,  r,  ,  Z'  sont  les  cosinus  des 
aiiii'Ies  iju<'  l'axe  des  a  fait  avec  les  axes  des  ?,  r^,  Ç.  On  voit  de  même, 
en  supposant  (/  el  r  nuls  à  la  fois,  ensuite  a  et  b  mils  ensemble,  (jue  les 
coeftieienis  ;",  r/',  Z"  sont  les  cosinus  des  angles  de  l'axe  des  h,  et  les 
coeflicients  ç",  r/",  'Ç"  sont  les  cosinus  des  angles  de  l'axe  des  r,  avec 
les  mêmes  axes  des  ;,  ■/;,  Ç. 

■i.  (lomnie  ces  coefficients  représentent,  eu  général,  les  coordon- 
nées de  trois  points  donnés  du  système  (|u'on  a  supposés  distants  de 


•20'i  AI  !•:  (  :  \  M  (  )  ( 1 1:  \  n  \  l^  r  i  o  r  i:. 

rorii^inc  (riiiic  i|ii;iiilil(''  I  cl  |ilac(''s  ;iii  (•KiiiiiH'iircrncn (  sur  l(S  ;iX('s 
(li'S  (•(KM-iliiiiiK'cs  rcclani^lrs  a,  A,  r,  on  aiii-a  |)r('mii'r('mriil  ces  (rois 
(''(|iialioiis 

i,'-  +  ri'-  -t-  ;'-  =  I .  £"-  4-  ■(,"-  +  ;"2  —  1 ,  4"'2  H-  rj"'2  4-  ;'"-  -   I . 

iMisiiilc,  il  cause  (|U('  les  dislanccs  uiiitMcllcs  de  ces  points  soul  les 
livpotciiusivs  (le  (l'iaui^li's  l'eclani^le.s  iloul  les  eoles  soul   i,  on  aura 

(i'  -  ;"  )-4-  (r/  -  Y,"  )-  -4-  (Ç'  ~  r  )--=■!, 

(  ;■'  -  ;'"  )-  +  ( rj"  -  r/" )'-  h-  (  Ç"  --  Ç'"  )'  =  o  ; 
d'où  l'on  lire  ces  trois  é(|na(ious 

£';'-+-  ■o'rj'M-  ?'Ç''^  o,  i'i"'  +  'U  -i!"  -\-  ''!;'":=  o,  i"î"'-t-  'r,"ri''  —  '"J"'=i;  o. 

Ainsi  l'on  a,  entre  les  neuf  coerticienls  :',  ';",  ;",  r/',  r/ six  é(|ua- 

tioMs  (le  condition  [)ai'  lesijucdles  ils  se  réduisent  it  (rois  indétenniuées. 

'(.  Au  moyen  de  ces  é(|uatioiis,  les  expressions  générales  des  coor- 
données E,  rj,  v  de  l'ailieli'  I  salisl'oul  ;i  la  condilion  |)riniitive  (|ue  la 
distance  entre  deux  points  (|iielcou(|ues  du  svsd'uie  demeure  inva- 
i'ial)le.  l']n  eU'et,  si  't.  /j,  'Ç  sont  les  coordonnées  d'un  de  ces  |)oiiits,  et 
;,,  Tj,,  C,  les  coordminées  d'un  autre  |)oint,  le  carré  de  leur  dislauee 

sei'a  l'xpriiiié  |iar 

(;-:,)=-h(ï)-rj, )-+(--:,)-; 

e(  Si  l'on  désigni'  [lar  (/, ,  h^ ,  (\  les  co(U'donn(''es  reladves  aux  axes  des 
c/.  I),  r  pour  le  second  poin(,  on  aura  les  valeurs  de  ;,,  ■/),,  'Ç,  en  clian- 
goant  (I,  h,  c  en  r/, ,  A, ,  r,  dans  celles  de  z,  -q,  'Ç. 

Faisan!  ces  siilisddilimis  dans  l'expression  précédente,  e!  ayant 
égard  aux  six  é(|na(ioiis  de  cruidilion,  elli'  se  réduira  ii 

el  sei'a,  par  consé(|nenl ,  constante  pendant  le  mouvement.  l)'oii  l'on 
peu(  conclure  que  ces  six  é(|uations  de  conilition  sont  les  seules  néces- 
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maires  pour  faire  en  sorte  ([iie  la  position  respective  des  diiïerenls 
points  (lu  système  ne  dépende  que  des  constantes  a,  A,  r,  et  nullement 

des  variables  S'.  "/]',  T 

Au  reste,  il  est  clair  que  les  coordonnées  i,  r^  'C  ne  sont  (|ue  les 
translormations  des  coordonnées  a,  h,  <\  et  que  les  six  é(juations  de 
condition  sont  le  résultat  de  la  condition  iiénérale 

c'est  ce  qu'on  voit  par  la  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  de 
l'article  15  de  la  Section  111  de  la  T'"  Partie,  dans  les(|uelles  les  coor- 
données r.  V,  z,  .1-',  y,  :'  répondent  ii  H,  r^  Z,  a,  />,  r,  et  les  coefti- 
cients  a,  ,3,  y,  a',  |i',  y',  k",  3",  y"  répondent  ii  :'.  ;",  ;  ',  rj',  -q",  r^', 

5.  Si  l'on  ajoute  enseniMe  les  expressions  de  :,  r,,  '1  de  rarti(de  I. 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  pai'  :'.  r/,  Z',  ensuite  par  :", 
r/',  Z",  et  enfin  par  H",  r/",  Z"\  on  aura  tout  de  suite,  par  les  é(|uations 
de  condition  de  l'ai-ticle  '5,  ces  formules  inverses 

a  =^  il'  -f-  -fi-ci  -t-  jr, 

/'  =  iî"—  r;r/''-ï-  rr', 

et  ces  valeurs  de  a,  h,  c  étant  substituées  dans  ré(juation 

£-  -H  r/-  +  ;-  =  «2  -h  />-  -+-  c-, 

(jui  doit  avoir  lieu,  (|nelles  que  soient  les  valeurs  de  ç,  v],  Z.,  donne- 
ront, par  la  comparaison  des  termes,  ces  nouvelles  é([uations  de  c(hi- 
dition 


0  -   =  I , 


rj';'-+-fi"r'H--o"'r": 


lesquelles  sont  nécessairement  une  suite  de  celles  de   l'article   .'5, 
puisque  les  unes  et  les  autres  résultent  également  de  cette  condition 

générale 

î"  -f-  -fr  -f-  ~-  =  a-  -t-  i-  -T-  c-. 


2()(i  M  K  C  A  M  (  M  i:    A  N  A  L'\  T I  O  {  K. 

(').    Mais,  SI   i"i»ii  clicrclit'  ilircrlcmciit  1rs  viilciirs  de  a,  A,  r  par  la 
l'rsoliilioii  (les  (MiiialiDiis  de   l'arliclc   I.  on  aura,  (rapi'i's  les  loi'iiiuh's 

('(HIIIIK'S, 

_  £(■(•)"?'"—  r,"'C")  -+-riCCt,"'—K"'i")  +  ï(ç"rj"'— t"'ri") 


k 

U^'-n'" 

—  ;"'-o')  4-Y)(>'r'— i"'^)-^C(r)'ç"' 

-Vç') 

A 

' 

t(-n':" 

—  Y)"Ç')  +ir)(;'ç"  — rï')  +  Ç(;'r,"- 

-;"ri'') 

■n  supposa  ni 


r/    —  :;  ;  Ti   H-  ri 


Ci'S  expressions  doivent  donc  l'Ire  identi(|nes  avec  c(dles  de  l'artiide 
précédent;  ainsi,  en  comparant  les  coertieients  des  <|uanLilés  H,  r,,  Z,  on 
anra  les  é(|nalions  suivantes  : 

Ti'T' —  ■/)'"?"  =  /»;'',  K"i"'  —^"'c''--  kr,',         ;;■' Y/'"— 4'"  r/"  = /.-;', 

'1'  r   —  r/'  r  itt:  /,  2'",  ^'  ^''  —  ^"  ^'  r-  /y/",  -"  Y,"  —  f  y/  -r  /,;'". 

Oi',  si  l'on  ajoute  ensenilile  les  carrés  des  trois  j)reniières,  on  a 

{■n"V—  Y,"'r)M-  (■;";'"—  ?'";")--(-  (i"Yj"'—  ï"'r;"  )=  —  /.2(:'2-u  ri'^-t-  T'); 
le  premier  menihre  peut  se  mettre  sous  cette  forme 

(;"-+  Yi"M-  r'-)  (:'"'--^  Y,"''-4-  ;'"-)  —  (ç"î"  4-  ■("■("' -\'  ;"'"")-; 

donc,  par  les  e(|uations  de  condition  (!(>  l'aitiele  3,  cette  équation  se 
réduit  ;i 

I  TTZ  A-,  (I'im'i  /,     —  ±  I  . 

INini'  savoir  le(]uel  des  deux  sii;iies  on  doit  prendre,  il  n'y  a  (|u';i 
considérer  la  \aleur  d(>  k  dans  un  cas  |)ai'ticulier:  or  le  cas  le  |diis 
simple  est  ccdui  où  les  trois  axes  des  cooi'données  (t,  A,  r  coïncide- 
raient avec  les  trois  axes  des  coordonnées  %,  v],  i,  au(|uel  cas  on  aurait 

i  =^  (Y,         ■(,  :^  b,         J  =;  c, 
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et,  par  conséquent,  par  les  formules  de  l'article  I . 

;'^^  I  ■        ■''1"=  1 ,        r"  =-  f . 

et  toutes  les  autres  (juantités  ^",  ^'",  ...  nulles.  En  faisan!  ces  substi- 
tutions clans  l'expression  générale  de  k,  elle  devient  1.  Donc,  ou  aura 
toujours 


7.  Comme,  entre  les  neuf  indéterminées  ^',  ;",  ^"■,  tj',  r" ,  r{' ,  'i' ,  '~" , 
"C  il  y  a  essentiellement  six  équations  de  condition,  on  [iciit  réduire 
toutes  ces  indéterminées  à  trois:  et  il  suffirait  d'y  réduire  les  six  H',  H", 
r/,  T,  ',  'i' ,  'C" ,  par  li"  moyen  des  trois  équations  de  conclition 

;'--Hri'^-|-;'-=:  I,  ç"- H- ■/)"=+?"-=  I.  ;'4"4- n'Yi"-!- Ç'Ç"=  O, 

puisque  les  trois  autres  H",  r/",  C"  sont  déjà  connues  en  fonctions  de 
celles-là  par  les  formules  précédentes. 

Mais  cette  réduction  se  simplifie  beaucoup  en  employant  les  sinus 
et  cosinus  d'angles;  on  peut  même  y  parvenir  diiceteun'ut  par  les 
liansfoi-mations  connues  des  coordonnées. 

\\n  elfet,  puisque  H,  •/],  T  sont  les  coordonnées  rectangles  d'un  point 
(]ueIcon(|ne  du  corps  jiai'  ia])port  à  trois  axes  menés  par  son  centre 
parallèlement  aux  axes  fixes  des  coordonnées  a-,  y,  :-,  et  (pie  n,  h,  c 
sont  les  coordonnées  rectangles  du  même  point  par  rapport  ;i  trois 
autres  axes  passant  par  le  même  centre,  mais  fixes  au  dedans  du 
corps,  et,  par  conséquent,  de  positions  variables  à  l'égard  des  axes 
des  ^,  r,,  C,  il  s'ensuit  que,  pour  avoir  les  expressions  de  H,  •/],  'C  en  a, 
h,  r,  il  n'y  aura  (pi'ii  transformer  de  la  manière  la  plus  générale  ces 
coordonnées  dans  les  autres. 

Pour  cela,  nous  nommerons  m  l'angle  (jue  le  plan  des  (•(lordonuees  a, 
h  fait  avec  c(diii  des  coordonnées  H,  r^,  et  'l  l'angle  (]ue  l'iiitersectioii 
de  ces  deux  plans  fait  avec  l'axe  des  ;;  enfin  nous  désignerons  par  ç. 
l'angle  que  l'axe  des  a  fait  avec  la  même  ligne  d'intersection  :  ces  trois 
(piaiitités  co,  •];,  'j  serviront,  comme  l'on  voit,  à  déterminer  la  position 
des  axes  des  coordonnées  a,  h,  <■  relativement  aux  axes  des  coordon- 
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lires  i,  •/],  Z:  cl,  p;ir  (■(iiis(''(|iii'iil,  on  pourrii,  |i;ir  Iciii'  iiioyi'ii,  ('\|iriiii('i' 
ces  (Icriiii'i'cs  cil  roiiclidn  des  aiilres. 

Si,  pour  (ixcr  les  idées,  on  iiinii^iiie  ipic  le  coi|is  pioposé  soil  l;i 
Terre,  (|iie  le  phiii  des  i^/A  soil  celui  di'  r(''(|ii;ileiir,  cl  (|iic  l'iixc  des  a 
])iisse  |);ir  un  inéridien  doiiiK';  (|ne,  de  |iliis,  le  phiii  des  îr,  soil  celui 
de  rccli|)li(|ue,  cl  (]ue  l'axe  des  î  soil  dirii;c  \'ers  le  |>reiiiicr  |ioinl 
(VArics.  il  esl  chiir  (|ue  l'aiii^U'  m  deviendra  rolili(|nile  Ac.  recli|ili(|ue, 
<|iic  l'angle  '\j  sera  la  longilnde  de  rc(|uiuo\e  d'auloimie,  ou  du  mciid 
ascendanl  de  ré(|ualcur  sur  rcidi|)li(|iic,  cl  (|nc  -j  sera  la  dislaine  du 
méridien  donné  ;i  cet  é(juiiioxc. 

\'A\  général,  o  sei-a  l'angle  (|ue  le  corps  dccril  en  lournaiil  aiilour  de 
l'axe  des  coordonnées  r,  axe  (|u'(>ii  |HUirra,  ii  cause  île  cela,  a|ii)eler 
siiiiplciiient  Va.rr  <Iii  (-(irps :  tjn"  —  m  sera  l'angle  d'inclinaison  de  cel 
axe  sur  le  plan  lixe  des  coiu'données  H,  r,  ;  cl  -y  —  cjo"  sera  l'angle  que 
la  projeclion  de  ce  nièiiie  axe  l'ail  avec  l'axe  des  coordonnées  5. 

(iela  posé,  supposons  d'alHU'd  (]uc  l'on  change  les  deux  cooi'don- 
iiées  (I,  h  en  deux  autres  a',  //,  phici'es  dans  le  inéiiie  |tlan,  de  telle 
inanii're  (|ue  l'axe  des  d'  soit  dans  l'inlcrsccliou  des  deux  |ilans,  et  i|uc 
celui  des  //  soit  perpendiculaire  ii  celte  intersection;  ou  aura 

a'  ---  (1  CDsy  —  b  sin  o,  //  =:  //  eoso  -l-  '/  >iii  y. 

Supposons  ensiiile  (|ue  les  deux  cooidonnées  //,  r  soieiil  (  liangées 
en  deux  auti'cs  A",  r'.  doul  riiiie  //'  soit  linijours  perpendiculaire  à 
l'iiilerscclion  des  plans,  mais  soil  placée  dans  le  plan  des  ;/p  cl  doul 
l'antre  r'' soit  |)erpeiidiculaire  ;i  ce  dernier  plan  ;  ou  Ironvi'ia  |>areille- 
inent 

l'"  =;  //  COS',]  —  (■  silW.),  c'  =:  C  COSf.l  +   /''  sill'il. 

lùiliii,  supposons  encore  que  l'on  change  les  coordonnées  c/',  A",  qui 
sont  di'ja  dans  le  plan  des  ^r^,  en  deux  aulrcs  a  ,  />" ,  placées  dans  ce 
miMiie  |dan,  mais  tidies  que  l'axe  des  a'  coïncide  avei'  l'axe  des  ;:  on 
Irouvei'a  de  la  même  manière 


n"^z(i'cos<l —  b'siwl/,         //"  =  //"  cos'i -f- r/ siicL. 


SECONDE   ['ARTIE.  -  SECTION    l\. 


•20!) 


Et  il  est  visible  (jlic  1rs  trois  roordonnées  a  .  h  .  '■' simuiiI  I;i  iiirMiic 
chose  que  les  eooi'dorinées  î,  r,  C  puisqu'elles  sont  rnnpoitées  iiu\ 
mêmes  axes;  de  sorte  (iiTen  substituant  sureessivemeut  les  valeurs 
de  (/  ,  // .  h' .  ou  aura  les  expressions  de  r,  r,.  'C  en  a,  h,  r.  l('S(|iudl('S 
se  tnuivercMil  de  la  même  l'orme  que  celles  de  l'ailiidi'  I,  en  supjiosaut 

£'  =  ^  cos-j  cos'y  —  sino  siii  i  los'.i, 
l"  = —  siii-j  cos'L  —  coso  <\\\l  cos'.i, 
1"  =  —  sini  siiioi. 

r,' =  ^  cos'^  sin-y  —  siii---  cos-icos'.i, 
r,  ■  =  —  si  11  9  si  II  L  ^  cos  o  ces  'i  cos  m, 

T,'"=—  COS.I/  siu'.i, 

r  =:  —  si  11  9  si  11  ',>, 
V  z=.  -^  cos-j  siii'j), 

r"  -=  —  cos'.). 

Ces  valeurs  satisfont  aussi  aux  six  équations  de  condition  de  l'ar- 
ticle 3,  ainsi  (|u';i  celles  de  l'arliide  ."),  et  résolvent  ces  e(|iialions  dans 
toute  leur  étendue,  puis(iirclles  renrermeut  trois  variabb's  indclciiui- 
nées  ç,,  -l.  oj. 

En  substituant  ces  valeurs,  les  expressions  des  co(n'douuées  i,  y,  'i 
deviennent  |)lus  simples;    mais   il  csl   iililc  d"v  conser\er  les  roclti- 

cieuts  ;',  r/,  'i' puni'  maiulenir  la  symciric  dans  les  formules  et 

en  faciliter  les  réduclious. 


8.  Comme  les  (|natitités  ;',  r/,  'Ç  sont  des  valeurs  particnlii'rcs  de 
ç.  r^,  w,  (dles  doiviMit  satislairi'  aux  é([uatious  diirereiitielles  de  Tar- 
tirli>  I  entre  ces  dernii'res  vai'iables;  ainsi  l'on  aura 

f/4'=;'^/M -r,'./\,         'h,-~i  </\-:  </L,         >/:'=  r,'  dL^  i  ,/\]. 

cl  l'on  aura  de  même 

d^"  =  :■  d\ï  -  r,  ./\,       df,-'  =:;  -;  d\  ^  r: ■  dL.       d:'  --^  r/  d].  -  ;  dM, 

dr  =  rdM  -  r.~d\,         dn"  =  rdS  -  Z'dL,         d:~=zr:dl.  -  rdW. 
XII. 
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De  l;i  011  |i('iil  lircr  raiilciiicnl  les  valeur^;  des  (|(Kiii(ilrs  r/l.,  f/.M,  r/.\ 

en  loiiclidiis  (le  i',  r/,  'Ç ,  ç" lui  cH'cl,  si  l'un  ajuiilc  ciisciniilc  les 

vali'iii's  (le  i/l'.  <l'i" ,  dÇ",  apri's  les  avoir  iiiiil li|il icrs  |kii'  /,',  r,  ,  Tj".  on 
aiii'a,  cil  vertu  des  ('(Hialioiis  de  coiidilioii, 

On  ItdiiVL'ia  df  iiiriiic,  en  iinilli|)lianl  dz  ,  f/;",  r/i    par  .1',  T ,  T,  et  c/y;'. 
d'S  ^:  ;'  r/ci'  4-  ^  "  di\'  -T-  £"  f/ri'". 


A yaiil  ainsi  les  valeurs  de  r/L,  r/.M,  r/.\  en  Ibnetious  de  "J ,  '1",  ". 

si  Ton  V  suhsliliie  les  valeurs  de  ees  dernii'res  (|uantilés  en  l'oiiclions 
des  ani^Ies  ç-,  •];,  oj  ^aI■|.  7).  on  aura,  a|)ri's  les  réduelions,  ei's  expres- 
sions assez  simples 

d\j  "  siiri;  sillM  d^j    f-  COS'l/  c/m, 
(/M  =  —  cos'i;  siii'.i  d-j  -7-  si  ni  (/',K 
(fN  =  eosr.)  d'j  -T-  dh. 

'.*.  L'axe  autour  du(|uel  le  s\>tènie  peiil  tourner  en  (lecri\anl 
Taiii^le  ç.,  et  donl  la  position  di'pend  des  deux  aiiLi'Ies  -l  et  fo.  est 
supposé  lixe  dans  le  svsli'iue  el  inoliile  dans  l'espare;  mais  nous 
avons  vu.  dans  la  Seelion  II!  de  la  1"  i'artie  >  arl.  I  I  el  12  .  qu'il  \  a 
toujours  un  axe  aiil(Mir  dininel  le  systi'me  tourne  J'éidlement  dans 
eluKjue  instant,  el  ipie  nous  a\(ins  nommé  (de  mstunlcuic  dv  ntliitioii. 
'lu  peut  déterminei'  aussi  la  positi(ui  iustaiitaiiée  de  cet  axe.  ainsi 
ipie  l'aui^Ie  él(''meiilaire  de  la  rotation  ,  par  des  angles  analoiiues  aux 
aniiles  y,  (0,  'j,  el  (|ue  nous  désiguei'ons  par  'i/.  oj,  o;  ear.  les  expres- 
si(Mis  de  r/L.  (/M,  d\  étant  i;énérales  pour  telle  position  (|u'on  veut 
de  l'axe  de  rolalioli  o.  (dies  auroni  lieu  aussi  pour  l'axe  inslanlané  de 
rolatimi  en  v  (diang'eaul  ■^.  co.  o  en  'l^.  to,  c.  .Mais.  eomui(>  la  propriété 
de  ce  dernier  axe  esl  d'être  inimohile  pendant  un  inslani .  il  l'audia  que 
les  dillërenlielles  d\,  (/m.  dues  au  eliaiiiiciueut  de  position  de  cet  axe. 
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soient  nulle?:  île  sni'le  ([u'oii  aura  |uiui'  l'axe  dniit  il  >'■A'J^\ 

<\\\  -Ij  >in'.)  '/y  =  d\., 

cos  ,!>  siii  ',)  d'^  =  —  d\\ , 

cosoi  dj  =  d\  ; 
«l'oii  l'on  tii'e 


d'^-^^d{J^d\\-~d\-; 


eVst  ran!.'le  île  la  rotation  instantanée  (]iie  nous  avons  dénoté  pai'  d') 
dans  reiidroit  eité  de  la  I"'  l'arlie. 

On  aura  ensnile  la  position  de  eet  axe  |iai'  les  deux  angles  co  et  i  : 
mais,  pour  le  rappoi'ter  aux  axes  tlxes  des  ç.  r,,  "-,  il  sul'til  de  cousi- 
déi'ei'  (juavant  pris  l'axe  des  r  pour  l'axe  de  rotation,  on  a.  poui'  tous 
les  points  de  cet  axe.  a  =  o.  h  =  o:  doue,  si  l'on  désii^ne  par  ;,  r^,  - 
les  coordonnées  ([ui  répondent  au  |)oint  cu'i  i-  est  ('-^al  \\  i,  cl  <]ui  sont 
en  même  temps  les  cosinus  des  ani,des  (|ue  l'axi'  de  rotation  l'ait  avec 
les  trois  axes  des  r.  r^,  "-,  u\\  a.  |Kir  les  forninlcs  de  l'arlicle  S, 


''  ~  dZ  ' 


dZ 


Kn  l'Il'el.  ces  valeurs  de  \.  r,,  'l  rendent  nulles  celles  de  leurs  dillé- 
rentielles,  comme  on  le  voit  par  les  formules  de  l'article  I.  ce  (|ni 
e>l  la  i)ropriété  de  Idus  les  points  de  l'axe  instantané  de  rotation,  et 
par  latjncdle  nous  avons  déterminé  cet  axe  dans  la  Secliun  III  di?  la 
!"■  Partie. 

On  voit  pai'  lii  f]ne  les  (|uautites  dL,  d'SX,  d\  répondent  exactement 
aux  angles  de  rotation  (|Ue  nous  avons  dénotés  par  (^/y,  r/co.  f/-^  dans  la 
Section  (|ne  nous  venons  de  ciler.  et  (|ne  nous  avons  conservés  dans  la 
Section  III  ei-dossus. 


10.  Si.  maintenant,  on  sui)slitue  ces  mêmes  valeurs  de  ;.  t^,  "  dans 
les  expressions  générales  de  a,  h,  r  de  l'artiide  .">.  à  la  place  de  H.  r,,  "-', 
on  aura  les  valeurs  des  coordonnées  n.  h.  <•  (|ui  répondent  à  l'axe 
instantané  de  rotation,  et  (jue  m)us  désignerons  par  d.  h.  <■.  Ainsi. 
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en  (aisaiil.  pour  alirriicr, 

JO   -   ^'  </L   ;   y,'  -/M  -r-T  ^/N. 
^/li  =:;:"'(/L-i-r/'V/M    -:"V/\. 

ce  (|ii!  (Idiiiic.  |)ar  les  ('■(|iiarKiiis  de  coiulilioii  ilc  l'arliclc  ."), 

,/l"  -H  (/O^  -r  c/li-  =  </\.-  -r-  </M-  ^  (/N^  -  d-S'  , 

on  aiii'a 

-        ^P  y       ,IO  -       d\\ 

ri  '^^    — ^  >  /'  :^    —^  ;  f  =;   — —  ) 

f/ç  (/cp  c/y 

('X|»r('ssions  ciitii'iciiH'iil  sciiililahics  ii  ccllrs  des  E.  r,.  C^  dans  les- 
i|ii('ll('s  on  voil  c|ur  les  (|iianli(i''s  r/l',  r/O,  (/K  ('  i  rrpondcnl  aux  (|nan- 
tilrs  </],.  (/M.  (/S.  Va  CCS  \alcnis  de  a.  ù.  r  sci'onl  paieillcincnl  les 
cosiiuis  d('s  angles  (|ue  l'axe  de  rolalion  fait  avec  les  axes  des  coordon- 
nées (I.  A,  r. 

II.  Pour  avoii'  les  valeurs  de  (/!'.  i/i),  t/W  expriiiiees  par  les 
variables  E'.  r/,  Ç,  ^",  ...,  il  ne  s'agira  (|uc  de  siilisliluer  ;i  la  |)lace 
de  t/\,,  (/y\,  t/'S  les  valcuis  données  dans  l'ailicle  S.  .Mais,  pour  ohleuii' 
les  f'oruiules  les  plus  simples,  il  conviendra  de  nielire  ces  deruii'res 
valeui's  sous  la  f'oruic  suivanle,  (|ui  esl  e(|uivalenle  ;i  celle  de  l'arlicle 
cité  eu  \('rlu  des  é(|ua(ions  de  coudiliou  données  ii  l'article  ;">, 

■.!  d\^  ---  -fi' d'Ç'  -^  Y,  ' dt'  -î-  -fi"' d^'"  —  'Ç'  dr,  —  J  di,  --  T  d(i\ 
■i  f/M  —  K'  dt  4-  X"  dç"  -4-  ■Ç"  d'i^"  —  l'  dC  —  ;"  dX"  —  t"  dÇ, 
■?.  d'S  -^=  l'  r/rZ-T-  ç''  r/Y/''+  ^"'  drf  —  t,'  dl!  —  y,"  c/î"  —  -/i  '  (^4'". 

On  aura  ainsi,  en  substituant  e(  ordonnant,  les  termes 

2  rfP  =l-h  (4'  r,"—  Yj'ç"  )  c/J"  H-  (;'  Y,"  —  y/^"'  )  (/;" 
—  (  Ç'  t"  —  r  V  )  f/Yj"-l-  (T  ç"  ~  l'  K'"  )  dri" 
+  (y/Ï"  —  r-o")  <■/;■"  -+-  (yi'C""  —  Ç'  y;'")  dç": 

{')  Il  f;iiil  liioii  rcmaniupr  (11.1c  Lagraii.m'  ilrlinit  iii  les  quaiililés  t/P,  r/Q.  r/li,  sans  s'in- 
qiiicUT  (le  sa\(iir  si  le^^  expressùjns  au\(iii('ll('s  il  (idiiiio  co  nom  soiil  iiUCi;rablcs,  on  sorte 
([u'il  n'(ni-l(\  en  ivalitc,  aucune  louclion  (l(>s  variables  aeliicll(.\s  fini  puisse  représcnlcr  I'. 
(J.  ]\.  Celle  icmarquc  est  essentielle  pour  l'intelligence  de  l'article  l.'i.  page  19;). 

(/.   Jlcrtrand.  1 
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ce  qui  se  réduit,  par  les  torniules  de  rarticle  G,  à 

et  enfin,  par  les  trois  équations  de  condition  de  l'article  .')  dill'érentiées. 
à  cette  expression  simple 

^P  =  ;'V;"-  <'dr:-^  ;"■'/:"; 

cl  Ton  trouvera,  de  la  niénu'  manière, 

d\\  =  ;'<-/;  - -rrd-u  - rv/r. 

Si  l'on  substitue  pour  H\  ?  .  ç  ,  ...  leurs  valeurs  eu  i,  w,  ç.  de  l'ar- 
ticle 7,  on  a,  après  quel(|ues  rédurtions, 

ilV  ^^  siii'.^  siii'ji  c/'y  ^  ces 9  (l'.'i. 
dQ  =  cos  9  .sin  oi  r/L  —  siii  9  c/oi, 
r/R  =  do  -^  COS'.)  (^Jy. 

12.  Il  est  fiicile  de  se  convaincre  que  ces  valeurs  de  <■/,  h,  r  rendent 
également  nulles  les  différentielles  des  coordonnées  H.  r,,  'i:  car,  en  dif- 
férentiant  et  faisant  r/H  —  o,  dr^^o.  r/^  =  o  dans  les  formules  de 
l'article  1,  changeant  ensuite  a.  />,  r  eu  a,  b,  c.  pour  les  rappoiter  à 
l'axe  instantané  de  rotation,  on  a  les  trois  équations 

a  di'  —  h  di'  -r-  c  dif  =  o, 

a  dr,  '  -~  b  dfi  "  -r-  c  dr,  '=;  o . 
a  dÇ  —  b  dZ'  -^  c  d^'"  =  o. 

En  les  ajoutant  ensemble,  après  les  avoir  multipliées  successivement 
par  \' ,  y/,  C.  pai"  ?".  ')' .  ^  <'t  par  H  \  r,  ,  'Ç"\  et  ayant  égard  aux  équa- 
tions de  condition  de  l'article  2,  on  a 

b(X'  dX'-—  r,'  dri'-^  X'  d'^')  —  c  (;'  c/i  '—  r,'  dr,'—  -'  d':^')  :=  o, 
«{r'f/;'-i-  r,"  dr,—  Ç  dÇ'  )  -^  c  (;"</£  '-^  r,  "  dr,"-7-  '  '  c/^")  =  o, 
a ( c,'" dl' -^  rr dr,' ^  X." dZ'  )  +  bii'dl'  —  r," dr,"  —  ^'"d^")  =  o. 
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l'ji  ;iy;in(  ciisiiilc  i'i;;if(l  ;iii\  (mis  autres  riinalioiis  de  ciiiidil  ion  de 
l'arliclc  ."),  l'I  su|i|>osaiil  les  \alcuis  de  (t\\  (/().  (/W  ddiiiiccs  ri-dc^siis, 
CCS  (l'dis  c(|iialioiis  ilcvicniicul 

(■  ,/Q  ^  h  (in -~  o,  ,/ ,/n  -  c  rlV  =  o,  IdV  —  a(H}  =  o, 

aii\(|iicllcs  salisluiil  cvidoininciil  les  valeurs  a,  h,  <•  di)nnécs  ei-dessiis. 

I.'}.    De  iiièiiie  ([lie  les  (|iiaiilités  r/L,  (DX,  </S  servent  il  exprimer  d'iiiie 

mail i ère  nniroi'inc  les  dillcrenlielles  des  (iiui utiles  ;',;",  : comme 

(Ml  l'a  VII  dans  l'ai'ticle  <S,  on  pciil  aussi  exprimer  ces  diU'cnMitielIcs  par 
les  (|iiaiitiles  </\\  (H),  r/\\. 

I'>n  cU'et.  si  l'on  prend  les  trois  c(|uations 

i'  'li'^  r,'  r/r,'^-  L''  d''^  o, 

i"'(fl'-^  r,"'f/n'~  r,/:'-  —  (/Q. 

et  ([n'oii  les  ajoute  cnsenible  apri's  les  avoir  multipliées  siiccessiv c- 
iiiciit  par  î',  E",  ^".  |»ar  r/,  r/',  r/".  et  par  "-I,  "^". '-^'  ,  on  aura  tout  de  suite, 
par  les  ('(luations  de  condition  de  l'ail  icic  Ô, 

di'  =i'dl\^i"di). 
dr,'=:r,'dl\^r,'  </Q. 

>/:'  =  r  "  dH  -  r  do. 


De  mcme,  les  trois  é(]ualions 

i'  d-"-^  Y/'  dr,"-\-  ;'  r/r'--  —  dl\, 

rdi"^  r/"r/r/'+  ;",/:"=  ,i\\ 

étant  multipliées  successivement  par  ?'.  î".  E  .  f^ ■  "'",  .  "'',  .  et  |)ar  'i' ,  "." . 
"C \  et  ensuite  ajoutées  eusemldc.  donneront,  par  les  mêmes  c(|uations 
(U-  coiiditimi, 

^/r,'-    r,  VP-r/f/H. 
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Enfui  les  ('(juatiDns 

i"  (Ç-^  r,  '  d-n'"^  ;■■  dr=  —  dV, 

■.'"dl"'--  r,"' dr,'"^  Ç"'r/J'''=  o 
«loiiiKM'ont  lie  In  niènic  iii;ini('re 

f/i  '  =  ;'  f/0  —  ;■•  d[\ 
drr^-n'dO^  r."dl\ 

r/r=r  dQ  —  :di\ 

11.  Par  le  nioyi'n  de  ces  iurinulcs,  (in  jicul  ir[)rrsciil('r  (riiiic  iiia- 
iiii'rc  lort  simple  les  vaiiations  des  eoordonnées  c,  r,,  Z,  l()fs(ju"()ii  veut 
considérer  à  la  fois  le  (diangement  de  situation  du  système  autour  de 
son  centre  et  le  clnin^ement  des  dislances  mutuelles  des  points  du  sys- 
tème. Pour  c(da.  il  est  (daii'  (|u"il  l'aut  dilTéreutier  les  exiiressions  de  ;. 
f,.  ~,  en  regardant  en  même  temps  comme  variaMes  foutes  les  (|u;in- 
tités  :'.  r,  .  '1'.  r/',  ...,  ainsi  (pie  a,  h,  r;  ce  ([ui  donne 

di   —  a  dl'  -r-  h  dl"  -~  C  f/;"  ^  ;'  da  -h  L"  dh  -r-  ;■■  dr, 
dr,  :=  (/  dr, '  +  f>  dr, "  -i-  c  drt  "' -r  ri '  da  -h  r, "  dh  —  r,  '  de. 

d':  =  a  dv  -  h  f/r'  -T-  c  r/:"'  -+  r  da  -^  r  dh  -t-  r  '  d,-  -. 

sulistituant  les  expressions  de  dl  ,  t/r^',  (C'J ,  di' 
trouver,  et  faisant,  |iour  alu-éger, 

da'^da-^  rd(^^-hd\\. 
dh'=db-r-adl{  —  c  d\\ 
de'— de  -4-  hdV  —  adQ, 

on  aura  ces  formules  diilerentielles  très  simples, 

di  —  ;'  da'^  ;■'  dh'^  ;  '  dc\ 
dl)  =  ri'  da'-\-  ri"  dh'-h  r,"  de', 
dt  ='C'  da'-r  dh'—t'dc. 


(|u"oii   vient  d( 


lit  si  l'on  différentié  ces  expressions,  (|u'on  y  substitue  i\i'  nouveau 
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poiir  !-/:',  r/r/,  c/C.  di' ,  ■■■  l<'s  valtuiis  Iroiivrcs  ci-ilcssiis,  cl  ((ii'oii  liissi' 
ciicdrc,  [Miiir  ;il)n''g('r. 

,Pa"-  tl-n    '.-(!,■', H)       ,n/,l\\, 

,r-c"  =  d'c'  -\-  'lh',IV  -  da'di), 
un  ;mi':i  les  (liHV'i'i'iiliclIcs  scroiidcs 

(l'-ii  =  ■[,' d'-a"  +  ■ri"ir-l>"    -  r,'" </-(■", 

</-•:  -r  d'-a"  i-  :" d'h"  ■■  :"  d-,--. 

On  \(iil  (|ii('  CCS  (lillÏTCiiticlIcs  |ti'cniici'cs  cl  sccomlcs  sonl  sciii- 
liliililcs  ;iii\  c\|)n'ssioiis  Unies  de  :,  r,,  "(  (iirt.  I  ),  cl  i|iic  les  (iiiaiilitcs 
H',  Tj  ,  r,  ^' .  •••  y  ciiU'ciil  lie  la  même  manii're;  il  en  scrail  de  même 
des  diUërenlielIcs  de  Ions  les  attires  (M'dfes,  ce  (|ni  rend  rem|doi  des 
(inanlilcs  '/P,  r/0,^/|{  li'i's  avanlai^cnx  dans  les  cali'nls  ndalifs  ii  la  l'ola- 
lioii . 

!.").  .Mais  il  V  a  une  remar(|ne  imporlaiilc  ii  faire  sur  l'emploi  de  ces 
(inanlilcs  :  c'csl  (|ne,  i|noi(|n'elles  se  [M'cscnlcnl  sons  la  Imanc  diU'ercn- 
Tudlc,  on  se  Iriunjicrail  <'n  les  IrailanI  eomiiie  hdics  dans  les  diU'crcn- 
liations  r(dalives  ;i  la  cara(ii'risli(|nc  o.  Ainsi  il  n'esl  pas  permis  de 
chani^cr  simplcmcnl  o  r/i'  en  f/ol'.  ...  dans  la  valeur  oT. 

Nous  (diservcrons  dahord  <\\\{'  rien  n  cmpi'idn'  de  (dianiicr  dans  les 
l'orinnles  diUercnrudlcs  de  l'arliidc  \'.\  la  earaiiérisli([n(w/ en  o,  ce  (|ni 
inirodnira,  dans  les  valenrs  des  variations  o'z  ,  C/rl ,  o'^,  or  ,  ....  les  Irois 
indctci  ininccs  ol',  o(J,  ol{.  (|ni  scrvii'onl  ii  réduire  loiitcs  ces  varialions 
il  Irois  ai'liilraires. 

Ainsi,  ayaiil  Iroiivc  (  arl.  I)i) 

f/P  =  i:"V/;"  i-  r,"'c/ri"+  Ç'd"^", 
on  aui'a  de  même,  en  cliani;('anl  d  vn  o. 

ol*  :—  -""ai  "+  f,'  or,"  ■-  '"''■]"', 
cl  ainsi  des  (|uanlilcs  (H).  r/W.  (pii  deviendronl  oO  ot  cH. 
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Maiiitenant  on  aura,  en  dilTéreiitiant  dP  suivant  o, 

odP  =z  l'"o(ii"^  r/'or/r,"—  ^"o'/':'-~  oi"  (/I.'-7-  orr/h,"—  o'^'"  ctZ". 

et,  (Ml  (lifférentiant  oP  par  r/, 

d  r]y*  —  i'  dol"-^  r,'"  d  or,"^  V  d  oÇ"—  dl"  ol"—  dr,"  or/'-h  dZ"  o^". 

3Iais  or/H",  Of/r;",  odZ"  sont  la  mênic  chose  que  doi",  r/or",  di'l", 

parce  que  les  quantités  ;",  t/,  "C"  sont  des  variables  tînies:  donc  on 

aura 

ô c/P  —  (j? oP  =  —  dz" dl"-^  or," f/r,  "—  àr"  dl" 

—  di''  oi" —  f/r/'  or," —  d',  '  ot". 

Substituons  pourr/:  ,  c/r/',  r/.!"  et  f/:  ,  r/r/  ,  c/r  leurs  valeurs  en  r/P,r/(J. 
(/R  art.  13  i,  et  pour  oH",  or/',  ol",  oH',  or/,  ol  '  les  valeurs  analogues  (|ui 
viennent  du  changement  de  la  caractéristique  d  en  o;  on  aura,  par  les 
é(|nations  de  contlition  de  l'articlf  '2. 

ôc  '  di"^  or/"  dr,"-r-  ot'"  f/ï  =  —  oQ  dH, 

di  '  dl"-h-  dr,"  or/'-T-  f/r"or'=;  —  dO  oR  ; 
donc 

^  dP  =  f/oP  —  ,:/0  ÔR  —  (/l{  oQ. 

Et.  j)ai-  i\n  calcul  seniblahle,  un  trouvera 

o  dQ  :=  d  oQ  ^  dR  oP  ~  dP  8R. 
ô  dli  =  d  oR  ^dPoQ~  d()  cP. 


Ici  se  termine  ce  que  l'on  a  pu  trouver  denlièrement  achevé  sur  le  mouvemenl  de  rota- 
tion dans  les  manuscrits  de  M.  Lagrange.  Nous  nous  proposons  de  continuer  ce  Ciiapilre 
avec  les  paragra[)hes  de  Tancienne  édition,  en  profitant  de  [>lusieurs  changements  indi((ués 
dans  l'exemplaire  de  M.  Lagrange.  Nous  renfermerons  dans  une  Note  placée  à  la  fin  du 
\'olume  quelques  fragments  relatifs  à  ce  sujet,  qui  devaient  servir  de  matériaux  à  un  para- 
graphe sur  les  équations  générales  du  mouvement  de  rotation  d'un  système  quelconcpie  de 
corps;  ils  sont  dans  un  état  trop  incomplet  pour  entrer  dans  le  texte,  et  cependant  les 
géomètres  regretteraient  de  ne  pas  les  connaître. 

(yole  dcf  éditeurs  de  ta  dcu.ricinc  édition.) 
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i:;  II.    —    lùjiialioiis  fxxir  le   ninitvcnuiil  de   rolalKni  d  un   corjis    stAulc 
(iniiiK-  fxir  (les  farces  ijhi'Icoikjucs. 

I().  Nous  venons  de  voir  dans  le  |tara^'rni>ln'  précédent  (|ne.  (pudipic 
rnoiiveineMl  ([ne  puiss(^  avoir  un  eorps  sidide,  ce  niouvcnient  ne  |ient 
dépendre  (|ne.de  six  varial)les,  dont  trois  se  rapportent  an  nKiiivenieiii 
d'nn  point  nni(ine  du  corps.  (|ue  nous  avons  app(dé  le  ccnln-  du  sys- 
Icnic  [  '  )  (i  dont  les  trois  auti'es  servent  à  (h'-terniiner  li'  nuuixcnient  de 
rotali(Ui  du  coi'ps  autour  de  ce  centre.  D'oi'i  il  suil  (|ue  les  e(|ualions 
(|u'il  s'agit  de  Inuivei'  ne  peuvent  être  (|u'au  noiuhre  de  six  au  plii>:  el 
il  est  clair  i|IH'  ces  ('■(|ualions  peuvent,  par  eiins(''(|uent.  se  déduire  de 
celles  (|ue  nous  avons  déjii  données  dans  la  Secliiui  lli.  5;;^  I  cl  II,  les- 
([indles  sont  i;énérales  pour  tout  sysliMiii'  de  coips.  Mais,  pour  C(da.  il 
faut  dislini^iier  deux  cas.  l'un  quand  le  corps  est  tout  ;i  t'ait  libre, 
l'aulre  (|uand  il  est  assujetti  ii  se  mouvoir  aul(Mir  d'un  point  li\e. 

17.    (ionsideiMMis  d'ahord  un  corps  solide  ahsoluinenl  lihrc;  [irtunuis 

le  centre  du  coi'ps  dans  son  centre  nn'Uie  de  i;i'avile.  et  uiunnianl  .r' . 

y'.  :'  les  trois  coordonnée^  rectani^les  de  ce  centre.  ///  la  niasse  enlii're 

du  ciu'ps,   \)///  (  liacun  de  ses  éléments,  et  \,  V.  '/.  les  loices  acceléia- 

trices  (|ui  ai^issent  sur  cet  élément   suivant   les  direcli(Uis  îles  même-» 

ciHU'donnees  :    nous    aurons,    en    premier   lieu,    ces    trois    ei|ualions 

(Secl.  III.  art.  :>  I 

d-.r'        O  \    I. 

///  — r- Q  \  Dm  =  o. 

III    — r^ S  Z     D/N    =  O. 

dans  les(|U(dles  la  caractéristi(|ue  ^  dénote  des  intégrales  totales  icla- 
tives  il  toute  la  masse  du  corps;  el  ces  e(|ualions  serviront,  ciuiime  l'en 
voit,  il  déterminer  le  mouvemeiil  du  eenire  di'  gravite. 

(1)  On  iil  dans  la  iinMuicTC  viWùon  :  h-  centre  du  curp'..  iJ.  Bertrand.) 
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En  second  lieu,  si  l'on  désigne  par  ;,  •/;,  'C  les  coordonnées  rectangles 
de  chaque  élément  Dw,  prises  depuis  le  centre  de  gravité  et  parailides 
aux  mêmes  axes  des  coordonnées  ;r',  y',  :■'  <le  ce  centre,  on  aura  ces 
trois  autres  é(|ualions  (Section  citée,  art.  12) 

r,  -r, -r-r  ^-  r,  /  —  -  \     uni  =  o. 

Or  nous  avons  prouvé,  dans  le  pai'agraplie  [uécédeut,  (|ue  les  valeurs 
des  quantités  ç.  •/;,  'C  sont  toujours  de  cette  t'ornie 

l  =  «£'  -^  blj  —  ci'". 
■fi  ^=  ar/  —  h-fi" -r-  cri"'. 

et  nous  V  avons  vu  que,  pour  les  corps  solides,  les  (juantités  </,  h.  c 
sont  nécessairement  constnntes  par  rapport  au  temps  et  variables 
uniquement  pai-  rapport  aux  difî'érents  éléments  1)///,  puisque  ces 
i|uanlités  représentent  les  coordonnées  rectangles  de  eliacun  de  ces 
éléments,  rapportées  à  trois  axes  (|ui  se  croisent  dans  le  ceiihc  ilu 
cor|)s  et  qui  sont  fixes  dans  son  intérieur;  (ju'au  contraire  les  (piaii- 
tités  ;',  H".  ...  sont  variables  par  rapport  au  temps,  et  constantes  pour 
tous  les  éléments  du  corps,  ces  (juantités  étant  toutes  des  fonctions  de 
trois  angles  o,  '^,  w  qui  déterminent  les  dilierents  mouvements  de 
rotation  que  le  corps  a  autour  de  son  centre.  Si  ilonf  on  fait,  dans 
les  équations  précédentes,  ces  ditTérentes  suI)stitutions.  en  ayant  soin 
de  faire  sortir  hors  des  signes  Ji^  les  variables  ç,  'h.  co  et  leurs  dillé- 

rences,  on  aura  trois  é(]uations  dilferentitdles  du  sec I   (udre  entre 

ces  mêmes  variables  et  le  temps  /,  lesquelles  serviront  a  les  déterminer 
tontes  trois  en  fonctions  de  /. 

t^es  équations  seront  semblables  ;i  celles  que  .M.  d'Alemberl  a  trou- 
vées le  premier,  pour  le  mouvenienl  de  rotation  d'un  corps  de  ligure 
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(HioIcnn(|ii(',  et  dont,  il  a  l'ait  un  iisai^c  si  iililc  dans  ses  rcclicn'iic-^  sur 
la  prrrossion  des  éqninoxcs. 

Par  (•('(!('  raison,  cl  |iarci'  que  d'aillciifs  la  forme  de  ces  ('•(juations 
n'a  pas  lonlc  la  sini|>lii-ilé  doni  elles  sont  snsecplihies,  nons  ne  ihmis 
arrêterons  pas  iri  ii  les  delailler;  mais  nous  allons  plutôt  résoudre 
dii'eeleuM'nl  le  piolilî'ine,  par  la  niétliode  i;('nérale  de  hi  Section  iV, 
la(|uelle  donnera  immédiatement  les  é([ualions  les  jilus  simples  et  les 
pins  eomniodes  pour  le  calcul. 


IcS.    Pour  employer  ici  cette  méthode  de  la  manii're  la  plus  _L;énérale 
et  la  plus  simple,   on  supposera,  ce  (|ui  est  le   cas  de   la   naluic,   (|in' 

(■lia(|ne  particule  \)///  du  corps  soi!  attirée  par  des  forces  P,  O,  iT 

propoitionnelles  à  des  fonctions  (iU(dcon(jues  des  distances  />,  tj.  r.  .  . . 
de  la  mèn]e  particule  aux  centres  de  ces  forces,  et  on  formera  de  là  la 
(|uanlité  ali;élu-ii|ne 

n  ==/(r'  dp  +  O  r/y  +  H  cfr  ^...). 
On  consiilérera  ensuite  les  deux  (juantités 

^■  =  S(^^^^^â^"")' V:      S 

en  ra|tpoi'lanl  la  caracléristi(|ne  intéi;rale  ^^  uni(|uemenl  aux  eliunents 
1)///  du  corps  el  aux  ([uantites  r(datives  ;i  la  |)Osition  de  ce>  (déments 
dans  le  corps. 

On  réduira  ces  deux  quantités  en  fondions  de  vai'ialdes  (|n(dc{Hi([ues 
?.  '\i,  9 relatives  aux  divers  mouvements  du  cor'ps.  et  l'on  eu  for- 
mera la  formule  i;énéiale  suivante  (Sect.  IV,  arl.  10, 

/  ,  oT         o'I'        oV  \  ^., 

\    0  dt        oç        0;  / 


-I-    ./ 


o\    _  oT  oV 

ô  d-]^        ri'h  o'ji 

.  oT         oT  oV 

0  do        ô'j  o-j 
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Si  les  variables  c,  j-,  o,  ...  sont,  par  la  nature  du  problème,  indé- 
pendantes entre  elles  (et  l'on  peut  toujours  les  prendre  telles  qu'elles 
le  soient;,  on  égalera  séparément  à  zéro  les  quantités  niultiplifcs  pai' 

ehacune  des  variations  indéterminées  o;,  c-l,  o^ et  l'on  aura  ainsi 

autant  d'équations  entre  les  variables  ç,  'l,  o,  ...  (|n'il  y  aura  de  cfs 
variables. 

Si  les  variables  dont  il  s'agit  ne  sont  pas  tout  à  l'ait  intlépcndanles, 
mais  qu'il  y  ait  entre  elles  une  ou  plusieurs  é([uations  de  condition,  on 
aura,  par  la  dilTérentiation  de  ces  équations,  autant  d'('(|nations  de 
condition  entre  les  variations  oç,  oj/,  oo,  ..  .,  par  le  moyen  des(|uidles 
on  pourra  réduire  ces  variations  à  un  plus  petit  nombre. 

Avant  fait  cette  réduction  dans  la  formule  générale,  on  y  égalera 
pareillement  à  zéro  cliacun  des  coefficients  des  variations  restantes;  et 
les  équations  (]ui  en  proviendront,  jointes  à  celles  de  condition  don- 
nées, suffiront  pour  résoudre  le  problème. 

Dans  celui  dont  il  s'agit  ici,  il  n'y  aura  qu'à  faire  usage  des  trans- 
formations enseignées  dans  le  paragraplie  précédent.  Ainsi  l'on  sub- 
stituera d'abord  .c'-i-:.  .v'-^  r,,  :-'-hZ,  au  lieu  de  .f,  v,  ;;  ensuite 
ac,'^hc,"-i-rz"',  ar^'-T-  frr^"-:-  rr^'",  a'i' -'- b'i"  ^  c",' ,  au  lieu  de  :.  r,.  'C 
(art.  1);  entin.  mettant  pour  H  .  r/,  ...  leurs  valeurs  en  -^.  -l,  w  de  l'ar- 
ticle 7,  on  aura  les  quantités  T,  V  exprimées  en  fonctions  des  six  va- 
riables indépendantes  .r',  v',  :■' .  9,  •■!>.  w.  ;i  la  place  des(|nelles  on 
pourra  encore,  si  on  le  juge  ii  propos,  en  introduire  d'anires  équiva- 
lentes; et  chacune  d'elles  fournira,  pour  la  détermination  du  mouve- 
ment du  corps,  une  équation  de  cette  forme 

,    r,'Y  oT  o\ 

d  .r-, ,-   ^    —    =  O. 

a  étant  une  de  ces  variables. 

19.  (Commençons  donc  par  mettre  dans  l'expression  de  T.  ;i  la  plaee 
de  A',  Y,  z,  ces  nouvelles  variables  a'-^  :,  y'-^r^,  :'—Z,  et,  faisant 
sortir  hors  du  signe  ^  les  -r^v',  :',  i\n\  sont  les  mêmes  pour  tous  les 
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points  (lu  coi'ps,  piiis(|U('  cr  sont  les  i-oonlonnécs  du  contre  dn  corps 
la  (onction  T  deviendra 


f/y-  -)-  dy'-  +  t/z'- 


n   (,l^-^-,lr;'^  rt'«~ 


r/.c'  §  f/>  \)m  +  ^/)'§  r/ri  !)/«  ^  ,lz'  §  </r  1)//; 
"^  Hr^  ■ 

Cette  expression  est  composée,  coinnje  l'on  voit,  de  trois  parties, 
dont  la  preniii're  ne  contient  que  les  senles  variai)les  .r',  v',  r' et  e\- 
piinii'  la  valeur  de  T  dans  le  cas  où  le  cor()s  serait  regardé  coirinie  nn 
point.  Si  donc  ces  variables  sont  indépendantes  des  antres  variaMes  i, 
r,,  i,  ce  (|iii  a  lien  lorsque  le  corps  est  lihre  de  tourner  en  tons  sens 
aiiloni-dc  son  centre,  la  formule  dont  il  s'agit  devra  être  traitée  sépa- 
renienl,  cl  fournira  pour  le  mouvenieni  de  ce  centre  les  um'uics  équa- 
tions (|ne  si  le  coi'ps  y  était  concentié;  ainsi  cette  paitie  dn  |)rol)lème 
reiiiic  dans  cidni  <|ue  nous  avons  résolu  dans  les  Sections  |)ieccdentes, 
et  an(|U(d  nous  renvovons. 

I.a  troisième  partie  de  l'expression  précédente,  celle  (|ui  c(nitienl 
les  dilférences  f/.r'.  dy' ,  dz'  multi|)liées  par  les  dillërences  r/;,  dr^,  d'I, 
disparait  (relle-nième  dans  deux  cas  :  lors(|iie  le  centre  du  corps  est 
tix(',  ce  (|ui  est  évident,  parce  (ju'alors  les  dillërences  c/.r',  </y  ,  dz'  des 
coordonnées  de  ce  centre  sont  nulles;  et  lors(]ue  ce  centre  est  sup|»osé 
placé  dans  le  centi'e  même  de  gravité  dn  coi'ps.  car  alors  les  intégrales 
^^/:l)w,  J^^/tjDw,  §f/sDw  deviennent  nulles  d'elles-mêmes,  lui  elfet, 
en  y  sulistituant  pour  d:,,  dr^,  dl  leurs  valeurs  a  d'I' -t- h  d'z  -r^  r  d1'\ 
ddf^'-^  hdrl'^  rdr{\  a  d'i' -^- h  d'C," ^~  c d'Ç"  {-àvùi-V'  |)récédent,  et  fai- 
sant sortir  hors  du  signe  §  les  (juantités  d';' ,  ill' (|ui  sont  indé- 
pendantes (le  la  position  des  particules  dm  dans  le  corps,  (dia(|in' 
terme  de  ces  intégrales  se  trouvera  nudtiplié  par  une  de  ces  trois 
(|uantités,  |>>f/l)//^  j^Z/D/y/,  J^rDw;  or  ces  quantités  ne  sinit  autre 
ciiose  que  les  sonnnes  des  produits  de  clia(|ne  élément  \)iii.  multiplié 
par  sa  distance  à  trois  plans  passant  par  le  centre  du  corps  et  perpen- 
diculaires aux  axes  des  cooidonnées  a.  h.  c;  (dh^s  sont  donc  nulles. 
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([iiand  ce  centre  coïncide  avec  celui  de  gravité  de  tous  les  corps,  par  les 
propriétés  connues  de  ce  dernier  centre.  Donc  aussi  les  trois  inté- 
grales §(7HD/«,  §r/rjD/w,  §  f/'C  Dw  seront  nulles  dans  ce  cas. 

Dans  l'un  et  dans  l'autre  cas,  il  ne  restera  donc  ii  considérer  dans 
l'expression  T  que  la  formule 

_  ^          ifir- 


D/«. 


qui  est  uni([uemenl  iclative  au  mouvement  de  rotation  (|iie  le  svslèmi' 
peut  avoir  autour  de  son  centre,  et  <[ui  servira  par  conséquent  à  déter- 
miner les  lois  de  ce  mouvement,  indépendamment  de  e(dui  (|iie  le 
centre  peut  avoir  dans  l'espace. 

20.  Pour  rendre  la  solution  la  plus  simple  qu'il  est  possible,  il  esl  ii 
propos  de  faire  usage  des  expressions  de  f/;,  ^/r,,  di  de  l'articde  1 1.  les- 
(|uelles  donnent,  en  faisant  da  =  o,  dh  =  o,  de  ^=  o. 

rt'v'-  (/r,^-^  <2^  (f^/Q  -  bd\\)-~{^ad\\  —  cdV)-^  yhdV  -  n  dQf 
^-{0'^  c-)f/P--  («2-  c-)dQ'--^  (a'-  /y')dl{- 
—  -1  hc  f/O  ,l\\  —  o  ac  dV  dR  —  ■>  ah  r/l>  ,/0 . 

Or.  les  quantités  <•/,  />,  c  étant  ici  les  seules  variahles,  r(d;itivemenl 
à  la  position  ties  particules  D/n  dans  le  corps,  il  s'eiisiiil  que.  pour 
avoir  la  valeur  de  [^  v/;- +  r/r/'' -i- ^/^-)  Dw,  il  n'y  auia  qu'il  miilliplicr 
chatjue  terme  de  la  (piantite  précédente  par  \)/n  e(  intégrer  ensuile 
relativement  à  la  eai'aetéristicjue  Ç,  en  faisant  sortir  hors  de  ( c  signe 
les  quantités  f/P,  r/0,  r/H,  qui  en  sont  indépendantes.  Ainsi  hi  quantité 

( 77771 I  ''"'  oeviemlra 


\dP'-  ]id(y-^(:dlV  _  F f/Q dll  -  (i r/P dW  -  H  d\> di) 

idC'  ^^  ' 

en  faisant,  pour  abréger, 

F=:^^tl)w,  (J-§«cI)w,  H=§a(!.|)/«. 
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(les  iiil(''i;iali(ins  sciiil  l'clalixcs  ;i  loiilc  la  masse  du  corps,  fii  soric 
|iir  A,  I),  (',,  \\  (\,  il  (liHM'iil  rire  (li'siiriiiais  n'i;aiili''('s  cl  liailccs 
■oiiiiiic  (les  eoiistaiiles  (liiniiées  |iai'  la  iii;nre  ilii  corps. 

21 .   Si  l'on  l'ail,  pour  plus  de  siniplicilé, 

>/V  c/O  </l\ 


c/t 


di 


,ii 


011  aiii'a,  en  ne  considérant  dans  la  foiielion  X  ijuc  les  Icrines  fcdalifs  au 
nionvcinenl  de  rolalioii, 

T=:  .' (AA'+  li'/-  i- (;/•■-)-  l''v/--(i/-/"  ll/'v; 

ainsi.  T  ii'élanl  fonclion  «pie  de  p,  y,  /■,  on  aura,  en  dillcrcnlianl  selon  o. 

Or,  jiai-  les  rormnles  de  l'article  I  I.  on  a 

si  11  O  si  11  01  r/'l;  -r-  COS  'J  fA,l 

/^  =  --' i '  ^ 

COS  o  sin  w  f/'i  —  sin  o  d',\ 

dç  -+-  COSr,)dL 

donc  [(//  claiil  toujours  c(uislanl  j 


,,p  /  ')'r  ()T     V  .         <)T  à  d-j 

"'  =  -^K,}r''~  ^^1 '')"■'  Or  ^l 


(U 


()1 


ÔV           \  0  d-h 

SMIOSIIIM  +            COSO   SIIIOl  -1-    -—  COSf.l  -r- 

\0r                              ôij          '                    Or             I  dt 

I  <)'i'    ■                     '/!'                         (}T    .       ^  dl  à'. 

-~    SIM -y  COSOl  ^-    -       COSO  COSOJ ,      Mil  M  '  ,— 

V'V'                             <>'/          ■                   âr            I  dt 

-r-C0S9 ,-SlllO       — ,   -  ; 

\0l>         ^        ôij         •  )     dt 
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d'où  l'on  aura  sur-le-cliamp,  pour  le  mouvement  de  lolalion  du  corps, 
eos  li'ois  équations  du  second  ordre 


,,)T 
Or        dl  dJ 

7  ^  A-  P 


dl  dp   '  ôq 

,/()T    .         .  (H 

d  \  ^i— sin3Sinw+  -r— cososi 


oV 


^coso.) 


■H  ^  =  o. 


(Yï 


dl 


rf  (  -j-  cos  --         , 


()T    .  àï  ()■[■ 

T— Sino  COS'j)  -r  -T— t'OS'J  COS'.> -- 

à/1  à'/         '  à'- 


A  l'égard  de  la  quantité  ^^  comme  (die  dépend  des  forces  qui  solli- 
cit(Mit  le  coi'ps,  elle  sera  nulle  si  le  corps  n'est  animé  par  aucune  i'orce; 

ainsi,  dans  ce  eas,  les  trois  (luantités  ^,  —^  4—  seront  nulles  aussi. 

et  la  seconde  des  trois  équations  précédentes  sera  inlégrable  d'elle- 
même;  mais  l'intégration  générale  de  toutes  ces  équations  restera 
encore  fort  diflicile. 

f]n  général,  puisque  \'  =^IID/«,  et  (jue  II  est  une  fonction  algé- 
brique des  distancesyy,  //,...(  art.  I<S  ),  dont  cliacune  est  exprimée  par 


\  I- 


./")'-^i.r 


h  I-, 


en  désignant  par  /.  if.  h  les  coordonnées  du  centre  fixe  des  forces,  il 
n'y  aura  qu'à  faire  dans  la  fonction  II  les  mêmes  substitutions  que  ci- 
dessus,  et,  après  avoir'  intégré  relativement  à  toute  la  masse  du  corps, 
on  aura  l'expression  de  V  en  '^,  'h,  oj.  d'où  l'on  tirera  par  la  diiïérenlia- 

lion  ordinaii-e  les  valeurs  de  -^  ■<  ^rr  ■'  ^— '  <|iii  sont  les  mêmes  que  celles 

o'J      oi     00)       '  ' 

,    <)\    ûv  'jy   ,.  .','.,     ,.,,,    ,  . 

Ile -T- »  -TT  ' -r- •  '.omme  ceci  ua  point  de  ditticulte.   nous  ne  nous  v 
âzi     ail    d'js  ■ 

arrêterons  point  ;  nous  remarquerons  seulement  que  les  eiiuations  pré- 
cédentes reviennent  ii  celles  que  j'ai  employées  dans  mes  premières 
recliei'ches  sur  la  llhidiion  de  la  Liinr. 

Xll.  29 
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11  {  '  ).  (Jiii)i([in'  r('iii|pl()i  (les  ;ini;l('s  o.  'b,  ro  jiariiis'ii'  rli'i*  i-c  (jn'il  y 
;i  (le  plus  siiii|)li'  poiii-  Iroiivcr  |i;ir  iioirc  inrlliodc  les  ('(jiKiliiiiis  de  la 
rolalioii  (lu  coi'iis,  on  pciil  iiraniiioiiis  |iai'vciiir  ciicdi'c  plus  ilircclr- 
nicul  au  liul,  cl  (ihlciiir  UM'iiic  des  Ini-ruiilcs  plus  élri,'ant('S  cl  |)lus  cnni- 
uukIi's  pour  le  calriil  i  la  us  plusieurs  cas,  eu  ci  ui  si  liera  ut  iiuiMi'iiiad'Uieut 
les  varialioiis  ilcs  (|uanlitcs  c/j',  i/(),  r/lî  liounccs  pai'  les  roruiules  ilc 
railicle  I ."),  savoir 

0  f/P  -  f/oV  +  f/()  d\{  -  f/l\  oQ. 

0  (in  —  d  ol!  -+-  dV  oO  —  r/O  ol'  ; 

suhslitiianl  ces  valeurs  dansol  cl  ludlaiit  v.  ii.  /■  oour  -^'-r-'  --r-'  ou 

'       I         ^  (Jt      ()C       dl 

aiH'a 

"^=-^dr\-dT^'i''^^-'-"'^) 


d 


OlidôW 

niiaul  aux  Icrrucs  l'clalit's  ii  la  varaaiiou  de  \,  puisque  V  dcviciil 
une  loucliou  alii;cl)ri(|uc  de  £',  ^",  ^"',  r/,  ...,  apr'i'S  la  suhsliliilioii  de 
r'  -+-(■/;'+  /'"i'  -+-  '•:"',  y'  -+-  <rr^'  ^-  hr^"  -+-  rr^".  z'  -r  n'^  +  hl  ^  <■'!  au 
lieu  de  .r,  r,  z,  le  siync  iulci^ral  [>^  u'avaul  rappoil  qu'aux  (|uaulilcs  <i. 
/>.  c.  il  u"v  aura  qu'il  iliUereulier  par  o  cl  ruellrc  ensuite  pour  o;'. 
o;",  ...  leurs  valeurs  en  oP.  oO.  oR  ;  ainsi,  puisi|uc 

oV       ^  ÔV  _  fA' 


('  )  Ce  paragraphe  est  un  de  ceux  qui  n'ont  pas  été  reprodiiils  tels  (]u'ils  étaient  dans  la 
première  édition;  les  résultats  auxquels  on  parvient  sont  absolument  les  mêmes,  mais  la 
rédaction  est  simplifiée  ])ar  le  renvoi  à  l'article  1.^,  qui  ne  se  trouve  [las  dans  la  première 
édition.  (7.    ficrlrtind.) 
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on  aura  dans  la  iiièinf  ('(piat'nui  les  termes  suivants  pi-ovenaiit  de  o\" 

^^  (  1   oit  —  ;    oQ  I  —  -r^-A-    oP  —  -    oïl  i 
"-.       '  "-.       ' 

—  ^.  (  ;'  oQ  -  i  •  âp  )  -  ^,  { r/'  oR  —  r,  "  oQ  ) 
ài      '  Or, 


Donc  enfin,  rassemblant  tous  les  termes  multipliés  [tar  cliaeuiie  tles 

trois  quantités  oP,   oQ,  oR,  on  aura  une  équation  générale  de  cette 

forme 

(  P  )  oP  —  i  O  I  oO  —  (  llj  olî  =  o. 

dans  la(|U(dle 


./^^ 


(P): 


(Q) 


(  Il  ) 


)/>  ,)T         (H       ..  ()\  .,  i)\       _<)\ 


ôr  ô'j 


^  _    </r  _   in 


(h, 


il'" 


fA;  _     .  (TV        ,..,  (A 


^  ^    <n;  _    JT     .  d\ 


..  dX 

,)\ 

-■ 

,()\ 

-■    Oi' 

(Jr, 

<K 

-.,  à\ 

(}\ 

â\ 

^   Oi 

<)>: 

~ 

<K 

Kl.  rumine  les  (rois  (juani iles  oP.  cQ.  oU  sont  inde|iend;inlo  cnlie 
elles,  et  en  même  temps  arbitraires,  on  aura  donc  ces  Iniis  e(|nation> 
particulières 


(Pj^o.        (O) 


(R)  =  o. 


lesquelles,  étant  combinées  avec  les  six  équations  de  condition  entre 
les  neuf  variables  £,  ;",  ...  (art.  .5),  serviront  à  déterminer  chacune 
de  ces  variables. 

On  peut  mettre,  si  Ton  veut,  sous  une  forme  pins  simple  les  terme> 
de  ces  équations  dépendants  de  la  (|uantité  V.  Car,  puisi|ue  Y—  [>)1I  1)///. 


■2'-lH  MKCWIOIE    WAF.'i  TIOli:. 

on    aiii';i    (  ;i   cause   (|iic   le  sii;iic  ^  ne   rci^ai'dr    |Miiiil    les    vai-ialilc- 

-.",  ...  ) 


)///, 


.(A        n      <)U 


Sini 


1»/// 


cl  comme  II  est  une  loiiclidii  al,^él)ri(|tie  de 

":' -h /':"   I- ci'",      iin'-\-lri,''   \- c  i,"' ,      <i'Ç -y- h''" -^  cl'" , 
il  est  aisé  de  Miir([ireii  faisant  varicf  si''|iar(''menl  a,  h,  c,  on  aiir; 


.yii        ,  Jii      . ,  ,)U        ,;ii 


et  ainsi  de  snile:  de  sorte  (|u'on  anra,  de  celle  maiiii're. 


..,„  <)\         „.  (TV    ^   .,,„  (iV  _  .„  ,rv  _    „  ^i V  _  ^„  (A' 
"^     fi;"  fifi"     '    ^    ()i"        ^    fi;"'  fi/i'"        '    fi^"' 


O  \      fie 


fill 


It///, 


iv        ,  f)V      .„  ,)v     .,„  f;v 


,:-..,   +   ■'•i     -,-J.  -H   , 


fi\  t1    /        fill  fill 


<hi"    '  fi:"'    "  fi 

t^y       .,  fA'  ^  .,„  fiv     .,  fiv 

fi£'  ^'"  '''  J/,'  ''  '  fi;'  "  ^  fii" 


V        ,„  f)\'        .,„,  fi\        n  /     fili 

1:^-'"  7w  ■-'  fir  '-'^)y".h> 


fir/' 


Mais,  si  celle  I ransCornration  simpliiie  les  Cormulcs,  elle  ne  simpliiif 
|)as  le  calcul,  parce  (m'au  lieu  de  l'inlégraliou  nni()ue  contenue  dans  ^' 
on  en  aui'a  trois  ii  execuler. 


2'.).  I,t>rs(|ue  les  distances  des  centres  des  i'orces  an  cenire  du  corps 
sont,  Iri's  L(i-andes  vis-;i-vis  des  dinu'nsions  de  ce  coi'ps.  on  peut  alors 
réduire  la  (juanlite  II  en  une  série  fort  converi;ente  de  termes  propor- 
lionneis  aux  puissances  et  aux  prodnils  de  <i,  h,  r,  de  sorte  (|ne  l'iute- 
gr'alion  [*^  Il  \)///  n'aura  aucune  difliculle  :  c'est  le  cas  des  planl'tes,  eu 
tant  (|u'idles  s'attireul  nMilU(dlenienl . 

Si  la  lorce  allraclive  I'  est  simpieuu'ul  pr()[ioi-lionnidle  ;i  la  dis- 
lance /^  en  soi'te  ipie  1'    -  /,/>,  l<  elaul  un  coenicient  constani  .  le  lei'me 

/  y  dp  delà  roncli(Ui  II  (art.    18)  devieiil  =  -^,  et,  comme /j  est  ex- 
prime,  en  général,    pai'   \  (  .f     - /)- 4- (  _V  —  ,i;- )- +  (  ;  —  A)',    eu    desi- 
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ijiiant  par/,  g,  h  les  coordonnées  du  centre  des  forces,  le  ternie  dont 
il  s'agit  donnera  ceux-ci  : 

Donc,  substituant  pour  .«-.  v.  :  leurs  valeurs  x' H- :.  ,v' —  /,.;'— I. 
multipliant  par  \)m,  et  intéi^rant  selon  §,  on  aura,  dans  la  valeur  de 
V  =  I^II  \)in.  les  ternies  suivants  : 

^[U--/)^  +  (v'-ir)=-(^-/'r]S"'"^^'-''-/'S^""' 
_^/,(_v'_^r)C.^,  i),„  ^  /,(';'—  /, )^:i)w—  ;^^i---T-r,-  -:=ir)//(. 


Or 

1  =^  al' ^  ^?  -!- cV  1        '0  =  en'  -r-  l/r," -{- c a' 
donc 


«;'—*:■  +  (•:•" 


et  ainsi  des  autres;  et  (art.  5) 

^ii;-~-  rr  -  r-)  Bm  =  [sj(  a- -^  h'  —  r^  1 1)«> 

sera  égal  à  une  constante  (|ue  nous  désignerons  pai'  E. 

Mais,   si  l'on   prend   pour  le  centre  ailiitraire  du  corps  son  centre 
nièiiie  de  gravité,  on  a  alors 

QrtDwi^o,  ^iDni— o,         S^tD/"=o, 

comme  nous  l'avons  déjà  vu  ci-dessus  (art.  19  ).  Ainsi,  dans  ce  cas,  la 
([uantité  V  ne  contiendra,  relativement  à  la  force  dont  il  s'agit,  que 
les  termes 

de  sorte  que  toutes  les  dilTerences  partielles  ^r^-     .,'  ••■  seront  nulles. 
D'où  il  s'ensuit  que  l'ellet  de  cette  force  sera   nul   par  rapp(Ut  au 
mouvement  de  rotation  autour  du  centre  de  gravité. 


•IW 
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/  !•:     , 


l']|.  ciiiiinir  r('\|ii'('ssii)ii  prcrcilciilr  \',  au  Icrini'  cijnslaiil  — -  pri's,  fst 
la  iiuMiic  cliosc  (|ii('  si  loiil  l<'  coi-j^s  ('lail  rdiH'i'iili-r  dans  son  ccnlr-c, 
aïKjucI  cas  .)■-.(■',•»'=)'',  c  =  ;'.  on  aura  [louf  le  nninvrincnl  [iro- 
L;i'('ssil' (Ir  iT  cciilrc  les  lurnics  i'(|nalions  (|nr  si  le  coriis  ('■lail  i-(''ilnit  ;i 
lin  [loinl  :  car  les  (lilTcrciircs  [larlicllcs  ilc  \  rclalivcincnl  an\  sariahics 
.)■'.   \',  z'  scroni  les  inriiirs  (jnc  dans  celle  liv|iii|  liese. 

Si  l'on  \cnl  considérer  le  corps  coiniiie  |)e>anl,  en  preiianl  la  l'orcc 
aecéicralricc  de  la  i;ravile  pour  riinile  cl  l'axe  des  courdonnées  r  di- 
rii^c  Ncriicaleineiil   de  lianl  en  lias,  on  aiii'a 

r'  =  l  el  p  =  /,   -,-:; 

donc 

/!'.//'  ITT  A  -  c  =  /,  -  :.'-  ./:■-  //T-  rr-, 

de  sorlc  (|nc    !a  (|nanlite   \    contiendra,   ;i   raison   de  la    pesanlciir   du 
corps,  les  leriiics 

(A  --  c'i^l)///  —  Z''^,!  \)m  -  :   [<^/-  l),„  ^  ;<^,l),„. 

Ainsi,  si  le  ccnire  du  corps  est  pris  dans  son  cenire  de  i;ra\ili'.  Ie> 
lerines  (|ui  conlienneni  les  varialdes  Z' ,  Z" .  ...  disparailronl,  el,  par 
cons('M|iienl,  l'cirel  de  la  i^ravih'  sur  la  rolalioii  sera  nnl,  conunc  dans 
le  cas  précédent.  La  valeuiile  N,  en  lanl  (|n*elle  es!  dne  ii  la  i^ra\ile, 
se  réduira  alors  ;i  ( /'  —  c')j\l)///.  c'esl-à-dire  ii  ce  (|u'elle  serait  si  le 
corps  (Mail  ri'dnil  ii  un  point  en  conservant  sa  masso  ^1)///;  donc  aussi 
le  iu(Mivt'incnl  de  tran>lati(Mi  du  corps  sera  le  inéiiic  (jue  dans  ce  cas. 


s5   III.    —     llcIcrnniKilion    du  inoin-irtx  ni    d'un   cof/is    <^i-(ivc  de  //i;urr 
f/ur/cu/n/i/c. 

l'i.  Cr  proldéiiic,  (|ii(d(|uc  dillicile  (|n'il  soil,  esl  néanmoins  un  des 
plus  simples  (pie  prcsenlc  la  !\lécani(|ue,  (|iiand  on  considi'ic  les  (dioses 
dans  l'état  nalur(d  el  sans  alislraction  :  car,  tous  les  corps  étant  esseii- 
li(dlement  pesants  cl  élciidiis.  (Ui  ne  peut  les  dc|iouiller  de  l'une  on  de 
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l'autre  de  ces  propriétés  sans  les  dénaturer,  et  les  questions  dans  Ics- 
([uelles  on  ne  tiendrait  pas  eoinpte  de  tontes  les  deux  ii  la  Ibis  ne 
seraient  par  consé(|uent  (|ue  de  pure  curiosité. 

Nous  commencerons  par  examiner  le  mouvement  des  corps  libres, 
comme  le  sont  les  projectiles;  nous  examinerons  ensuite  celui  des  corps 
retenus  par  nu  point  fixe,  comme  le  sont  les  pendules. 

Dans  le  premier  cas  on  prendra  le  centre  du  corps  dans  son  centre 
de  gravité,  et  comme  alors  relFet  de  la  gravité  est  nul  sur  la  rotation, 
ainsi  qu'on  vient  de  le  voii',  on  déterminera  les  lois  de  cette  i-olation 
[lar  les  trois  équations  suivantes  (art.  22  )  : 


.  ,n 

1   "'' 

=r  o, 

'"S 

1   ,// 

(A) 

^o. 

clt 

«rr       i)K 

^o. 

en  supposant  (  art.  21  ) 

P  = 

dV 

777' 

dO 

'/=777' 

et 

T=  ;^(A//-f-H7-+  C/-)-  Evr-li/'/'        lly-y. 

A  l'égard  du  centre  même  du  corps,  il  suivra  les  lois  ronnues  du 
mouvement  des  projectiles  considérés  comme  des  points;  ainsi  la  dé- 
termination de  sou  mouvement  n'a  aucune  difticulté,  et  ni»us  ne  nous 
y  arrêterons  point. 

Dans  le  second  cas,  on  prendra  le  point  tixe  de  suspension  [loiir  le 
centre  du  corps,  et,  supposant  les  coordonnées  :;  verticales  et  dirigées 
de  liant  en  l)as,  on  aura  (ail.  2;>  ) 

Vz=(rt-  c')S^i)/«~rJ«^(7i)/«-  r  §6D/«  -  :'|s|ei)iH: 
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()V 


cl  iDiili's  les  aiilics  ilillcr'ciiccs  pai  licllrs  de  \    sci'onl  nulles;  de  sorh 
ipic  ii's  ('iiinilions  [muii-  le  inoiiNciiicnl  dr  rohilion  scidiil  (  :iil.  'l'I  ) 


r/ 


/'l^  -'S'-'»'"-rS"»'. 


les  (|ii;inlilrs  ^r/ l)/«,  J^i^AD///,  |sjr  1)/// dcvani  rire  fe^iardees  cuiiime  dcr 
eoiislaiik's  données  par  la  lii^nre  du  cot-ps  el  par  le  lien  dn  puini  dt 
siisj)ension. 


2").  La  soinlion  du  premier  eas.  (Ui  le  corps  est  snppos(''  enlièrenienl 
lilire,  e(  ou  l'on  ne  considi're  (pie  la  rolalion  anionr  dn  eeiilre  de  i;ra- 
\ilé,  dépend  iini(]neinent  de  l'inléi^ralion  des  (rois  (Minalions  (  A  ). 

Or  il  csl  d'aliord  l'aeile  de  trouver  denx  intéi;rales  de  ces  é(|ua(iotis  ; 

car:   i"  si   on  les  iiiiilli|)lu'  l'esiieelivenient  par  — ^  -,~i  — .  et  (ni  en- 
'  '  '        <)/'     iiij     ()/■  ' 

siiile  on    les   ajonle  enseinhle,   on   a   evideiiirnenl    une  é(|iialion    inle- 
i^ralile,  el  doni  Tinléi^rale  sera 

/■  élanl  une  conslanle  arhi  traire. 

•',"  Si  l'on  iniilliplie  les  niéiiies  éijiialions  par  /;,  </,  /•  e(  (iiron  les 
ajoute  ensenil)le,  on  aura  eelie-ei 
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•2:?:i 


la(]Hol!t',  h  cause  que  \  es!  une  ronclioii  de  /',  7.  /'  uniqiieinciil  cl  (|iic 

iiar  conscqiient  dï  =  ' ,- dp -'-  '-— dii  —  ',  '//',  est  aussi  iutci;raljlc,  son 
'  1  ()ji    '  O'i      '         (II-  ■- 

intégrale  étant 

,)T         <)T         ,)'ï      -p       ... 

A- étant  une  nouvelle  constante  ailiitraire. 

,  ,  .  r  1       r     '^1'     '^1'     '>■'■     I 

l-.n  niellant  dans  ces  e(|uatinns,  au  lu'u  de  I,  t    ?  t' '  t' '  leurs  va- 
'  à/i    ii</    ()/■ 

leurs,  on  aura  deux  écjuations  du  second  degré  entre  />,  y.  /',  par 
lesquelles  on  pourra  déterminer  les  valeurs  de  deux  de  ces  varialdes 
en  fonctions  de  la  troisième;  et,  i>es  valeurs  étant  ensuite  sulistiliH'cs 
dans  une  quelconque  des  trois  équations  (A  ),  on  auia  une  é(|uation 
du  premier  ordre  entre  /  et  la  valeur  dont  il  s'agit;  ainsi  l'on  pourra 
connaître  par  ce  moyen  les  valeurs  de/>.  y,  /•  en  /.  C'est  ce  (]ue  imus 
allons  développer. 

J(;  remarque  d'abord  (ju'oii  peut  réduire  la  seconde  des  deux  inté- 
grales trouvées  ii  une  l'orme  plus  simple,  en  faisant  allenlion  (|ne. 
puis(pie  Test  une  fonction  li(unoi;i'Ue  de  deux  dimensi(ms  de/^  '/.  /. 
on  a,  par  la  prtqirieté  connue  de  res  sortes  de  fondions, 

<n       OT       ,rr 

ce  qui  réduit  ré(|natiou  intégi'ale  dont  il  s'agit  à 

T-  A-, 

la(|uelle  exprime  la  conservation  des  forces  vives  du  mouvemeul  de 
lotalion. 

Je  remar(|ue  ensuite  (|ne,  comme  la  ([uaulilé 

Vôr/  -'^^)7}  '[''o7-  -''àp)  'V'dJ,"''J7,) 
est  e(|ui\aleiite  ii  celle-ci 

-Mi <^ )  ^  ( à7, )  - i J.  )  .1  -  [^' dp  ^  '/ ',),  - '  ifr) 


\ll. 


fr) 
3o 
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Ia(|iicll('  devient 

Cl)  \('itii  (les  deux  inl(''^i:ilcs  |ifrré(lcnl('s,  du  :iiir;i  nui'  r(|ii;ili()ii  diHc- 
rciilicllc  |iliis  siiii|plr  en  iijoii  l;i  ni   cnscniblc    les  cari't's  des  Viilcnis  dr 

(I     ^  (/  .    -  c/        dans  1rs  trois   ('(inations   dillcrciiliidlcs     A   ,  l'iinatinn 
i)/i        i)'/        <)/■  '  ' 

(|n'on  [toiifra  aussi  cniiilnvcr  ii  la  place  d'une  (|neleun(|in' de  eidles-ei. 

De  eelte  nianii're,  la  deleiMnimition  des  (jnantités/',  //,  r  en  /  de|iendra 

siin|denienl  de  ces  tiois  é(|nali()ns 


,n  \'-      /Jï\-      ,,}T\- 


,),  )    '    \  ,), 


,)r 


=  /■' 


dans  ies(|U(dles 

T=  l^(\/>-^li'f-i-i]r')-  ['^^r-V.pr-  11/-./. 

2(\.    Cette  détermination    est  assez,    faeile,    lors(|ne    les    trois   con- 
stantes F,  (1,  Il  sont  nulles;  car  on  a  alors  simplement 


doni 


T=  -(, \ //--(- 157^+ C  H)  : 


=  C/  ; 


lie  sorte  (|ue  les  trois  é(|aations  à  résoudre  seront  de  la  l'orme  suivante  : 
A/>-    -^\\<r    -!-<-'■'    =->./i-. 

-'        -    ^^^/  -         =/-(/>-  + 7- +  /-)-4/r. 

Si  donc  on  l'ait  //■  H-  (/-  +  /•■       u  et  (ju'on  lire  les  \ali'urs  de  />,  7.  r 
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de  ces  trois  équations, 

p--^-        q^+        /■-=      U, 

A  /;-+!?  y--t-C  r'~—ih\ 
lin  aiii'u 

,    i!c»  — 2/r(B^c)  — r- 
n"- 

'"~  (C-A)iC-B) 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  i"é(|uation  dillércnliellç  ci-dessus, 
le  premier  menilii'e  de  cette  équation  deviendra,  aprl's  les  réductions. 


(A-B)(A-C) 

AC//  — ^/(-(A  -^C)- 

^.r 

(15  — A  )(1{  — C) 

\n«-  W/-,  A--BV 

-r- 

dl-- 


4[BC«  —  -./iHH  -  C  I  -t-/^J  [  AC«  —  ilV-i  A  -  C)  -/^J  [AB(/  -  2  /(-(A  -  B)  ^P\  dt-' 

et  le  second  membre  deviendra  /-'//  — 4/''.  t't'  sorte  qu'en  divisant 
toute  l'équation  par/-»  — 4/''  cl  tirant  la  racine  carrée,  on  aura 
entin 

kV,(:<ht 

:  V'—  [BC«  —  2  h-{\i  -H  C)  ^/■■=]  [AC«  -  a  lû{\  -r-  C)  -^/^Y|  AB  i<  -  2  /r(X  -  UT-T 

d'oii  l'on  tirera  [)ai'  l'inléiiration  /  en  //,  et  réciproquement. 

"27.  Supposons  maintenant  (|ue  les  constantes  F,  (i,  H  ne  soient  pas 
nulles,  et  voyons  comment  on  peut  ramener  ce  cas  an  précédent,  an 
moyen  de  quel(|ues  sui)Stitutions. 

Pour  cela,  je  substitue  à  la  place  des  variables />,  y,  /-des  fonctions 
d'autres  variables  .r,  v,  z,  qu'il  ne  faudra  pas  contbndi'c  avec  celles 
que  nous  avons  employées  jusqu'ici  pour  représenter  les  coordonnées 
des  différents  points  du  corps;  et  je  su[)pose  d'abord  ces  fonctions 

telles  (|ue  l'on  ait 

//-  -^q-~  /■-  =:  X-  -4-  V-  -^  Z-. 

Il  est  évident  que,  pour  satisfaire  à  cette  condition,  idies  ne  peuvent 
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rire  (|UL'  liiiraircs  cl,  |Kir  (■()iisr(|iiciit,  de  relie  l'orme 

/'-/''■'■   I   /'".'•    '   /'"'/'         '/-     '/'-'-^ '/".■'■    '■-'/'":■'  r  ^-r'.r  -i~  r"v  ^  r"'z. 

Les  (|iianliles //,//', //',  (/' ,  ...  sei'ont  des  (■(iiislaiilcs  arhilraires  eiilre 
les(jiielles,  en  veilii  de  re(|iialioii 

p'  I- yM    /■- =  .r- -^  y- +  z-, 
il  (;iiidi'a  (|iril  v  ail  les  six  é(|uali()iis  de  (■(iiulilidii  (|iie  voici  : 

//-  +  1/'^  -i-  /■'-  =^  I,  /''//'  H-  '/''/'  4-  '■'/■"  =-   O, 

p"l  +  ,/'2  -^  r"-  -:  I  ,  ///y  -^  q'<l"'  -t-  /•'  /•'"  =  O, 

//'"-  -h  '/'"-  +  /•'"-  =  I .      /'"/'"'  -  '/"'/'"  +  '■"  '•'"  ^  «  ; 

de  sorlc  (|iic,  coiiime  les  (|iiaiililés  dont  il  s'agit  sont  au  nonihre  de 
iiciil',  apri's  avoir  salisiail  à  ces  six  cqiialions,  il  en  restera  encore  trois 
d'arliitraircs. 

.le  siilistituerai  niaintenant  ces  ex[>r(^ssions  de />,  r/,  /dans  la  valenr 
de  r,  et  je  ferai  en  sorte,  an  moyen  des  trois  arbitraires  dont  je  viens 
de  |)aiier.  (|ne  les  trois  termes  (ini  conliendraient  les  produits  .ry.  .rz, 
y:-  disparaissent  de  la  \alcur  de  T,  en  sorte  <[ue  cette  (|iiantité  se 
i'çi|uis(;  il  cette  l'orme 


^lais.  |)Our  rendre  le  calcul  plus  sim|)le.  je  substituerai  immé(|ia- 
tcinenl  dans  cette  formule  les  valeni's  de  .r.  y,  :  en  /i.  (/,  r,  et,  compa- 
rant ensuite  le  l'csultat  avec  rexpressiou  de  T,  je  dcleruiinerai  non 
seulement  les  arliitraires  dont  il  s'agit,  mais  aussi  les  inconnues  a,  3, 
-'.  Or  les  valeurs  ci-dessus  de  /^  c/,  /■,  elant  multipliées  respectivement 
par//,  y',  /•',  par//',  y",  /■'  et  par//  ,  c/  ,  /■  ",  ensuite  ajoutées  ensemble, 
donnent  snr-lc-cbamp,  en  vertu  des  e(inations  de  condition  cuire  les 
coeflicicnls  />  ,  //  ,  .... 

.r  —  p'p  +  ,/'r/  -1-  /•' /■,        y  =  /'"/'  -+-  '/"'/  +  '■" '■•         -  =  P'./>  +  '/'"'/  +  '■"■  '■• 
La  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  (luanlité  -^^ — — ^  —   et  la 
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comparaison  avec  la  valeur  de  T  de  l'article  2.")  donneront  ainsi  les  six 
éq nations  suivantes  : 

yp'  -  Pp"-  -ip''-   =-^. 
y-'i'-  -^}n"-  —yï"-   =  1^' 

y.r'^    —3/'"-    -^y/-'"-      =;  (], 
y.  if  r'  -^  3  q"  /•"  —  y  q'"  /"  =  —  F, 
y.p' r' -^  Zp' r'  —  y j)' r"' ^^  —  G, 
y.p'q—  5/oV/'-  //V'/ "  =  —  H, 

(jui  serviront  ii  la  déterniinalidn  des  six  inconnues  dont  il  s'a^'il. 

Et  cette  détermination  n'a  même  aucune  dilticulté  :  car,  si  l'on  ajoiile 
ensemble  la  première  équarnui  multipliée  par/>',  la  sixii'Uie  multipliée 
pai- y' et  la  ciiupiième  multipliéi' par /',  on  a.  en  vertu  des  e(|uatinns 
de  c(Midition  déjà  citées, 

y.p' ^z  \p' —  II'/ —  Cil': 

en  ajoutant  la  deuxième,  la  ijuatrième  et  la  sixième,  multipliées  res- 
pectivement par  y'.  /•',//,  on  aura  pareillement 

y/'-  lî'/'-F/'-H/-'; 

ajoutant  entin  la  troisii-me,  la  cln(juième  et  la  ([ualiième,  multipliées 
respectivement  par/'.  //.  y',  on  aura 

3!/'=:  C/' —  Cfjl' —  l'q'; 

et  ces  trois  équations,  étant  combinées  avec  l'équation  de  condition 

serviront  à  déterminer  les  (|natre  inconnues  y.,  j>' .  if .  r'. 
Les  deux  premières  équations  donnent 


,_  H«;-F(A  —  y.)    , 

I  17 U  1-  .  l>         TT,  P 


(k-  y.\{Vi-^y.\  -  W-     , 
FH-hG(B-^)       ''  ' 


FH-^G(I{-5;)'   ' 

-nbstituant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  on  aura,  apri's  avoir  divisé 
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par  //,  celle  é([uali(ni  en  a. 

(X  —  \)(y.-  1?)(5C  — C)  —  F-(a  — Al  — (;-(j;  — B)-  II-(a  — C)  -  >.Vr,l\  -  o, 

laquelle,  élaiil   du  lioisième  tlei^i'é,  aura  iiécessaireiiieiil    une   lacine 
réelle. 

Les  mêmes  valeurs  élaul  substiluées  dans  la  (|iial  lii'Uie  é(|iia(i(Ui,  ou 
en  lirera  celles  de  //,  (/' ,  r  eu  a,  les(|uclles.  eu  faisan  I,  |M)in-  aluéLici-, 


{7.)  =  v'[(,A  -  a)  (B  -  a)  —  H'^J--)-  [HG  -r-  F(A  -  a)J-+  [l'H  +  (^(B  -  ajj-, 
seronl  ex[)i'imee.s  aiusi  : 

'^  ^^ ' 

,  Hf,   -X-F(A  -5!) 

"  = (^0 ' 

,,  _  (A  —  c;)(B  —  s<)  —  H- 

Si  l'on  l'ail  de  nouveau  les  mêmes  comhiuaisous  des  é(|uations  ci- 
dessus,  mais  en  pi'euaul  pour  mulli|ilicateuis  les  (|uantilés // ,  7  .  /à 
la  place  de//,  y',  /■',  ou  en  lirera  ces  é(|ualious-ci 

P/,"=A//'-lIy"-(;,-. 

(ilii,  élaul  jointes  à  l'équalion  de  couditiou 

/'"^'/"'^- '•"'='. 

serviront  à  déterminer  les  (piafre  iuconnnes  j^,//'.  y",  /•' ;  et.  comme 
ces  équations  ne  dllfèreut  des  |)récédeutes  qu'en  ce  que  ces  inconnues 
y  sont  a  la  place  des  premii'res  inconnues  a.  //.  y',  /■'.  on  en  coiudnra 
sur-le-cliamp  (|ue  ré(|ualiou  en  ^3,  ainsi  (|ue  hïs  expressions  de  //',  y' , 
/•"  en  [iJ,  seronl  les  mêmes  (|ue  ccdies  ([ue  nous  venons  de  trouver  en  a. 
lùiliu  si  l'on  réitère  les  mêmes  opéralious,  mais  en  prenant  p  ,  7',  r 
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pour  multiplicateurs,  on  trouvera  de  même  les  trois  é(iuations 

y '"'^  <■'■■"-<'/'"' -F"'/' • 
auxquelles  on  joindra  lÏMiuation 

//'--- 7'"--+- /■'"-=!: 

et,  comme  ces  é(|uations  sont  en  tout  semldaliles  aux  précédentes,  on 
en  tirera  des  conclusions  analoî;ues. 

On  conclura  donc,  en  général.  (]ue  ré(juation  en  a  trouvée  ci-dessus 
aura  pour  racines  les  valeurs  des  trois  quantités  a,  3,  y,  cl  (]ue,  ces 
trois  racines  étant  substituées  successivement  dans  les  ex])ressions  de 
//.  if ,  r'  en  x,  on  aura  tout  de  suite  les  valeurs  de  //,  c/',  /',  de// ,  7",  /  ' 
et  de  p  ,  q  .  r'";  de  sorte  ([ue  tout  sera  connu,  moyennant  la  résdlution 
de  l'équation  dont  il  s'ai;it. 

Au  reste,  comme  celle  équation  est  du  troisième  dei^ré,  elle  aura 

toujours  une  racine  réelle,  (]ui,  étant  prise  pour  a.  rendra  aussi  réelles 

les  trois  quantités  //.  y',  /■'.  A  l'égard  des  deux  autres  l'ai-ines  3  cl  •-, 

si  elles  étaient  imaginaires,  elles  seraient,  comme  l'on  sait,  de  la 

forme 

b^c\^i     et     b  —  c\  —  1; 

de  sorte  que  les  quantités/j",  7",  r",  qui  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  ^,  seraient  aussi  de  ces  formes 

m  —  /i  \  —  1  ,     //('  -r  n'  \  —  I  ,     nï'  -^  n"  \  —  i  ; 

et  les  quantités  //  ,  7  \  r",  qui  sont  de  semblables  fondions  de  y. 
seraient  des  formes  récipro([ues 

m  —  n  \  —  I  .     m'  —  n'  \  —  1  ,     m"  —  n"  \ —  i  ; 

donc  l'équation  de  condiliitn  p' [>"' -^  'l"'ï  ^  r"r" ^^  o  deviendrait 

«(-  -4-  /(-  -4-  »i'-  H-  n'-  -T-  in"'-  -^  II-  =;  o, 


2'i0  MK(:\NIOI'i:   ANVLVTIOI  E. 

l't,  |)ar  coiiSTciiicnl,  impossible,  l:iii(  (|n('  m.  ii,  m  ,  ii' ,  iii'\  n"  sfriiiciil 
réelles:  iI'im'i   il  s'ensiiil  (|iie  [î  el  y  ne  peiiveni  élre  iiii;iL;iii;iir'e>  (  '  ». 

I'(ii:r  (in'iiii  |iiiisse  se  e(iiiv;iiiiere  iliiceleiiienl  de  celle  verile.  d'iiiurs 
re(|ii;iliou  ini'iiie  donl  il  s";ii;il,  je  iiiels  eelle  é(|ii;ilioii  sous  hi  l'orme 

^  F-(o!  —  A  )  +  r.Ms(  -  B)  —  a  F(;il 

'^~  --^  (a  — A)  (3:— H)—  11^  ' 

j'v  suhstidie  siiccpssivemeiil,  :iii  lien  de  a,  les  deux  aiili'es  raeiiies  ^ 
ol  7,  et  je  retranclie  les  deux  e<|iialioiis  resullaiiles  rime  de  raiitre; 
i'aiii'ai.   a|)r('s   les   i-eiliielions  el    la  division   pai'   [i  —  7.    celle  liaiis- 

l'ormée 

[(,3  -  A)  (p  -  H  )  -  H^J  |(-/  -  A)  (■/  -  C)  -  \V-\ 

+  (  F^  +  G- )  |3-/    -  (  AF-  -4-  I!(;-  -\- 1  FGII  )  (  ,3  +  y  1 
r-  (  F=  n  r,^  )  II-  t-  \=  F^  +-  lî-G^  +  2  F(;il  (  A  +  H  )  =  O, 

la(|nelle  esl  ieduelil)le  it  celte  l'orme 

UP  -  \)  (P  -  H)  -  H-^]  [(y  _  A)  (7  -  n  )  -  IH] 

-H  [F(  (3  -  A  )  -  GII]  [F(y  -  A  )  -  GII  j 

-h  [G(,3  -  R  )  -  IIF]  [G  (y  -  B  ,  -  IIF  1  r^  o, 

qu'on  voi(  èlie  la  même  (diose  que  l'équation 

//'//"  H- 7"  7'"  +  r"  r"'--zs  o, 

el,  (|ui  l'oiirnil,  par  consé([ii('nl,  des  conclusions  semblables  (  '-  ). 

Donc  les  trois  racines  a,  [:!,  y  seront  nécessairement  tontes  reidies. 
el  les  neufcoid'ficients //,  «y  , /•', // (|ni  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  ces  racines,  seront  réels  aussi. 

2(S.   Nous  venons  de  déterminer  les  vabnirs  île  ces  coel'ticients  en 


(  '  1  l.'éiiuatioii  dont  il  s'a,^il  ici  est  colle  qui  tuil  Cdmiiiilre  la  direetiun  îles  axes  |irin(i- 
|)aii\  dans  les  surfaces  du  secdiiil  ordre.  La  démonstration  (|ui  suit  est  la  [U'einiere  preuxe 
directe  qui  ait  été  donnée  de  la  réalité  des  racines  de  cette  équation.        ( ./.  Vu-rirnnd.  t 

(-)  On  voit  que  l'intorvention  des  quantités /j", /:i"'.  ...  n'est  nulleineni  iiiilis|ieiisab|p:  il 
sullit  de  remarquer  que  la  dernière  équation  a  pour  premier  membre  la  somme  des  [iro- 
duits  de  trois  couples  d'expressions  imai;inaires  conjuguées.  1 ./.  rxitraïul.  \ 
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sorte  (iiic  l'iin  ail 


2f»l 


If  —  q-—  r-z=.t-  —  y- 


x.r--r-  3  >-^-  y  z- 
M  1   =7  '-^ >— 


oi',  cil  i'aisant  variiT  successivcMiient  p,  </.  r,  on  aura,  a  laiisc  que   r, 
V,  z  soiil  rnnciiuiis  (II'  ces  varialjles, 

()'r            àj       ,     Ov  i)z 

<)p            dp            0[>  '     ù[) 

ô'ï              Ou-       ^     ÔY  Oz 
-  —  ^^-  y.j:  —  —  j  )*  ---  ~  y  c  —  î 

ôii             d'i       '  "  ()<i  '    <)') 

,ï\              Ou-        ,     ()y  ôz 

Or                Or           ~    Or  '     Or 


•'■-=1'  1>  —  'I  '1-^' 


=  /'  /'  -  '1  7  -^  '    '■.  -  -P  P-^  '/   '/ 


■oiiiiiie  on  1  a  ueja  vu  plus  liant;  doin 


O.r 


0.1 


Û.V 


Or 


Ov 


=  '■'         7::=/' 


dp  ôij  Or  '  Op 

.siilistituant  ces  valeurs,  on  aura  donc 
01 


Op 
'IL 

01 


'/'^■■'—'/"^.y-^'f-/'' 


r  x.i  -;-  /■   j  V  —  /■ 


'/'■ 


De  >orte  qu'en  vertu  tics  c(]ualions  île  coiulilion  entre  les  coclti- 
•ieiits  /'  .  (/',  r',  // on  aui  a 

foiy-     ,oiy  ,  /oiy-      ,  „     ,., 

I  ,àiy     f  ,oiy  .  / ,oiy      ..  .  ,     .,,  ,  ,,      .,  , ., 

K%)    -^Và,)   ^VOr)   =--''■'- -,-dy-- y  Jz-. 

l'ai-  conséquent,  les  trois  équations  tinales  de  rarticle  '24  se  rédiii- 
Xll.  3i 
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l'oiil  il  crllcs-ci 


y..r-     +Py-     +ys'       -■'./(■-, 
'y.- li.r-  +-  |3- riy-  +  y- ilz-  _ 


/It- 


/-(•'■"  +  ,>'- -H  ^-)  —   '\ll'' 


lcs(|in'll('>  soiil,  (•(iniiiic  rmi  \oil.  Inut  ;i  l'ail  scnililalilcs  a  relies  ilc 
i'arlicic  2.").  les  (|iiaiilil(''s  c,  v,  ;.  y.,  3,  Y  r('|i(iii(laiil  aux  (|iiaiilitr--  p. 
<l.  r.  A.  15.  C. 

D'ih'i  il  snil  (|ii('.  si  l'on  lail.  coininr  dans  railiclc  cilc. 

Il  =  //-  -h  y-  -\-  /•-  =  .r-  +  )'■-  -i-  :;-, 

on  aura,  ciiIm'  li's  vai-ialilcs  .>  .  y ,  -,  //,  /,  les  nirnu's  l'orninlrs  (|iir  l'on 
avail   lronv(''rs  mili'c  p,  ij.  r,  ii.  /,  en   i'liani;ranl  smlcinonl  A,    15,   <i  en 

...  [i.  Y- 

\vanl  ainsi  les  valciii's  de  .r,  r,  ;  rn  //  on  /,  on  aiiia  les  valeurs  coin- 
pli'lcs  (II'/;,  ly,  /■  \\\\v  les  roi-ninli's  de  rarlirlc  27. 

2'.).  I>i's  (|nanlili'-'  /'.  r/.  /  ni'  siirtismi  pas  |)oiii'  dcirrinincr  tonics  les 
riiTonslanccs  du  nionvcincnl  ilc  rohilion  <\\\  coriis,  elles  ne  se|-vent 
iin'a  l'aire  connaître  sa  rolalion   inslanlanée.   V.w  ell'el.  nnisiiin' 


ilO 


P 


',11  ' 


il  s'eii-^nil  de  ee  iin'on  a  \n  dans  l'arlirle  10  (|iie  l'axe  s|ionlane  de 
rolalion,  anionr  dn(|iM'l  le  ror|is  loiirne  ;i  idiaqne  inslanl.  fera,  avee 
les  axes  des  coordoniK'e-^  u.  I>.  <\  des  ani^'ies  don!  les  eosinns  •-eronl 
respeelivernenl 

P _  1 ,        __>:_ ^, 

\ 'p"  -(-  7-  -^  r-        ^ 'p'-  -■-  1/-  ^  r-        s^p-  -+~  1/-  ^  /■- 
el  (|nc  la  vilesse  ani^nlaire  aulonr  de  ce!  axe  sera  représentée  |iar 


SP--^'/-—  '■-. 
l'our  la  l'onnaissanee  cmnpli'te  de  la  l'olalion  i\i\  eorj)s,  il  tant  eneon 
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ili'k'riiiinoi-  Il'S  valeurs  des  nrui  (|ii:iii(ilés  :.  r/,   Ç',   ç" (Td!!  ilc- 

pciidi'iit  celles  des  eoordomiées  ç,  r,,  Z.  lesciiudles  doniieiil  la  [losilicm 
altsoliic  de  chaque  point  du  corps  dans  l'espace,  relativenieni  au  reulrc 
d<'  i;ravité  regardé  c(unuie  ininiohile  ail.  17  :  c'est  ce  (|ui  dcMiaiidc 
eucore  trois  intégrations  nouvelles. 

Pour  cet  ellet.  je  reprends  les  forniiilo  diUeicnlielles  de  l'article  l:î, 
et.  inetlani  /n//.  rjdl.  rdl,  au   lieu  de  il?.  r/O,  dW.  j'ai  ce>^  ei|iiali(Mis 

(C)  (iV—  (il'  -  pl"}<//  —  o, 
'  i-/;'—  (  f>i  —  '/:'  )  '//  —  o, 

et  autant  (re([iiation>  seniiilaldes  en  r/,  r/ ,  /;  et  eu  Z' ,  Z",  Z'",  en  cliaii- 
Licant  seulement  H  en  r,  et  en  Z. 

(les  équations  étant  comparées  avec  les  équations  ililTérentiidles    A 

de  l'article  2i,  cntn;  les  (luantités  -— •    ,    ,  --- ■    il  ot  visilile  (lu'ello 
'  ()/'     (II/     ()r  1 

siMit    entii'rement   semblaliles:   de  stuli'   (|ue  ces   i|uaiililcs   repiindeni 

aux  (|iianlités  H',  ç".  ;  ,  comme  aussi  aux  quantités  r,  ,  r/'.  /,    cl  aux 

quantités  Z' ,  Z!' ,  Z  . 

D'où  je  conclus  (|ue  ces  dernières  variables  peuvent  être  rci.:ardees 

I  I  .1  I  M       ''•"     '^'1"     '■'1'  •  • 

comme  des  valeurs  iiarticiilieres  lies  varialdes  -,-  '  -v  ^^-  et  un  aiii^i. 
*  i)/>     ()'/     (II-  ' 

|)uisquc  les  é({uations  entre  ces  variables  sont  simplement  linéaire^. 
iHi  aura,  en  prenant  trois  constantes  quelconques  /,  //t.  ii.  ces  trois 
é(|iialions  intéiirales  compli'tes 

dp 

(D)  '    ^  =  /;'-r /«//■-«:■, 

I     -7~  =^  Il    -r-  III  f,    —  riQ    : 
Or  ' 

or,  en  combinant  ces  trois  é(|ualions  avec  les  six  é(|uations  de  condi- 
tion entre  les  mêmes  variables  E',  r/ il  semble  (|u'on   poiirrail 

déterminer  ces  variables,  ([ui  sont  en  tout  au  nombre  de  neuf:  mais,  imi 


=îhï  MKCWIOIK    WALI  TlOlii:. 

(■()nsiil(''r-;iiil  de  plus  jifcs  les  (''iiMiilioiis  iirrcrdoiilcs,  il  es!  l'iirilc  ilc  so 
cnnviiinci'c  (|ir('ll('s  ne  |ii'iiv('iil  l'rcllciiiciil  Iciiir  lien  (|U('  de  deux 
<''(|iial  ions  ;  raf,  en  ajoiilaiil  ciisciiildc  leurs  rarTcs,  il  anivc  (|iii'  liiiili'< 
les  iiii'dMiiiii's  :',  rf ,  'Ç\  ...  disparaissi'iil  ;i  la  l'ois,  en  \'ei'ln  des  niètnes 
éi|nalioMS  de  r(Hi(lilion  I  ai'l.  ."))  :  de  soi-|e  (|ne  l'on  ani'a  siniplenienl 
r('(|nal  ion 


i-  -■- 1)1-  -h  /i-. 


la(|indle  revnnil,  eoniine  l'on  voil.  ii  la  preniii're  des  denx  in((''.uiales 
li'onvées  pins  liani  fart.  2."));  el  la  e(Mn|)arais(ni  de  ces  (Mjnations 
donne 

/-=   /-+   1)1- -h  /!-. 

en  sorte  (|ne,  parnii  les  (|iialre  conslanles  /.  /,  ///,  //.  il  n'v  en  a  i|in' 
(rois  d'aidiilraires. 

i)"oii  l'on  doit  conclure  (|in'  la  solution  coni|dl'le  demande  encore 
\ii\c  nonv<dle  intéi;ralion,  h  la(]indie  il  t'amlra  employer  une  (|nelcom|ne 
des  é(|natioiis  diU'érentielles  ci-dessns  on  mn'  comliinaisini  (|nelc(ni(|n<' 
de  c(\s  mènn's  e(|nalhins. 

.'50.  Mais  (Ui  |ienl  rendre  le  ealcnl  ii<MUcoii|)  pins  liénéral  et  pins 
simple,  en  clierclianl  directemenl  les  valeurs  des  coordonnées  mêmes 
1.  r^  1.  (|ni  delerminenl  iainiédialemenl  la  position  absolue  d'un  point 
i|n(dc(nu|ue  du  corps  pour  le(|uol  les  coordonnées  relatives  aux  axes  du 
corps  soûl  (/,  h,  r. 

Www  cela,  j'ajoute  ensemhie  les  trois  é(|uatious  intéi>rales  (D)  trou- 
vées ci-dessus.  aprJ's  avoir  multiplié  la  |)remif're  par  a,  la  deuxième 
[lar  A,  la  (roisii'ine  |iar  c,  ce  (|ui  donne  i  art.  I  i  celle  éiiiiation 

it-\-'iir,-^-n^—  a \-  h  -    -  +  c  --—  • 

àp  (h/  àr 

Or  on  a  dejii,  par  la  nature  des  (|uanlilés  5,  r,,  "(  (art.  5), 

1--^-  rr  +  ?■—  f7-  -I-  /'-H-  (°. 

Kniiu,  ou  a  aussi  [  ait.  I  i  ),  eu  inellani  //  <//.  (/  <//.  /(//  au  lieu  de  r/P. 
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(/Q.  i/W  i'[  faisant  a,  //,  r  conslaiits. 


'2V3 


dr- 


ic//  —  br)- -^  iar  —  rpY—  i  bp  —  'Jy)-. 


Ainsi  voilà  Irois  tMiuations  (rm'i  l'on  [xoiira  tirer  \v<  valcnrs  de  ;.  r,. 
'C,  moyennant  une  seule  intéi;ratinn. 

Ensuite,  si  l'on  voulait  connaître  séparément  les  valeurs  de  ;',  r/,  '£' 
E",  ...,  il  n'y  aurait  qu'à  supposer,  dans  les  ex|)ressions  générales  de  ;. 
r,,  "r,  les  eonslantes 

<7  :=  I ,    i  =z  o,    c  r=^  o,     OU     a  =  o,    /y  =  r ,    c  =  o,     »n     <?  =  o,    £>    -  o,    c  ^^  \ . 
Supposons,  pour  ahréi^er, 

op  dp  ar 

M  :-- a'- ~  b- -^  c\ 
N  ^  (cq  —  br)-^  (ar  —  cp)-~  (  bp  -^  ar/)-; 

on  aura  donc  à  résoudre  ces  trois  éijuations 

/£  ^-  ind  1-  lit  ---  L, 
;-  ^r,^  -^^  ^M, 
dl'  -^  dr,-'  ■+-  d:.' 

dr-         ~   ' 

dans  lesquelles  M  est  une  constante  donnée,  L,  N  sont  supposées  con- 
nues eu  fonction  de  /,  et  /,  /a,  n  sont  des  constantes  arhitraii'es. 

J'observe  d'al)oril  que,  si  /  et  ///  étaient  nulles  ;i  la  fois,  la  |iremière 
éijuation  donnerait 


et,  cette  valeur  étant  substituée  dans  les  deux  autres,  on  aurait 

■'  '  /(-'  dt-  "^  n'dl-' 

é(|uations  très  faciles  à  intégrer,  en  faisant  ;  =  ocosO,  r,  =  isinO,  ee 


(llli  les  clKilli^c  cil  CCS  (lcil\-ci 


M 


1/-  rj- (Ul- -A- d^j"- 


,ir- 


n-7//'' 


iliml  la  |)rcini('rc  (l(iiinci"i  la  valeur  de  /,,  cl  la  secdinic  (Imiiiera  raiiL;lc  0 
jiar  riiilci;rali le  celle  lorinnle 

,,       di      /"        dïy    ^df 

''''^^^\/^'-lrdn--,lr- 

Sii(i|)OSOiis  iiiaiiilciiaiit  (|iie  /  cl  m  ne  siiiciil  |ias  nulles,  cl  \(i\oiis 
cdiiiiiienl  (III  peiil  rcdiiii-c  ce  cas  an  |u-ece(leiil .  Il  esl  clair  i|iic.  vi  r^n 
fail  _ 

/:"    j    ///  r,  -z  .1-  i^/f- 4-  m- ,  /ii  i  -     In  =-  )'  \U-  +  m- , 

(111  aura  ('•galeiiiciil 

i^  -+-  -ff-  =r  .£■■-  -t-  r-  et  tli-  -]-  drr       d.t-  -h  dy-  ; 

ainsi  les  (''(|iiali(Mis  profiosces  se  ix-diiinuil  (Talidid  ;i  celle  l(iriiie 


du-'-  4-  f/y-  +  d^- 


dl' 


^. 


si  l'dii  l'ail  ensuite 


■  \,'7-  -H  m-  +/('  —  ;  ^/7-  +  //(-  -V   n- , 


.>■  —  J  \'t-  -+-/«-=:  «  y'/'-  +  /«-  +  //■- , 


on  aura  eiieni'e 


>I  (/.r-  +  c/r-  —  dz-  +  f^/«-  ; 


donc  on  aura  ces  liaiislormées 


j  \/'/'-  +  //(-  -+-  n-  '-=.  L, 
II-  -+-  j-  +  3-  —  M, 
dii--i-  dr-+  dz^        , 


(|iM  sonl.  coinine  l'on  voil,  eiirii'rcinenl  seinlilaliles  ;i  celles  (jiie  nous 
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vcnons  de  résoudre  ri-dessus:  en  sorte  qu'on  ;iura  pour  //,  v.  --  1rs 
mêmes  expressions  que  nous  avons  trouvées  pour  :.  r,,  '1.  en  y  ehan- 
licant  seulement  //  en  \  /-  —  //r  -t-  /?- . 

Ces  valeurs  étant  roniuies.  on  aura  les  valiMirs  irenérales  de  r,  r,,  1 
par  les  tui'iiiiiles 


y  /-  --  ni- 


m  j'  —  /  )• 
\  l-  ^-  in- 


II  \  /"  -T-  in'- 


\  /--^  />i--i-  n- 


'■>[.  l'elle  est.  si  je  ue  me  ti'ompe.  la  solution  la  plus  générale  el  en 
même  temps  la  plus  simple  (|n'on  puisse  donner  du  fameux  pi'ohli'me 
du  mouvement  de  rotation  des  eoi'ps  libres;  elle  est  analogue  ;i  e(dle 
que  j"ai  donnée  dans  les  Mc/noi/is  de  rAradéniic  de  Beiiiii  [xinr 
1773  :'),  mais  elle  est  en  même  temps  plus  directe  et  plus  simple  ii 
(juelques  égards.  Dans  eelle-là.  je  suis  parti  de  trois  é([ualious  inté- 
grales qui  répondent  aux  équaticuis  1) ]  de  l'article  '29  ci-dessus.  e(|iia- 
tious  qui  m'avaient  été  Ibuimies  directement  par  le  principe  connu  des 
aires  et  des  moments,  et  anx([uelles  j'avais  joint  ré(|uation  des  forces 
vives  T  =  Ir  ;  art.  24).  ici.  j'ai  déduit  toute  la  solution  (l(>s  trois  é(|ua- 
tions  différentielles  primitives,  et  je  crois  avoir  mis  dans  cetti'  solu- 
tion toute  la  clarté  et,  si  j'ose  le  dire,  toute  l'élegauce  dont  (die  est 
susceptible;  par  cette  raison,  je  me  flatte  (|n'ou  ue  uie  désapprouvera 
pas  d'avoir  traité  de  nouveau  ce  proldi'irie.  (|uoi(|u"il  ue  soit  gui/re  (|ue 
de  pure  curiosité,  surtout  si,  comme  je  \\\'\\  doute  pas,  il  peut  être  de 
(|uel(|ue  utilité  ;i  l'avancement  de  l'Analyse. 

Ce  ([u'il  y  a,  ce  me  semble,  de  ()lus  remar(|iuilde  dans  la  solutimi 

précédente,  c'est  l'emploi  (ju'ou  y  fait  des  quantités  ;'.  r,  ,  "J ,  H" 

sans  connaitre  leui's  valeurs,  m;ns  senli'nniil  les  ('(juations  de  condi- 
tion auxquelles  elles  sont  soumises,  quantités  (jui  disparaissent  ii  la 
fin  tout  à  l'ait  du  calcul;  je  ne  <loute  pas  (juc  ce  genre  d'analyse  ne 
puisse  aussi  être  utile  dans  d'antres  oecasions. 

Au  reste,  si  celle  solution  est  un  peu  Ioulîuc,  on  ne  iloil  l'iiupuler  (|n";i 


(  1  )  OF.mrei  de  Ltign 


■2ÏS 


mik;  ^moi  k  ANALVTioi  i:. 


la  ^faillie  ij,(''ii(''rali(i''  (in'oii  y  a  voulu  coiiscrvrr-:  cl  rmi  a  |iii  i-<'mai(|iiri' 
deux  iiioyciis  <lc  la  siniiililicr,  riiii  en  sii|i|Misaiil  les  ninslanlcs  !■',  (i. 
Il  iiiillcs  (arl.   2.")),  cl  l'aiilrc  en  faisaiil  iiiillrs  les  (■(inslaiilcs   /  cl   /// 

(an.  ;iO). 

La  |ircinii'i-c  de  ces  deux  su|i|i(isilioiis  a\ail  luiiidiirs  élé  reiiardée 
(•(iiiiiiie  indis[)cnsalde  |miiii'  |iarvcMir  ;i  une  soliilidn  cnnipii'te  du  pi'ii- 
Mi'nie,  jnsijirii  ce  <|ih'  j'eusse  donne,  dans  mon  Menmire  de  177  >,  la 
nianii're  de  s'en  passer.  Cette  siipposition  consiste,  en  ell'el,  ii  |nendi c, 
|)onr  les  axes  des  coordonnées  a.  h,  c,  des  droites  t(dles  (ine  les 
soninies  ^(i//l)m,  '^(nl)///,  '^ //<■  l)///  soient  nulles  (  art.  19);  et  Huler 
a  dénionlri'  le  premier  (pie  cida  est  toujours  possihie,  (|U(dle  (pie  soil 
la  tii^urc  du  corps,  cl  (|ne  les  axes  ainsi  (h'teiMiiiiK's  sont  des  axes  de 
rotation  naturels,  c'est-ii-dire  lels  que  le  cor|)s  peut  tourner  librement 
autour  de  chacun  d'eux.  Mais,  quoiqu'on  puisse  toujours  tronvei'  des 
axes  cpii  aient  la  propi'ii'lé  dont  il  s'agit,  et  (|ue  d'ailleurs  la  position 
des  axes  du  cor[is  soit  arbitraire,  il  n'est  pas  indillcrcnt  d'avoir  une 
solution  (oui  il  l'ail  dii'celc  el  independanle  de  ces  considérations  par- 
ticulii'res. 

La  seconde  des  (\*'u\  suppositi(Uis  dont  il  s'agit  dépend  de  la  |»osi- 
tion  dos  axes  des  coordonnées  ^,  r^,  '(  dans  l'espace,  position  qui,  étant 
paieilleni(>nt  arbitraire,  peut  toujours  être  supposée  t(dle  que  les  eon- 
slantes  /et  ///  dévie nnent  nulles,  comme  on  peut  s'en  convaincre  direc- 
tement, d'aprl's  les  exiiressious  générales  de  £.  r^,  'Ç  (|ne  nous  avons 
ti'ouvées. 


■i'I.   E]\  sn[)|iosanl  h.  G,  11  nulles,  un  a,  comme  (ui  l'a  vu  dans  l'ai'- 
licle  2(i. 


\p 


0</  Or 


et,   ces  valeurs    étant    sulisliluées    dans    les    ti'ois    é(|nations   diUeren- 
tielles  (A),  il  vient  c(dles-ci 


C  -  H        ,  ,         A       C        ,  ,         |{  -  A         , 

(Ij)  +    — '//•  (It  —  O,  '/</  -+-    —  .  />/■  (Il  ~  O,  (//•  -+-    . ftj  clt  r=  O, 
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lesquelles  s'aecordent  avec  celles  qu'Eiiler  a  employées  dans  la  solu- 
tion (|u'il  a  cloniK'c  le  premier  tle  ce  problème  [roir  les  Mémoires  (le 
l'Acadcmic  de  Berlin  pour  ijoH):  pour  s'en  convaincre,  il  suffîi'a  d'ul)- 
server  que  les  constantes  A,  B,  C  art.  20)  ne  sont  autre  chose  que  ce 
qu'Euler  nomme  les  mome/i/s  il'inerlie  du  corps  autour  îles  axes  des 
coordonnées  a,  h,  c,  et  que  les  variables  p.  //,  r  dépendent  du  mouve- 
ment instantané  et  spontané  de  rotation,  de  manière  que,  si  l'on 
nomme  a,  [i,  y  les  angles  que  l'axe  autour  <luquel  le  coi-ps  tourne 
spontanément  à  chaque  instant  fait  avec  les  a\es  des  r/,  h,  <■.  et  ;  la 
vitesse  angulaire  de  rotation  autonr  de  cet  axe.  on  a  (art.  29 

p  ^  0  ces  7.,         1  ^  ?  cos  3,         /■  -^  p  ces  y. 

A  l'égard  des  autres  équations  d'Euler.  lesquelles  servent  à  déter- 
miner la  position  des  axes  du  corps  dans  l'espace,  elles  se  rapportent 
;i  nos  équations  (C)  de  l'article  211.  En  elièt.  comme  les  neuf  (pianlités 
H',  r/.  "J .  1".  ...  ne  sont  autre  chose  que  le»  coordonnées  rectangles  des 
trois  points  du  corps,  pris  dans  ses  trois  axes,  ii  la  distance  i  du 
centre  (ce  qui  suit  évidemment  de  ce  ([ue  ces  quantités  résultent  des 
trois  ;,  ■/;,  1.  en  y  faisant  successivement  r/  =  i ,  A  =  o,  e  =  o,  ensuite 
r/  =  o,  />==[,  r  =  n,  et  enfin  a  ^  o,  A  =  o,  r  ^  i  ,  il  est  clair  (|ue.  si 
l'on  désigne  avec  Euler  par  /,  m,  n  les  compléments  des  angles  d'incli- 
naison de  ces  axes  sur  le  plan  tixe  des  H  et  r,.  et  par  A,  u..  v  les  angles 
que  les  projections  des  mêmes  axes  font  avec  l'axe  fixe  des  :,  on  aura 
ces  trois  expressions 

''  =  cos/,  r/msin/  sin/,         r'  =  sin/  cos/,. 

r'-=cosw,         Tj"  "  sin/«sin;j.,         ; '=;  sin/«cos,y.. 
r=cos«,         Tj"^  sin // sinv,         £ '=^  sin/i  cosv; 

et,  par  le  moyen  de  ces  substitutions,  on  trouvera  aisément  les  é([u;(- 
tions  auxquelles  Euler  est  parvenu  par  des  considérations  géomé- 
triques et  trigonométri(|ues, 

.■}3.  Au  reste,  en  adoptant  ii  la  fois  les  deux  suppositions  de  F,  (j, 
H  nulles  et  de  /,  m  nulles  aussi,  on  aura  la  solution  la  plus  simple 
XU.  ^j 
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]i;ii' les  ffnTlR  r(|ii:ili()ns  !  1);  (le  rMi-lii'lc  2'.),  en  y  siil)sliln;inl  1(^? 

(le  'C  C",  C"  <'t  <'•'  /'.  '/.  ''•  ''I'  ?•  't^-  '"  '^"■'-  "•  -'*,'  '■<"■  ""  ■""■•' 
maiiil'i'c  rcs  trois  ('ijiKilioiis  du  [ifi'iiiicr  ordre 


Villl'Ul- 

1,.  , •.■(!, 


^i  u  M  ./■!;-- eus  i/ .A 


dt 


n  siii  o  siii',1. 


|{ :-  "    /M'osci  siii'.i, 

,  c/o    h  cnsM  c/'ii 
(,— ^ , '    —«COS'.i, 

losquidlcs  se  rédiiisciil  (•vidcniiiicnl  ii  r(dl('-i'i  : 


ndl  —   \  lII- 


,11    -   lîr/'Lrz 


n,lt-~  (:</'J> 


Cr/o 


Or,  si  l'on  l'rniiiiic  dl  cl  d\,  en  ajoiitanl  çiiscnihlc  les  iroii 
lions,  a|U'('s  les  avoir  niulliiiliccs  r'i'S|n'c(ivi'niriil  par  C.    -  B, 
15  —  A,  on  aura  r('<|ualiou 

lann'j  siu'.i  sui  m  cosf.i 


f(|ua- 
\  -  C, 


laiiindlc  se  l'ciliiit  ;i  relie  l'orun 


(•OSr„f/M 

sill  f,) 


C(B-  VW/'- 


D(A  —  C  I  laii^ 


A((:-Bi 

lang9 


Il  los  variables  sont  séparées. 
f,(>  second  membre  de  cette  équation  se  ebaiii^c  eu 

C  (  B  —  \)  si  DO  coso  c/'j 


on  encore  en 


\\\S.  —  Cislii-o  —  A((;  —  B  )(•()*■-' ç. 

CiB-   Vlsin^o^/'J  _. 

r\B  —  C 1 A  +"B  )  +  (TTB  —  A  )  cos-1 9  ' 
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(lonr.  on  intégrant  logaritluirKjUfmont  et  passant   cnsuilô  dés  loga- 

litlinics  aux  nomlires,  on  aura 

K 


,vi{_(;(A  H  i!)-C;ri 


\  ) cos \ 


K  clanL  une  constante  arliilraiiT.  Or  tangç.  =  y  7^7^^'  ''"'"'•  ''"' 
slilnant  la  vairur  in^éi-rdcnto,  on  aura 


/liAiB  —  C)  siii-'jj 


5  in-'-.)  —  K 

et.  mettant  cette  valeur  de  lang-^  dans  les  deux  |u-emiiTes  c(|^ahon^ 
(linerentieiles.  on  aura 


,>'/l  -  V  dl 


A  r/;,  -2  B  (  C  —   \  I  Sill"  t.)  +  K 

^'lUM  \    2A(,B  —  C)  sin-M  —  K 


\^>/',^      /îAi  B  — C)  siir-'.i  —  K 

équations  où  les  iudeterniinées  sont  séparées  et  (|ui.  elanl  intégrées, 
donneront  /  et  -l  en  f'ouclioiis  de  (o. 

Cette   solution   revient  ;i  celle   ([ue   d"Aleniliert   a   donnée    dans    le 
Fouie  I\'  de  ses  Opuscii/cs. 

:i\.  Venons  au  second  cas,  oii  Ton  su|)|iose  le  corps  grave  suspendu 
jiar  un  poiul  ti\e.  autour  duqutd  il  peut  tourner  en  tout  sens.  Kn  pre- 
nant ce  point  pour  le  centre  du  corps,  c'est-à-dire  pour  l'origine  coni- 
iiiune  des  coordonnées  :.  -q,  'Ç  ela.  h.  r,  et  supposant  les  ordonnées  , 
verticales  et  dirigées  de  haut  en  l)as,  on  aura,  pour  le  mouvement  de 
rotation  du  corps,  les  équations  'B  de  l'article  2:î.  Ces  équations  sont 
plus  compliquées  que  c(d!es  du  cas  précédent,  à  raison  des  termes 
multiplies  par  les  quantités  '<^a  Dm.  <^/j  Dm.  |<^r  Dm,  lesquelles  ne  sont 
plus  nulles  lorsque  le  centre  du  corps,  dont  la  position  est  ici  donnée, 
toml.e  liors  de  son  centre  de  gravité:  on  peut  néanmoins  encore  lau'e 
évanouir  deux  de  ces  quantités,  en  taisant  passer  par  le  centre  de  gra- 
vité l'un  des  axes  des  coordonnées  a.  b.  c.  dont  la  position  dans  le  corps 
est  arbitraire,  ce  qui  simplitlera  un  [uni  les  équations  dont  il  s  agit. 


'ilii  MKi;  \MOI  i;    VN  AL'»  TIOl  K. 

Sii|t|)(»soiis  (Idiic  (|iic  r.ixr  (les  i-<)(iriloiiii(''cs  f  jiassi'  |»;ir  le  rciilro  de 
i;'rii\ili'  (In  corps;  on  aura  alors,  par  Irs  |ii'o|)i'i('lés  de  ci'  cciilrc, 

^<H>/»       n,  V^//|>/«    -o, 

cl  SI  l'on  iiomtnc  /■  la  lll'^lalll•c  cnirc  le  cciilrc  du  cor|)S,  i|iii  c>l  le  |i(iiiil 
i\i'  siispensioii,  cl  son  centre  de  i;ravilé,   il  csl  visible  (|n'on  aura  anssi 

donc 

en  iionnnant  ///  la  niasse  dn  corps. 

Faisant  ces  snhslilntioiis  cl  nicllani   K  pour  l<m.  on  aura  les  trois 
équations  suivantes  : 

'  'V'  '^T  iï\       .  .„ 

-7  -,  -  —  '■  ,-    -    ^^  =o, 
(//■  (II/ 


(K^ 


()/■  ,)r  </!" 


dans  lcs(|U(dles 

.■>.").  On  |ieul  d"ali(M'd  trouver  deux  inlci;i'ales  de  ces  c(|uations,  en 
les  ajoutant  ensenilde,  a|)iès  les  avoii' niulli|diees  i-espeetivcrnenl  par 
/'.  '/.  r  on  par  Z',  Z",  'Ç" ;  car,  à  cause  de 

(ai'f.  13),  on  aura  ainsi  les  deux  éiiualions 

p<l  --  ^'1  (-1  -   -  ^  rd  k'/,   r=o, 

J/'  dy  (>/■ 

()/>  ()</  Or         Op  O'/  Or 
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lioiit  les  intégrales  sont 

lïT         ,rr        <)T      ^      .  ,.,       . 

''  ùp       '  Oq    '   ~   di 

/et  II  étant  deux  constantes  arbitraires. 

11  parait  ilitfieile  de  trouver  d'autres  intégrales  et,  par  eonsé(juent. 
de  résoudre  le  problème  en  général.  .AFais  on  y  peut  parvenir  en  sup|)o- 
sant  (jne  la  tlgui'e  du  i-orps  soit  assujettie  à  des  conditions  particu- 
lières. 

Ainsi,  en  su|)[)osant  F  =  o,  G  =  o,  H  =  o,  et  de  plus  A  =  B,  on 
aura 

-rr  .11      . 

et  la  troisième  des  éituations    Ej  deviendra  f/V  —  o,  dont  l'intéitrale 
i  '  Or  c 

est 

ÔT 


Ce  cas  est  celui  oii  l'axe  des  coordonnées  <■,  c'est-à-dire  la  droite  (|ni 
passe  par  le  point  de  suspension  et  par  le  centre  de  irravi  té,  est  un  axe 
naturel  de  rotation,  et  où  les  nio/nen/s  d'inertie  autour  des  deux  autres 
axes  sont  égaux  art.  32  i,  ce  (jui  a  lieu  en  général  dans  tous  les  solides 
de  révolution,  lorsque  le  point  fixe  est  pris  dans  l'axe  de  révolution. 
La  solution  de  ce  cas  est  facile,  d'après  les  trois  intégrales  qu'on  vient 
de  trouver  i''  ). 

Kn  etVet.  puis((ue 


(  ')  Il  est  digne  de  remarque  (inc  ce  proljlènic  ait  été  postérieurement  résolu  par  Poisson 
comme  entièrement  nouveau.  Ux  solution  qu'il  en  donne,  sans  citer  aucunement  Lairran^'e. 
t'ait  partie  du  XVl"  Cahier  du  Journal  de  l'École  Poljluchniiiuc,  publié  en  i.Si  i,  et  a  ('lé 
reproduite  dans  la  seconde  édition  de  sa  Mécani/juc.  i  1 .  Bertrand.  \ 
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il  csl  visil)lc  (]iH'  CCS  li'dis  iiih'griilcs  se  n'duir-onl  ;i  celle  forme 

I .  Il,  Il  t''l;iiil  (les  conshuiles  iiiliilrnircs. 

Ddiic.  si   l'on  siilislihie   pour  T,  'Ç' .  Z'",  el  |)Olll■/^  y,  /'  leurs  valeurs 
en  loiiclious  de  o,  'i/,  oj  (art.  7,  20',  ou  aura  ces  tcois  é(|uatious 


.    sin-'.if/l/          ,,                            ,                 (/-j  +  COSr.i  f/'I 
A ,         '-    +  (,/(  COS',)  r—.  A,  -' ' 


les(|iM'lles  oul,c(Uuiue  l'ou  voil,  ra\autai;(' (|ue  les  augles  finis  '^  et  'j 
ue  s'\  li'ouvcul  pas. 

La  seconde  donne  d'ahord 

(/■\l   /l  —   i',/1  COS'.I 


f/t  A  si  M- M 

el.  cette  valeur  élaul  substituée  dans  la  preruit're,  on  aura 

Asin^w/M 


y  A  sin- w  (2/  —  C/i-  -j-  2  K.  COS'.I  )  —  {/i  —  C/(  cosoj  )^ 
'usuile  la  den\ii'UM'  et  la  troisii'un'  d(ninei'ont 

,,  {/t  ^  Cn  cosf.))  c/ij) 

((■b     - 


<h 


'in  M  \  \  sin-'o)  (  2 /'  —  C.n-  -t-  2  K  eus  01  )  —  (A  —  C//  cosw  1 
[A  «  —  //  cosfji   ;-  (  C  —  A  )  //  cos-w]  <l',i 


siiu.i  v'A  sin-Gj(2/—  Or- m-  2Kcosw)  —  (/*  —  (>«  cos'.)  )- 


i'(|nah(uis  oii  les  indélerniinées  sont   scpar(''es.   mais  dont  riulégraticui 
dépend  en  général  de  la  l'êi'titicatiou  des  sections  coni(|ues. 


;»(i.    iU'pi'euous  les  é(|uatioiis  (K)  el  substitumis-v  les  valeurs  de 


*!1 
Op' 
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2.Ï0 


1)1/     ôr         '       ' 


\  <ir  - 

Cdr- 

-  H  dq 

dt 

lî  dq  - 

F  dr  - 

-  H  dp 

dt 

C  dr  - 

Vd.j- 

-  G  dp 

i  <  ;  —  1)  )  <]!■  -  V  {  r-  —  7-  )  —  r,  /.)y  -^-   !!/)/■    --  k  Ç  ■  -  -  o. 


-r-  (  A  —  (')/*/■  —  (i  (  />-  —/■-)  —  H  qr  -T-  F/)'/  —  K  ;'  =  o, 


—  (  P>  —  \) pq   "  II  (  7-  —  /'-  )  -  Y pr   r-  Cl 7/-  :  :  o. 


Dans  l'(''t;i(  de  rcjMis  du  corps,  lo  lidis  (]iiantites/>.  y,  /sonl  iiiilh's. 
|Miis(|iic  \/;- ^  y- + /•-  l'^t  la  vilrs-.r  iiistantanéç  de  rolati'tn  (art.'iU,: 
donc  on  aura  alors 


eu  soi'tc  (|ir;i  cause  de  'i.'-  4-  "."-  4-  "4"-  =  i  et,  par  conse(|nenl.  de  Z'  —  1 , 
l'axe  des  coordonnées  ".  coïncidera  avec  celui  des  ordonnées  c;  c'esl- 
à-dir(M|UC  ce  dernier  axe  (|ui  |)ass(^  par  le  centre  de  i,M'avité  du  cor[is, 
et  (|ue  nous  noninierons  dorénavant  Wt.rv  du  rarps,  sera  vertical,  ce  (|ui 
est  l'état  d'é(juilil)re  du  corps;  et  cela  se  voit  encore  mieux  par  les  t'or- 
mules  de  l'article  7.  Ies(jiielles  donnent  sin  ç<  siu  co  =  (1,  coso  siiuo  =  o 
et,  par  conséquent,  oj  =  o.  w  étant  l'angle  des  deux  axes  des  coordon- 
nées c  et  C. 

Si  donc,  en  siipposanl  le  c(U'ps  en  nioiiveinent,  on  suppose  eu  inéinc 
lem|)s  (]ue  son  axe  s'éloigne  tri's  |>eii  de  la  verticale,  en  sorte  i|ue 
l'angle  de  déviation  co  demeure  toujours  très  petit,  alors  les  ([iiaiitités 
C,  T' seront  très  petites,  et  r(Ui  aura  le  cas  oi^i  le  corps  ne  fait  (jiie  de 
tri's  petites  oscillations  autour  de  la  verticale,  en  ayant  eu  même  temps 
un  mouvement  quelconque  de  rotation  autour  de  son  axe. 

Ce  cas,  qui  n'a  pas  encore  été  résolu,  |)eut  l'être  facilenieiil  ci  com- 
|)lètement  par  nos  formules;  car,  eu  regardant  "J  et  "-"  comme  très 
petites  du  premier  ordre  et  négligeant  les  quantités  trI's  petites  du 
second  ordre  et  des  ordres  suivants,  on  trouve,  par  les  équations  de 
condition  de  l'article  Ô, 

t'  —  i,         c" -- —  i' l' — 'i"C," ,  ■/■/■"=:-— r/Ç'— -/i"?" 


2b6 

et 

(loiH 
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ç-;^i,  /r-4-v/-:=i,  ;  rj  -r- -.   n   =   o; 


ï'— siiim,         ^"— C0SC7,         ri'-T  sin'},         yj"--cosC'       et       cos(_w  —  0)  =  o; 


ro  ^  90"  -H  0 


't.  |iiir  (■(iiisr(|iH'nt, 


£'  =  cosC/, 


Siil)s(ilii;ni(  ces  valeurs  dans  les  cxpi'cssidiis  de  r/P.  c/Q,  <-/!{  de  l'ai- 
liulc  I  I ,  on  aura 

vu  nri;lii;'('an(  ((injinirs  U's  (|iianlit(''s  du  second  ordre. 
Ainsi  ilonr  on  aura 


P 


'/  = 


(Il  di 

<n  )      r"  dO  —  r/r' 


dt  dt 

d\\     d'j 

''=7u=-dr 

\alenrs  (|ni,  ('lanl  >nlisli(in''es  dan>  les  ('M|nalions  dill'erenlitdles  ei- 
dessns,  donneront,  en  négligeant  les  puissances  et  les  produits  de  'i' , 
Z",  des  é(|iKilioiis  linéaires  pour  la  délerniinalion  de  ces  variables. 

Mais,  a\anl  de  l'aii-e  ces  subslilulions,  (ui  reniari|nera  (|u'cn  su|iiio- 
sanl  C  el  Z"  nuls,  les  é(|ualions  dont  il  s'agit  donneront 


, ,  d'  0       „  do- 
it ^77    +  I'  -TT 
(//-  (II- 


dl-  di- 


d'-O 
(.  -r^  —o. 
dt' 


Donc,  pnisi|in'  C  ne  sani'ail  devenir  nul,  à  nujins  (|iie  le  c(n'ps  ne  se 

reduiM' il  nne  ligne  pliysi(|ue,  (i  élanl  ^[(i-  -^  h' )\)i)i,  il  s'ensuit  (]u'on 

.  ,.  .      ,        '  ,  .  .       ,.  ■  d'O 

ne  peut  salislaire  a  ces  e(|ualions  (|u  en  laisanl   ..-,-  =  o,  el  ensuite,  ou 

tl'j 


<li 


ou   I'  --  0  et  (i  =  o. 


J)e  lii  il  est  l'aeile  de  cuncinre  (jue,  loiS(]ue  'i'  el  'i"  ne  sont  pas  nuls, 
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d'j 

mais  seulement  très  pelils.  il  l'aiulra  que  les  valeurs  de  ^.  ou  île  l'"el  C 
soient  aussi  très  petites,  ce  qui  lait  deux  eas  qui  demandent  à  être  exa- 
minés séparément. 

37.  Supposons  premièrement  que  ^^  soit  une  quantité  très  p(>tite  du 
même  ordre  que  'Q  et  w";  on  aura,  aux  (juantités  du  second  ordre  |)rès. 


dV 


dV 


Par  ces  substitutions,  en  négligeant  toujours  les  quantités  du  second 
ordre  et  changeant,  pour  plus  de  simplicité,  les  lettres  T.  '-^"  eu  v,  //. 
les  équations  dilTérentielles  de  l'article  précédent  deviendront 


dC- 
-'^d-'s  —  Yd-'j  —  Wd-a 


R«  =1  o. 


di- 
Cd'0  —  Vd-s^Gd-ii 


La  dernière  donne  ~r~  ~  rr-,-; ;  et,  cette  valeur  elaiil  >ulisli- 

dl-  Ldl- 

tuée  dans  les  deux  premières,  on  aura  ces  deux-ci  : 

I  AC  —  G-  )  <Y-  w  -H  (  CH  -t-  GF  )  d's       , ,,. 
dt- 


(BC  -  r-)dK<!  -^  (CH  -+-  GF)  d^ii 
dt^ 


1        Cl      II  ^,- 

LKs  1=0, 


dont  l'intégration  est  facile  |)ar  les  métliodes  connues. 
Qu'on  suppose  pour  cela 

s  =  asiiiip/  +  3).         Il  =  ■/  sin(p/  -h  [3), 

a,  ji,  y.  p  étant  des  constantes  indéterminées;  on  aura,  après  ces  sub- 
stitutions, ces  deux  équations  de  condition 

(  AC  —  G^  )  yo-  -  i  CH  4-  GF)  xo'  -  CK y  =  o, 
(  BC  —  F-  )  ap-  —  (  eu  +  G  F  )  /o-  —  CK  a  —  o, 


Xll. 


33 


2o8  M  É  C  A  N I Q  l  E   A  N  A  L  V  J  I  Q  U  E. 

l('S(Hicllcs  (loiiiU'Ut 

y  _       (CH+GF-ip--^ _  CK  —  (j$C  —  Fjjpj . 

d'où  ri'siillc  celle  é(|ualioii  en  p 

^'^-  -  [I5C  -  F-  --  AC  -  G^]  ^4^  -H  (  IJC  -  F-)  (  \C  -  C.-)  -  (  CH  -  CF  )=  -  o. 


l;u|iielle  iiiira,   eomiiie  l'dii  voit.  (|iialre  racines  ei^ales  deux  ii  deux  et 
de  silène  euiilraire. 

Si  dawv  on  desii;iie,  en  j^'énéi'al,  par  ;  et  c'  les  l'acines  ini''i;ales  de 
cette  e(|nalion,  al)slraction  l'aile  de  leur  si^iie,  et  (jii'on  prenne  (jiialre 
conslanles  a  l'h  il  rai  l'es  a,  x',  [ù,  [i',  on  aura,  en  général, 

s  =  j;  sin(p/  4-  |j)  -4-  3<'  sin  (o' t  —  ^') 

et,  par  eonsé(| lient. 

(  CH  4-  GF  )  0- a  sin  (  0  <  ^  ,3  )       (  CH  —  GF)  p'- x'  sin  (  p^  —  3'  ) 


CK  —  (AC  — G-)p- 
lùifin,  on  aura,  en  intégrant  la  valeur  di 


CK-(AC-G^)p"- 


</t- 


'i—  f^hl-r- 


G//-F^- 
C 


De  ^orle  (|ue  ['(ui  counaitra  ainsi  t(uites  les  variaMes  en  r(UiL'liou  de  /. 
<'t  II'  pi'oldèuie  sera  résolu. 

Au  reste,  coninie  cette  solution  est  fondée  sur  riiy|)otli('se  (|ue  v,  //  et 


ieiit  de  tri's  |)etites  (juaiititcs.  il  l'andi'a  p(Uir  (lu'elle  soit  legitirn 


i"  (|ne  les  conslaiiti'S  7,  a' el  //  soieiil  an>si  très  petites:  2"  (|ue  le-;  ra- 
cines c,  p'  soieni  réelles  et  inéi,'ales,  aiiu  (|ne  l'aniile  /  soit  toujoui': 
sous  le  silène  des  sinus.  Or  cette  seconde  condition  exicce  ces  denx-ci 

BC-  F- 4  \c     (;-:>o, 

[BC  -  F^  -f-  AC  -  G-]-  >  4  [(  BC  -  F"-j  (AC  -  (i'^)  --  (CH  -  (IF  )-J. 
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l(>squelles  (lépendont  iiiii(|uemc'iit  de  la  figiiii'  du  curps  et  de  la  siliia- 
tion  du  point  de  susponsion. 

;i8.  Supposons,  en  second  lieu,  que  les  constantes  F  e(  (i  soient  aussi 
très  petites  du  même  ordre  ([ue  Cet  Ç';  alors,  négligeant  les  (juantités 
du  second  ordi'e,  ci  mettant  v,  //  à  la  place  de  'Ç\  Z",  les  é(|ua(ions  dil- 
lécentielies  de  l'article  ;]()  deviendront 


\[disc/9)-hr/'a]  _  G  cM  _  U[r/i  u  clO)  -  cl- s] 


dt-                    dt'  dr- 

_  (  C  —  B  )  (  «  dO  —  ds  )  dO  F  d'j-        H  ( .«  «'5  H-  dti  )  d'j 

dY-  ~dT-'  ~'                ~dï- 

B[f/(;/^$)-(/-.9]        Yd-'j  H  [f/(  .ç  dh  I  -i-  d-  u  I 

~dV-                       W'  'dV- 

(A  — C)(.'îf/5  +  r/;/)f/5  ^,dV-        n  (  Il  d9  —  ds)  dO 


—  k//  —  o, 


dt- 


La  dernière  donne 


•t.  intearant. 


di' 


dl- 


r.d'9 
~dF~ 


(M 
dr' 


'11 
dt 


Il  étant  une  constante  arldtraire  de  grandeur  i|ne!con(|ue. 

Siii)sliluant  cette  valeur  de  -j-  dans   les  deux  équations,   on    aur; 
celles-ci 


A^  -H~  -i-(A--B-C)//^'  -i-(C-B)//2;/-vF«--^ll//-.v-t-k«=o, 


dt-  dl- 


dt 


^  S  --H^'-(A  +  B-C)«^'  +(C-A)/*^v  -T- (!«--+- H//- «-^K.>-  =  o, 
dt-  dt-        ^  '     dt 

dont  l'intégration  n'a  aucune  dirticullé. 
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OiToii  les  divise  pai'  ir,  cl  (lu'oii  y  rciiicKc,  |h>iii'  plus  de  sirii|ilicitt'', 
(1^)  il  l:i  [ilacc  (Ir  //r//,  en  se  sdiivciKiiil  (|iir  ^/O  esl  désormais  conslaiit, 

(tn  aura,  en  iii'ddiiiiaiit  les  leriiies  e(  Taisant  I.  =  — -  =  — -  (art.  3i  ,, 

II-  n- 

i'iiiir  iiiléi;i'ei'  ces  é(jiiati()iis,  je  eoinniciiec  \\\\y  l'aire  disparailre  les 
termes  Idiil  cdiislanls,  en  siipposaiil  s---.r  -  /',  ii -^-^  y -^ /i ,  l'I  di'((M- 
miiianl  les  coiislaiilcs  /",  //,  en  soric  (|ne  les  lermes  F  et  (j  dis|)ai'ais- 
senl  ;  ee  ({ni  donnera  ces  deux  é(|iialions  de  condition 

(C  — A  -I-  L),/'-i-  IIA  +  (i  =  o,         (C—  1}  H-  L)/,  +  ll/+F=o: 


(I  on  I  iMi  lii'era 


/(  ^^ 


Fil       <W<^-  Ij       U 

<,H-F(C-A  +  L) 

(C  — B  +  L)(t:  — A-^L)  -H^' 


cl  l'on  anra  en   r,  r.  0  les  mêmes  l'ijualions  (|n'cn  s,  //,  0,  avec  cette 
seule  dillérencc  que  les  termes  constants  (i,  V  n'y  seront  plus. 
Je  suppose  mainteuaul 

a,  [il  et  /  étant  des  constantes  indéterminées,  et  r  le  nombre  dont  le 
logaritirmc  liyperhoiique  est  i.  (lomme  tons  les  termes  des  é(]uatious 
il  intégrer  contieuueni  r  v[  y  ;i  la  premii'i'c  dimension,  il  s'ensuit 
(juils  seront,  a|urs  les  substitutions,  tons  divisibles  |)ar  c''\  et  il  l'cs- 
tera  ces  deux  é(iualious  de  condition 

|C-- A  +  L  +  B/^]j(+  |(C-- A^  15)/-  -  11(1  -;-/-^)|î^o, 
[C-  B  +  L4- Aj-^],3-[(C  — A^  B)('— H(i-t-«^)]a-o, 
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losquellos  doiiiient 

^  _  _  C  — A  -^L-r-  H^ (C- A-B)^H(i--/n  _ 

x^       (C  — A  — B)(-i-H(i-^  (^^)  "         C— H~L"AP        ' 

(le  sorte  ([u'on  aura  celte  é(|iiation  en  ; 

[C-  B---L- Ar][C-A-L  +  B/-]-,-(r.  -  \  -  Kyi'-  W(i-i'-y^o. 

laquelle,  en  laisaiil  i  -r  r  =  c,  se  réiluit  à  cette  ibniie 

(  \B  -  Hn:>-+  [(  \  -  B)  (L  -  C)  -  C-]p  -  L'^-  2L(A  ^-  B  -  C)  =  o. 

Avant  déterminé  z  par  cette  éijuatiou,  on  aura 


u''>s'?- 


y  -  y  (A-^B-Oy'p-.  +  Hp  ,  ,-_, 
'~         A-B-    C-L       Co 


et  la  constante  v.  demeurera  indéterminée.  Oi',  comme  l'équation  <'u  : 
a  deux  racines,  et  (|ue  le  radical  \  p—  i  peut  être  [)ris  également  en  plus 
et  en  moins,  on  aura  ainsi  (|ualrc  valeurs  dillerentes  de  .r,  v,  les(pielles. 
étant  réunies,  satisferont  également  aux  équati(Uis  proposées,  puiscpie 
les  variables  .v,y  n'y  sont  (|ue  sous  la  forme  linéaiie.  Prenant  donc 
quatre  constantes  did'érentes  pour  a,  on  aura  de  cette  manière  les  va- 
leurs complètes  de  .v  et  i',  puis([ue  ces  valeurs,  ne  dépendant  ([ue  de 
deux  é(|uations  dillerentielles  du  second  ordre,  ne  sauraient  renfermer 
au  delà  de  quatre  constantes  arbitraires. 

3').  Pour  que  les  expressions  de  x  et  y  \w  contiennent  |)oinl  d'ai'cs 
de  cercle,  il  faut  (|ue  \p  — i  soi!  imaginaire,  et  ([u'ainsi  s  soit  une 
(juantité  réelle  et  moindre  que  l'unité. 

Dénotons  [tar  z  et  7  les  deux  racines  de  l'équation  en  p,  supposées 
réelles  et  moindres  que  l'unité,  et  donnons  aux  quatre  constantes  aibi- 
traires  cette  forme  imaginaire 

agi^V-'  (Zp-Pv-i        ye-v-'  y(?~'v'-i 

2V/—  I  2V   —  I  2V— I  2V^^    ' 

on  aura,  en  faisant  ces  substitutions  et   passant   des  exponentielle-- 
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;iux  sinus  el  cosinus,  ces  expressions  coniplèles  e(  réelles  de  a;  et  y 

.r  =  y.sin{0\'  1  ^  p  -^  ^) -h  y  s\n{0\/i  ~  a  -i-  s), 

a  (  A  -H  r>  —  C  )  V''!  —  p  /  n    / r.  \ 


15  — C-T- A(i  — p)  — L 
oHp 

H-C-t-A(,i-p)--L 

-/(A  +  B  — C)v/(i- j) 
B  — C  + A(i  —  0-)—  L 

yHff 

B  — C4-A(i~-(7)  — L 


.sin(0  v'i  —  p  +  |3) 
cos(9y/7^^  -!-  j) 
siii(Ov'i  ~  c-  +  e), 


uii  a.  [i.  Y,  t  sont  des  constantes  ;iil>i!i"iiics  dépendantes  de  l'ctal  ini- 
tial du  corps. 

Ayant  ainsi  .<•  el  v.  on  aui'a 

FH-f-r.(B-C~L-) 


(.ll-{-F(  A  ~(:~L) 
(A-C-DtB       C-l.)-  Il-' 


Donc,  prenant  pour  0  un  angle  qu(dconque  proportionnel  an  temps, 
on  aura  (art.  36)  ces  valeurs  des  neuf  variables  ç',  r/,  'Ç,  H",  y/,  ... 

£'  =  4-    cos^,  -fl' = -H    sinO,  ?' ^  .f, 

£"  =  —    siiiO,  Yi"= -f- cos(5,  ;"=", 

^"'r=  —  .fcosC/ + // sin9,         r/"^  —  «  sin*^  — '/ cosO,         ?"=•; 

en  sorte  (|u'on  connaîtra  les  coordonnées  ç,  7,,  'C  de  chaque  point  du 
corps  pour  un  instant  (|nelconque  (art.  I  ). 

Si  l'on  compare  les  expressions  piécédentes  de  ^',  ■/]'.  ...  avec  celles 
de  rarticle  7,  (Ui  eu  déduira  tacilemenl  les  valeurs  des  aiiiiles  de  rota- 
tion 'j,  v,  co;  cl  l'on  trouvera 


'\i=^0,         sin9sin&)  =  i,         C0S9  sino)  =r  «; 


d'où  l'on  tire 


tang&j  =  \/s-  +  ti- ,         tango  = 


'^i  —  O  —  o. 
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Va  il  est  IVic-ilc  de  voir,  d'nprès  les  définitions  de  l'article  7,  (jiie  oj 
sera  rinclinaison,  snjiposée  très  petite,  de  l'axe  du  corps  avec  la  verti- 
cale: (|ue  -1/  sei'a  l'angle  (|ne  cet  axe  décrit  en  tournant  autour  iK'  la 
verticale,  et  que  o  sera  l'angle  que  le  corps  même  décrit  en  toni-nanl 
autour  du  même  axe,  ces  deux  derniers  angles  pouvant  être  de  gran- 
deur (juelconque. 

40.  Mai>  il  faut  pour  l'exactitude  de  cette  solution  (|ue  les  variables 
.V  et // demenrent  toujours  très  petites.  Ainsi,  non  seulement  les  con- 
stantes 7.  et  y.  qui  dépendent  de  l'état  initial  du  corps,  devront  être 
très  petites,  mais  il  faudra  que  les  valeurs  des  constantes  F  et  (i,  don- 
nées par  la  tliiure  du  cor[)s,  soient  aussi  très  petites,  et  que,  de  plus, 
les  racines  s  et  ^  soient  réelles  et  positives,  afin  (|ue  l'angle  0  soit  ton- 
joni's  renfermé  dans  des  sinus  ou  cosinus. 

Si  l'on  sup[iose  F  =  o,  G  =  o,  savoir 


^hcî), 


S.CD, 


on  aura  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  moments  des  forces 
centrifuges  autour  <le  l'axe  da  corps,  (|ui  est  en  même  temps  celui  des 
coordonnées  r,  se  détruisent,  en  sorte  que  le  corps  puisse  tourner  uni- 
formément et  librement  autour  de  cet  axe.  Or  on  sait  qu'il  y  a,  dans 
cliaque  corjis,  trois  axes  [)erpendiculaires  entre  eux  et  passant  par  le 
centre  de  gravité,  lescjuels  ont  cette  propriété,  et  (|u'on  nomme  com- 
munément, d'après  Kulei'.  les  a.i-cs p/i/icipai/.v  du  corps.  Donc,  puisque 
nous  avons  su|qiosé  (jue  l'axe  du  corps  passe  en  même  temps  par  le 
centre  de  gravité  et  par  le  point  de  suspension,  il  s'ensuit  que  les 
quantités  F  et  G  seront  nulles  lorsque  le  corjts  sera  suspendu  par  un 
point  quelcon(iue  pris  dans  un  de  ses  axes  principaux. 

Donc,  pour  que  ces  quantités,  sans  être  absolument  nulles,  soient 
du  moins  très  petites,  il  faudra  que  le  point  de  suspension  du  coi|)s 
soit  tri's  pi'ès  d'un  de  ses  axes  principaux;  c'est  la  première  condition 
nécessaire  pour  que  l'axe  du  corps  ne  fasse  que  de  très  petites  oscilla- 
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lions  juiloiir  lie  la  vcrlirali',   le  cor-jjs   liii-iiinnc  avaiil   d'aillours    un 
niinivcnicnl  (|U('li'on(|n('  de  rolalion  autour  dr  cet  a\r. 

I. 'autre  condilion   urcrssairi-  |)our  (jne  ces  oscillalions  soient  toii- 
joiu's  tri's  |»('tites  di''|)('nd  de  l'c(|initi(ni  eu  p.  et  se  réduit  à  («dles-ci 

|(A  ^-  B)  (L  -  C)  -r-  C-Y  >  4(AI{  -  H=)  [L--  ...L^A  ^-  1$  -  C)], 
2(  An  -  IV)  ~  (A  +  B)  (L  —  C)  -^  C- 


AB-H^ 

(A-C  — L)(B  -C-L)  -  H- 


>  o, 


>  o. 


Irs(|ucll<'s  d('|H'nd('nt  ;i  la  t'ois  de  la  situation  du  point  de  suspension 
et  de  la  tii;nic  du  coi'i'S. 


'il.  \a\  solution  (|U('  nous  venons  de  donnei' embrasse  la  ihéoi'ie  des 
petites  oscillations  des  pendules,  dans  toute  la  i;énéralité  dont  elle  est 
sus('ej)til)le.  On  sait  (|ue  Huygens  a  donné,  le  premier,  la  théorie  des 
oscillations  circulaires  :  Clairanl  y  a  ajouté  ensuite  C(dle  des  oscilla- 
tions coni(|nes,  (|ui  ont  lien  lors(|ue  le  pendule,  étant  tiré  de  sa  lii^ne 
de  l'cpos,  reçoit  une;  impulsion  dont  la  direction  ne  passe  pas  par  celte 
lii;iie.  .Mais,  si  le  pendule  l'eçoil  en  même  tem|)s  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  son  axe,  la  force  etnitriluiic  produite  par  ce  niouve- 
ment  pourra  (lérant;('r  heancoup  les  oscillations,  soit  circulaires,  soit 
eoni(|nes,  et  la  détermination  de  ces  nouvelles  oscillations  est  un  pro- 
lilèiiie  (jui  n'avait  pas  encore  été  résolu  complètement,  et  pour  des 
|)endules  de  tigure  (|U(dcouque.  (l'est  la  raison  (|ni  m'a  détermine  à 
m'en  occuper  ici. 


SECONDE    IVVItTIE.  -  SECTION    \. 


2Gb 


SECTION   DIXIÈME. 


SIT,     l.F.S     PRlN'CIPr.S    1)F     |.  IIYDIKIDYNAMK.HT. 


La  (letiTinination  du  inouvciuciil  des  IIunIcs  est  l'olijcl  de  l'ilvilru- 
dyiiainiijuc  :  celui  de  rilydraiilique  ordinaire  se  réiliiil  à  l'art  de  con- 
duire les  eaux  et  de  les  faire  servir  au  rnou\'enient  des  niaeliines.  Ol 
ar(  a  dû  être  cultivé  de  tout  temps,  pour  le  hesoiu  qu'on  en  a  toujiMirs 
eu,  et  les  anciens  y  (tnl  peut-ètic  autant  excellé  (|ue  nous,  à  en  jui;er 
par  ce  (ju'ils  nous  ont  laissé  dans  ce  genre. 

Mais  rHydrodynanii(|ue  est  une  science  née  dans  le  siècle  dernier. 
Newton  a  tente  le  premier  de  calculer  par  les  principes  de  la  Méca- 
ni(|ue  le  mouvement  des  fluides,  et  d'Alembert  est  l(!  premier  (|ui  ait 
réduit  les  vraies  lois  de  leur  mouvement  à  des  é(|nations  analvtiques. 
Archimi'de  et  Galilée  (car  l'intervalle  (|ni  a  séparé  ces  deux  iirand> 
génies  disparait  dans  l'histoire  de  la  >Iécani(jue  ;  ne  s'étaient  occupés 
que  de  l'équilibre  des  fluides. 

Torrictdli  commen<:a  ;i  examiner  le  mouvemiMit  Ac  l'ean  ipii  sort 
d'un  vase  [tar  une  ouverture  tort  petite,  et  ii  y  chercher  une  loi.  Il 
trouva  qu'en  donnant  au  jet  une  direction  veiticale,  il  atteint  toujours, 
à  très  peu  |)ri'S,  le  niveau  de  l'eau  dans  le  vase:  et  conime  il  est  à  |)ré- 
suiner  ([u'il  l'atteindrait  exactement  sans  la  résistance  de  l'air  cl  les 
frottements,  Torricelli  en  conclut  (]ue  la  vitesse  de  l'eau  (|ui  s'ecoulc 
es!  la  nn'me  (jue  celle  ([ii'ellc  aurait  ac(]uise  en  tombant  librement  de 
la  hauteur  du  niveau,  et  (jue  cette  vitesse  i^st,  par  consé(|uent,  pro|)or- 
tionnelle  à  la  l'acine  carrée  de  la  même  hauteui-. 

Ne  pouvant  cepeiulanl  parvenir  ii  une  démonstration  rigoureuse  de 
XII.  ;, 
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itIIc  iiroiMisilidll,  il  se  coiiiclil;!  de  l;i  (liiiilici-  rninlilc  llll  |ililii-i  |ii  il'fX- 
|H''ri('iic(',  il  l;i  liii  (le  son  Tiaih'  l)i'  Malu  /Kilunililcr  (i-ci-ltidlo.  iiiini'imc 
en  i(i'|  ).  .Xcwidii  ciilrcpril  ilc  l;i  (IciiKiiiticr  dans  le  second  I/im'c  des 
l'niicipcs  indtlK'iiiui'ujucs.  (|iii  |i:iiiircn(  en  MiS-;  mais  il  l'anl  avouer  (|Mc 
e  es!   l'endidil  le  moins  salisl'aisanl  de  ce  i;ran(l  Ouvrage. 

Si  Ton  eonsidi'i'c  nne  colonne  d'eau  (|ni  londie  liliremenl  dans  le 
\ide,  il  esl  aisé  de  se  con\aini'i'e  i|n'elle  doil  prendre  la  lii;nre  d'nn 
cunonle  l'oi'me  |iar  la  revoliil  ion  d'nni'  liv|ierliole  <ln  (|  imlrii'nie  (M'dre 
anioni'  de  Taxe  xcriical;  car  la  \i(esse  de  (dia(|ne  Iranche  liori/.on- 
lale  esl,  d'un  c('il('',  comme  la  l'acine  cara-ée  de  la  lianlenr  d'oii  (die  est 
descendne.  el,  de  l'aiilre,  (die  doil  èlre,  |Kir  la  conlinnile  de  l'ean,  en 
raison  inverse  de  la  lari^cnr  de  celle  liMnciie  cl,  par  coiise(|nen  I .  en 
raison  inverse  dn  carre  de  son  rayon;  d'où  il  r{''snlte  (|ue  la  porli(m  de 
i  axe,  on  l'abscisse  (|ni  re préseule  la  liaulenr,  esl  en  raison  in\ci-se  de  la 
i|nalril'n]e  puissance  de  l'ordonnée  de  riivperlnde  i^enci'alrice.  Si  doni' 
on  se  représenle  un  vase  (|ni  ail  la  tii;iire  de  ce  (ononle,  el  (jui  soil 
enirelenn  lon'puirs  plein  d'ean,  el  (|u"oii  snppos<'  le  monvemenl  de 
I  eau  par\('nn  ii  un  elal  peiananenl,  il  esl  (dair  ([ne  (lia(]ne  parlicnle 
d'ean  y  descendra  comme  si  elle  élall  lilire,  el  (|n'(dle  aura,  pai'  cons(''- 
<|ueiil,  au  sorlii'  de  l'orilice,  la  vilesse  due  ;i  la  iianleiir  A\\  vase  de 
hupudle  (die  esl  lomliee. 

()i-  .\e\vl(Ui  imagine  (]ue  l'eaii  (|ni  remplil  un  \ase  cvlindri(|iM'  \v\-- 
lical,  perce  ;i  S(ui  l'ond  d'une  oiiNcrlnre  par  la(|U(dle  (die  s'e(diappe.  se 
parlai^c  uahnadiemeni  en  deux  parties,  dont  l'une  esl  seule  eu  nionve- 
ineiil  el  a  la  lii;nre  dn  conoide  dont  nous  venons  de  parler  :  c'est  ce 
(|u'il  nomnu'  la  i-iihirttclc :  l'aiiti'e  est  en  repos,  c(MunH'  si  (die  elait 
i^lacée.  De  celte  manii're,  il  est  (dair  (|Ue  l'eau  (l(Ml  s'eidnipper  a\('c  une 
vitesse  éi^ale  ;i  cidie  (|u'cdle  aurail  ac(|uise  en  l(Uiiliaiil  de  la  liauleui' 
dn  vase,  comme  Torric(dli  l'avait  liouvé  par  rexpérieuce.  (lepeudanl 
Ne\vl(Hi,  ayant  mesure  la  (|minlilé  d'eau  sortie  dans  un  temps  (ioniié 
el  l'ayant  compaiée  ii  la  i^randeur  de  l'orilice,  en  avail  c(ui(du,  dans  la 
])reiiii('re  édition  de  ses  l'riiicijxs.  (|iu'  la  vilesse  au  sortir  du  \ase 
n'élail  due  qu'à  la  moitié  de  la  hauteur  de  l'eau  dans  le  vase,  tiette 
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•  ■rrcuf  vcnail  ilc  co  i^n'il  iTavait  pas  d'aliord  fait  allciitidii  ii  la  rdiitiac- 
tion  (II'  la  vciiii';  il  y  eut  égard  dans  la  secoiuli'  édition,  ((ui  parut  en 
171  '|.  et  il  rccdiinnl  que  la  section  la  pins  petite  de  la  veine  était.  ;i 
rouvertnr'e  du  vase,  ii  peu  près  coniriie  1  ii  \  2  ;  de  sorte  qu'en  prenani 
eelfe  section  pour  le  vrai  oritice,  la  vitesse  doit  être  augmentée  dans  la 
même  raison  de  i  à  \2  et  répondre,  jtar  conséquent ,  it  la  hauteur 
enlièrr  di'  l'eau.  De  celte  inanii're,  sa  théorie  se  IrouNa  rap|)r(iidR''e  de 
l'expérience,  mais  elle  n'en  devint  pas  pour  cela  j)lus  exacte;  car  la 
l'iirmation  île  la  cataracte  un  vase  tictifilans  lequel  l'eau  est  supposée 
se  mouvoir,  tandis  qiu'  l'eau  latérale  demeure  eu  rej)os,  est  évidem- 
nu'ut  contraire  aux  lois  cnnnues  de  l'equilihre  des  lluides,  |>uisque 
l'eau  qui  tomherait  dans  cette  cataracte  avei-  tonte  la  force  de  sa 
pesanieui',  n'exerçant  aucniie  pression  latérale,  ne  saui'ait  résister  ;i 
celle  du  tluide  stagnant  qui  l'enviionne. 

N'iugt  ans  auparavant,  Varignon  avait  donné  ii  l'Académie  des 
Sciences  de  l'aris  une  explication  plus  naturelle  et  plus  plausilile  du 
phénomî'ne  dont  il  s'agit.  Ayant  remarque  que,  quand  l'eau  s'écoule 
d'un  vase  cylindrique  par  niu'  jtetile  onvertiire  faite  an  fond,  elle  n'a 
dans  le  vase  qu'un  mouvement  tri's  petit  et  sensihleuu'Ut  iinifiuMue 
pour  tontes  les  particules,  il  en  conclut  qu'il  ne  s'v  faisait  aucune 
aci-eli'i'atiou,  et  que  la  partie  du  lliiide  qui  s'i'chappe  ii  chaque  instant 
recevait  tout  son  mouvement  de  la  pi'ession  produite  [lai'  le  poids  de  la 
colonne  de  lluide  dont  elle  est  la  hase.  Ainsi  ce  poids,  qui  est  comme 
la  lariicur  de  l'oritice  multipliée  |)ar  la  hauteur  de  l'eau  dans  le  vase, 
doit  ('tre  proportionnel  ii  la  quantité  de  mouveuu'nt  engendrée  dans  la 
particule  qui  sort  ii  chaque  instant  pai'  le  noune  oritice.  Or  i;elîe  (|uan- 
tite  de  mouveiuenl  est,  connue  l'on  sait,  proportionnelle  ii  la  viti'sse  et 
il  la  masse,  et  la  masse  est  ici  comme  le  [U'oduil  de  la  lari;eui'  de  l'ori- 
tice par  le  |)etil  espace  (|ue  la  paiticiile  parciuirl  dans  l'inslanl  doniu', 
espace  qui  est  évidemuuuit  proportionnel  ii  la  vitesse  même  de  celle 
l)arlicule;  par  coîiséqnenl,  la  quantité  de  mouvement  dont  il  s'agil  est 
eu  raison  de  la  largeur  de  l'oritice  multipliée  par  le  carri'  de  la  vitesse. 
Doue  enfin  la  hauteur  de  l'eau  dans  le  va^e  est  pi'oportionnelle  an  carri' 
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lie  hi  vilcssc  :ivcc  ia(|iicllc  elle  s'('cli:ip|i(',   ce  (|iii   est   le  théori'mc  dp 
Torricclli. 

O  l'iiisiiiincMicnl  ;i  iiraniiKtins  encore  (|ii('l(jiic  i-hosc  de  vagiK',  rar 
(III  V  sii|)|i(is('  (arilciiiriil  (|ni'  la  [m'IiIc  masse  (|ui  s'éi'lia|»[>e  ii  eliai|ne 
iiistaiil  ilii  vase  ac(|iiiert  I)riis(|iieiiieiit  tniile  sa  vitesse  |iar  la  pression 
de  la  e(d(Miiie  ijni  ré|ioiid  :i  l'oriliee.  Or  on  sait  (|n'iiiie  pression  ne  peii( 
pas  |ir(idnire  t(inl  ii  coup  une  \ilesse  linie.  Mais  en  siipposanl.  ee  (|ni 
est  naliirel.  (|ne  le  poids  de  la  colonne  ai^isse  sur  la  parlicnle  iicndanl 
loni  le  leiiips  (jn'ciie  met  ;i  sortir  dn  vase,  il  est  clair  (|iie  celte  parli- 
cnle recevra  un  mouvement  accéh'ré.  dont  la  (pianlitc,  au  lionl  irnii 
temps  (jn(dcon(|ne,  sera  prupdi-tidiiindle  ii  la  pression  mnlli|)liee  par 
le  temps.  Dnnc  le  produit  du  poids  de  la  colonne  [lar  le  temps  de  la 
sortie  (le  la  particule  sera  égal  au  |)i'o(liiit  de  la  masse  de  cette  parti- 
cule par  la  vitesse  (lu'elle  aura  ac(|nise;  et  comme  la  masse  est  le 
produit  de  la  largeur  de  rorilice  par  le  petit  espace  (|ne  la  particule 
décrit  en  s(U'laiil  dn  vase,  espace  (pii.  par  la  nature  des  mouveinenls 
unir(irm(''inent  acc(''li''rt''S,  est  comme  le  produit  de  la  vitesse  par  l(> 
temps,  il  s'ensnil  (jne  la  hauteur  de  la  colonne  sera  de  nouveau  comme 
le  carre  de  la  vitesse  ac(|nise.  Celte  con(dnsi(ni  est  donc  rigoureuse, 
pourvu  (in'on  acc(n'(le  (pie  (dia(|ue  particule,  en  sortant  du  vase,  est 
press(''e  par  le  poids  entier  de  l(Mile  la  c(doiiiic  dn  lliiide  ([iii  a  celte 
parlicnle  pour  hase;  c'est  ce  (pii  aurait  lieu,  en  cH'cl,  si  le  ilnide  con- 
tenu dans  le  vase  v  était  stagnant,  car  alors  sa  (iression  sur  la  partie 
dn  l'oiid  (m'i  est  l'onvcrtiire  serait  égale  an  poids  de  la  colonne  dont 
elle  est  la  hase;  mais  celle  [iression  doit  l'Irc  diUV'rciitc  lors(|ue  le 
Ilnide  est  en  moiivemeiil.  Opendaiil  il  est  clair  ipie  plus  il  appro- 
chera de  l'i'tal  (le  repos,  pins  aussi  sa  |)ressioii  sur  le  l'oiid  approchera 
du  poids  tdial  de  la  colonne  verlicale:  d'ailleurs,  rexpericuce  l'ait  voir 
que  le  mouvenieiil  du  Ilnide  dans  le  vase  est  d'antanl  moindre  (|ne 
ronvcrlnre  est  plus  pelile.  Ainsi  la  tlK'orie  précédente  approidiera 
d'anlanl  plus  de  la  vérité  (jue  les  dimeusions  du  vase  seront  plus 
grandes  relativement  ,'i  l'ouverlnre  par  la(|uelle  le  ilnide  s'econle,  et 
c'est  ce  ([ue  l'expérience  conlirme. 
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Par  une  raison  contraire,  la  mèiiie  tliéorie  devient  insnlVisanle  pnnr 
déterminer  le  mouvement  des  fluides  qui  eoulent  dans  des  tuyaux  doni 
la  largeur  est  assez  petite  et  varie  peu.  Il  faut  alors  considérer  à  la  l'ois 
tous  les  mouvements  des  particules  du  fluide,  et  examiner  comment 
ils  doivent  être  changés  et  altérés  par  la  fl-ure  du  canal.  Or  l'expé- 
rience apprend  que,  quand  le  tuyau  a  une  direction  peu  dilicrcntc  de 
la  verticale,  les  diflerentes  tranches  liorizonlalcs  du  fluide  conservent 
à  très  peu  prés  leur  parallélisme,  en  sorte  (]u'nnc  tranche  prend  tou- 
jours la  place  de  celle  cjni  la  précède;  d'où  il  suit,  à  cause  <lc  l'incom- 
pressihilité  du  fluide,  (|ue  la  vitesse  de  clia(|ue  Irauche  horiz.uitale. 
estimée  suivant  le  sens  vertical,  doit  être  en  raison  invcise  de  l;i 
larii:enr  de   cette  tranche,  largeur  qui  est  donnée   par   la   ligure   du 

vase. 

Il  suffit  donc  de  détermine)'  le  mouvement  d'une  seule  tranche,  et 
le  prohlème  est.  en  quchpie  manière,  ;nnilogue  ii  celui  du  in(Uivement 
d'un  pendule  composé.  Ainsi,  comme,  s(don  la  théorie  de  .lac(|ues  Ber- 
noiilli,  les  mouvements  ac(inis  et  perdus  à  elnupie  instant  parles  dille- 
rents  poids  qui  forment  le  pendule  se  font  mutuellement  e(iuilil)re 
dans  le  levier,  il  doit  y  avoir  é(|uilil)re  dans  le  luyan  entre  les  dillë- 
renles  tranches  du  fluide  animées  chacune  de  la  vitesse  ac(]nise  ou 
perdue  à  cha(|ue  instant  ;  et  de  là.  par  l'apiilicalion  des  principes 
déjk  connus  de  l'équililue  des  fluides,  on  aurait  pu  d'ahord  déterminer 
le  mouvement  d'un  fluide  dans  un  tuyau,  connue  on  avait  déterminé 
celui  d'un  pendule  composé.  ^Fais  ce  n'est  jamais  par  les  routes  les 
plus  simples  et  les  plus  directes  (|ue  l'esprit  humain  parvient  aux  véri- 
tés, de  qucl([ue  genre  ([u'idles  soient,  et  la  matière  que  nous  traitons 
en  fournit  un  exemple  frappant. 

Nous  avmis  exposé,  dans  la  Section  I.  les  différents  pas  qu'on  avait 
faits  pour  arrivera  la  solution  du  prol)lème  du  centre  d'oscillation,  et 
nous  y  avons  vu  i\\\c  la  véritable  théorie  de  ce  pnd.lènie  u'avail  été 
découverte  par  Jacques  IkrnouUi  (lue  longlenii)S  après  que  Huygens 
l'eut  résolu  par  le  principe  indirect  de  la  conservation  des  forces  vives. 
11  eu  a  été  de  même  du  prohlème  du  mouvement  des  fluides  dans  des 
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v;is('s,  (•(  il  ('s(  siirprciKiiil  (in'oii  n'ail  |ias  su  d'ahonl  |M'(ililcr  imiii' 
i-('liii-i-i  (les  l(iiiii(T('s  (|iii'  l'dii  avait  (h'jii  ar(|iiiscs  par  l'aulrc. 

l.r  mriiic  |ii'iii('i|)i'  (le  la  coiiscrvalion  i\('-^  lui'ccs  \i\('>  foiii-nil  encore 
la  ()rciiiièi-e  si)lii(i(>ii  de  ce  dernier  priddènie  el  ser\i(  de  hase  ii  l'Hv- 
dnidynamiiine  de  Danicd  iicrniMilli,  imprimée  en  i -tS,  Onvrai^c  (|iii 
l>i'illc  d'aillcnrs  par  une  Analyse  aussi  ('lei;an(e  dans  sa  marehe  (|ne 
simple  dans  ses  résnilals.  .Mais  l'incerlilude  de  ce  prinei|ie,  (|ui  n'avait 
pas  encore  été  démonti'é  d'une  nianii'ce  umérale.  devait  en  ji-ler  aussi 
sur  les  |)ropositions  (pii  en  resnilenl.  et  faisait  desii-ei-  une  théorie  plus 
sure  et  apj)nvée  nni(pH'ment  sur-  les  lois  londameutales  de  la  Meea- 
ui(|iu'.  Maelaurin  et  Jean  l'ieruiMiUi  enlrepriicnl  de  i-em|dir  i  ri  ohjet, 
l'un  dans  son  Tnii/c'  des  i'iu.r'ntus.  cl  l'anti-e  dans  sa  Souvillc  Uxdniu- 
IkIUv.  imprinu'c  ;i  la  suite  de  se>  Ol'^ivi'es.  Leurs  undhodes,  (|uoi(|nc 
tri's  dillérenles,  conduisent  an\  mêmes  résultats  (|ne  le  pi'ini'ipe  de  la 
conservation  des  r(U-ees  vives;  mais  il  faut  avouer  (|ue  C(dle  de  Mac- 
lanriii  n'est  pas  assez  rij^iuircuse  cl  parait  arrani;ee  d'avam;e,  ciuil'ui- 
memciil  an\  n'snitals  (pi'il  V(mlait  olitenir:  et  quant  ;i  la  meliiode  de 
Jean  Hernonlli,  sans  ailoptei-  en  entier  les  dilticultés  (pu'  d'Alemln'it 
lui  a  (ipposé'cs.  ou  doit  convenir  (|u'(dl<'  laisse  encore  ii  désirci'dn  cùlé 
lie  la  (darle  el  <le  la  precisiini. 

On  a  vu,  dans  la  Section  I,  commeni  d' Alcmhcrt.  eu  i^enér'alisant  la 
théorie  de  Jacipn's  IJernoulli  sur  les  pendules,  était  |)ai'venu  ;i  un  pi'in- 
ci|)c  de  l)ynami([ne  simple  el  ijenéral.  (pii  l'édnit  les  lois  du  minivc- 
ment  des  coi'ps  ii  c(dlcs  de  leur  eipiilihre.  L'application  de  ce  principe 
an  monvemeut  Ai^r-  llnides  se  présentait  d'(dle-nn''me,  el  l'anlenr  en 
(huiua  d'ahoi'd  nu  essai  ;i  la  fin  de  sa  Dynamiipu',  imprimée  en  i  7  i  >  •' 
il  l'a  devidoppée  ensuite  avec  tout  le  détail  convenahie  dans  sou  Traite 
(les  /■7/ii(/(s.  ipii  parut  l'aniu'e  suivante,  et  (|iii  l'cnl'erme  des  sidulious 
aussi  direcles  (|u'éléi;anles  des  principales  (pieslions  ([u'on  |ienl  pi'o- 
poser  sur  les  lluides  (pii  se  meuvent  dans  des  vases. 

Mais  ces  s(dntions,  comme  celles  de  Uiinicl  Dernoulli,  étaient  a|)- 
puyées  sur  deux  suppositions  (pii  ne  sont  pas  vraies  eu  i^éneral  :  i"  (|ue 
les  (Jitrérentes  ti'anches  du  llnide  couservenl  exacteiueiU  leiii'  paralié- 
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lisiiie.  en  sorte  (urniic  tiaiM-hc  prend  (oii.jours  la  placo  de  colk- (iiii  la 
précède;  2"  (lue  la  vilcsse  de  eliïiqiu'  tranclie  ne  varie  pi»inl  de  diree- 
tion.  c'est-à-dire  (jiie  Ions  les  points  d'une  niènie  tranche  sont  sii|)- 
posés  avoir  une  vil.'sse  t'oale  et  parallide.  Lorsipie  le  tluide  conle  dan- 
des  vases  on  Invanx  fort  étroits,  les  suppositions  dont  il  s'a-it  son! 
très  plausibles  et  paraissent  contirmées  |iar  Ti^xperience  :  mais,  hors 
de  ce  cas,  elles  s'eloi-nent  de  la  vérité,  et  il  n"v  a  jibis  alors  d'autre 
nioven  pour  déterminer  le  mouvement  <ln  llnide  (lue  d'exaunner  celui 
que  chaque  [larticule  doit  avoir. 

Clairaul  avait  donné,  dans  sa  Tliroric  <!<■  I<i  /ii^urc  de  la  Teirc  impri- 
mée eu  1-4  î,  les  lois  -eiiérales  de  re(|uililire  des  thiides  dont  toutes 
les  particules  sont  animées  par  des  forces  (|uidcnn(|nes  ;  il  ne  s  agissait 
que  de  passer  de  ces  lois  ;i  cidles  de  leur  mouvement,  [»ar  le  moyeu  du 
principe  auqu(d  d'Alemhert  avait  réduit,  à  cette  même  epo(iiie.  toute 
la  l)vnami(|ne.  Ce  dernier  tit.  (iu<d(|ues  années  après,  ce  pas  im|KUlaiit. 
à  l'occasion  du  prix  que  l'Académie  de  IJerlin  proposa  en  \-mu  sur  la 
théorie  de  la  résistance  des  iluides.  et  il  donna  le  premier,  en  i-'ia. 
dans  son  lissai  d' anc  iiim\rUi-  Ihvuiic  sur  la  rrsis/ance  des  Jliadcs.  les 
équations  riiidureuses  du  mouvement  Ac-<  tluiiles.  soit  incompressibles. 
S(ut  coinpres>il.leset  elasti(]nes.  équations  ijui  appartieuuenl  :i  la  classe 
de  cidles  ([u'on  nomme  a  ,li//'erc/i<-('s /larlicllcs.  parce  ([u'elles  s(uit  entre 
les  dilTéreiites  parties  des  dillëreuces  relatives  à  plusieurs  variables. 
Mais  ces  é(iiiations  n'avaient  pas  encore  toute  la  j^énéralité  et  la  sim|)li- 
cilé  dont  elles  étaient  siisci'ptibies  ('}.  C'est  à  Kuler  qu'on  doit  les 
premières  l'ormules  générales  pour  le  mouvement  des  Ihiidi's,  l'ondées 
sur  les  lois  de  leur  e(|iiilihre.  et  présentées  avec  la  notation  simple  et 
lumineuse  des  dillerenccs  partielles.  ;  iW/'le  Volume  de  l'Académie  île 
lîerliii,  pour  l'année  17  Vj.;  Par  cette  découverte,  toute  la  Mecaniiiue  des 
lUiides  fut  réduite  à  \\\\  seul  point  d'Analyse,  et  si  les  équations  (|ni  la 
renferment  étaient  intciirable>.  on  pourrait,  dans  tous  les  cas.  détermi- 
ner c(unplètement  les  circonstam-es  du  mouvement  et  de  l'action  d'un 

(')  Celle  pliraso  el  la  siiixiiiile  11e  ^e  trouvent  i^is  «Ijiis  I;i  |.remiiTe  Mùon:  W  Mr-muirc 


'  )  telle  1 
d'Iùilcr  n'y  est  pas  cité. 


,/.  Herlnind. 
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Iliiidc  iiiù  |»ai' (les  l'oircs  (|iicIii)M(|iics  :  tiKillicurciisciiicnt,  elles  soiil  si 
i-eliejles  ([u'oii  ]\';\  |)ii,  iiis(jir;i  |)résent,  en  venir  ;i  hoiil  (iiie  (l;iii>  des 
(ils  Iri's  liinih's. 

(''(■si  (jour  dans  ces  é([M:ilinns  cl  dans  lenr  inléi;ralion  (Hie  cnnsiste 
Idiil'.'  la  lliéiiiie  de  l'il ydrodvnaniicjne.  D'Alenilieil  eniplnva  d'abnrij 
[Miiir  les  Ironver  une  nielliode  nn  peu  ia)rn|di(|iii''e  ;  il  en  donna  eiisnilc 
une  |dns  simple;  mais  celle  niel in ide,  elanl  l'onilc'e  sur  les  lois  de  re(jni- 
lilire  parlienliiTes  aux  llniiles,  lait  de  l'Il ydnid vnami(|ne  une  seieiiee 
si'paree  de  la  l)yMami(|ne  des  ((Ji-ps  s(dides.  I.a  i'(''iinii)n  (|ih'  niins 
avdiis  laile,  dans  la  |iicmi('i'e  l'arlie  d('  cel  Onvrai^c.  de  louler-  les  hiis 
de  re(|ndilire  des  e(M|)s  lanl  solides  (|iie  llnides  dans  nne  méno'  ioi- 
mide,  el  ra|)|iliealion  (|ue  nons  venons  de  l'aii'e  de  celle  lorninle  anx 
lois  dn  moMNcmenl.  nons  c(nidnisenl  natnrellernenl  h  d'unir  de  même 
la  l)ynami(|in'  el  rilydriMlynami(|Me  comme  des  blanches  d'nii  piincipe 
iinupic,  el  comme  des  l'csnllals  d'une  senle  l'ormnle  ifeiuTale. 

(Tesl  l^dijel  (|ni  resie  ii  remplir  ponr  eom|)leler  noire  Iravail  sur  la 
Alécaiii(|iie  el  ac(jniller  reni^a^ement  pris  dans  le  lilre  de  cel  (>nvrai;e. 
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SECTfOX  ONZIÈME. 


nr  Moivr.jiEM  dks  ri.iiDF.s  ncdMi'iiKssir.LEs 


1.  ()ii  ponrr;iit  (Irduirc  iinineJiatfmriil  les  lois  du  nKiuvciiiciil  i!r 
rcs  ihiiilcs  (le  celles  de  leur  é([uilil)ie,  que  nous  avons  (r(tuvées  <laM^ 
la  Seelion  VII  (!<■  la  première  Partie;  ear.  par  le  principe  général 
exposé  dans  la  Section  II,  il  ne  faut  (pTajouter  aux  forces  accéléra- 
trices actuelles  les  nouvelles  Ibrces  accélératrices  -rv  >  -rv  —r4>  diri- 

(//-       al-       (It- 

gées  suivant  les  coordonnées  l'eetangles  r,  v,  r. 

Ainsi,  comme,  dans  les  formules  de  l'article  10  et  suivants  de  la  Sec- 
tion VII  citée,  on  a  supposé  toutes  les  lorces  accélératrices  dn  tluide 
déjii  ré<liiites  à  liois,  X,  Y,  Z,  dans  la  direction  des  coordonnées  .r. 
V,  ;,  il  n'vaura.  pour  ap[>li(|uer  ces  formules  au  mouvement  des  iliiides. 
(|u";i  V  suhstitm'i' 

lit-  (II-  •II' 

au  lieu  de  X,  Y,  Z.  .Mais  nous  ci'oyons  (pi'il  est  plus  conforme  ;i  rolijel 
de  cet  Onvi'age  d'aiJidiquer  directement  aux  iluides  les  ('(jnations  gené- 
lales  donnéo  dans  la  Section  I\'  pour  le  mouvement  d"nn  -^vsti'nie 
([nelc()n(|ne  de  corps. 


\\.    -  Eiiiuilioiis  i^cncrdlcs  pour  le  niouvc/tiail  <lcs  fliiulcs  uicdmjiii  ssihlcs. 

1.  On  peut  considérer  y\\\  tluide  incompi'essilde  c(unme  compose 
l'une  intinité  de  particules  (]ui  se  meuvent  lihiemeni  entre  (dles  sans 
diangei'  de  volume;  ainsi  la  ([uestion  rentre  dans  le  cas  de  l'article  17 
le  la  Seelion  citée  ci-dessus. 

XII.  35 
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Sdieiil  donc  \)//i  la  masse  (riiiic  |iai'liciil('  nu  ('Irnicnt  ijiipIcoikjui'  ilii 
lliiidc:  X,  V,  Z  les  torccs  arr<''|(''ratr-iri's  (|iii  ai;issciil  sur  rct  ('léiiii'iil. 
n'diiilcs,  pour  |)lus  dr  sim|dii'ili'',  aux  dircclions  des  roordoiiiiécs  n'x- 
laiti,d('s  r,  V,  r,  l'I  (cndautcs  ;i  diuiinucf  ci's  (•(ioi-d(iniu''i's  ; 

L  =  o 

rt''{|uatiou  dr  coudiliou  l'i-sullautr  de  riur(nn|u-('ssil)iliti''  OU  de  l'inva- 
rialiilih'  du  V(dii!iie  1)///;  A  nue  (|naulitt''  iudétei minée,  cl  [^  une  earae- 
lérisli(|ne  inlégrale  eorrespondante  à  la  caractérisl'Kiue  dill'erenlielle  I) 
e(  r(dative  ;i  (oiile  la  niasse  du  iliiide;  ou  aura,  pour  le  nnuivenieul  du 
iliiide,  celle  éi|ualioii  i^éiuTali.'  (Seel.  !\'i 

S I  (  '';  ^^  )  ''  -  [^  -  ')  '^'  -  (5  -'-  ')  '-]  ""'  -  s^  ^^-°- 

Il  faiil  niainlenaut  substituer  dans  celte  é(juation  les  valeurs  de  \)nt 
et  de  oL,  cl,  apri's  avoir  l'ait  disparaître  les  dilTérences  {\v<.  \ariations, 
s'il  y  en  a,  (''Lialer  séparéuieul  it  zéro  les  coel'Iii'ifMits  des  variations 
indéterminées  o.v,  oy,  oz. 

Retenons  la  caractéi'isti(|uc  !)  pour  représenter  les  dill'erences  rela- 
tives il  la  siluali(ui  inslantanée  des  jiai'ticules  contii^nes,  tandis  que  la 
caractéristi(|ue  (/ ^t'  rap[iorlera  uni(|uemeni  an  cliani;cnient  de  jtosition 
de  la  même  |(arliiMile  dans  l'i'space;  il  est  (dair(ju'on  peut  repi'ésenter 
le  vohune  de  la  jiarticule  !)///  par  le  parallélépipi'de  DrDvD:^;  ainsi, 
en  nommant  A  la  densité  île  cette  jiarticule.  on  aura 

\)m        AK.r  l»)!l;. 

De  plus,  il  est  visible  (jiie  la  condition  de  rim;oni[)i'essibilile  sera 
ronlciinc  dans  ré(|uation 


(le  sorte  (|u  on  aura 


et,  par  consei|uenl. 


L  -  D.cDvDc  —  roiisl.. 


oL  =  o(I),rI))  De). 

Pour  déterminer  celte  dilleientiidle.  il  l'aul  employei'  les  niémes  consi- 
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ilcralioiis  que  dans  l'ailiclo  1 1  de  la  Section  Vil  de  la  pioiiiiiTc  l'arlie; 
ainsi,  en  eiianseant  c/  m  1)  dans  li'S  iVirinules  de  ccl  eiidi'oit.  on  ania 


ôiD,rU>I);i  =  I).rI)>-I); 


no.r  ^  Do>        Do: 
HT  ^   Dr   "^   DT 


Cette  quantité  étant  niulliidiee  par  A  et  intégrée  ndativeuieni  à  toute 
la  niasse  du  thiide.  on  aura  la  valeur  dr  >^"a  oL.  dans  la(|uelle  il  faudra 
faire  disparaître  les  doubles  signes  Do  par  les  mêmes  procèdes  déjà 
employés  dans  l'article  17  de  la  Section  citée.  On  aura  ainsi 


—  Q(/."  o.v"  —  '/.'  o.r'  )  DyDz  —  jC^Â"  o>  "  —  '/.'  oy'  )  Dr  De 
-^'^{roz'—'/:  d:')D.i- Dr. 

Faisant  donc  ces  suhstitulinns  dans  le  premier  memlire  de  l'équation 
générale,  elle  contiendra  premièrement  cette  formule  intégrale  totale 


(«) 


S 


d-x  I»   , , 

.^Vl^-^^-Dl)"'- 


A  ii'  -  AY  —  '- "    )  or  f  D.r  D  r  De, 


_^(^A^  -hAZ- 


dt' 


DÀ 
D/   ,  . 

d;  )  '' 


dans  laquelle  il  faudra  faire  séparément  égaux  à  zéro  les  coefiicients 
des  variations  o.v,  ov,  oz,  ce  qui  donnera  ces  trois  équations  indétinics, 
pour  tous  les  [)oints  de  la  niasse  fluide. 


(A) 


■^1 

d-x 

.,  dl- 

-^) 

DX 
Dr 

^\ 

d-y 

■  ^  dt- 

"^^) 

D/ 

AI 

,  d'-z 

\dF 

-i-  y.) 

DÀ 
D; 

•27(i  Mvu:  wioii:  \\  \l.^  noi  i:. 

Il  l'cslcrn  cnsiiili'  ;i  i'niic  (lis|i;iiailr('  les  int(''i;r;il('s  |i:i!-li('lli's 

J^(/.''o,r"        >/o.'')l))-  \)z    i    ^(/."'îjl"        À'  or')  \),   ]):  -■- V^(  "/."  q;" -^- },' oc' )  |t.,|)). 

l"S(|ii('ll{'s  ne  se  iM|)|iof(('iil  (jn'ii  la  siiiTacc  cxliM-iciii-c  du  lliiidc:  cl 
l'iMi  (Ml  l'oiicliira.  (•(imiiic  dans  l'aiiirlc  18  de  la  Scclioii  VII  ritrc,  (jui' 
la  valeur  de  7,  dcviM  ('(l'c  nulle  jimir  Ions  les  points  de  la  snii'aee  im'i 
le  llnide  est  liiir-e;  on  prouvera  de  |dus,  eonune  dans  railiele  '.'>]  de  la 
niiMue  Seeti(Ui,  (|iu',  relalivenieni  aux  endroits  où  le  llnide  sera  eoiilenn 
par  des  parois  fixes,  les  ternies  des  intei^rales  |treee(lenles  se  detriii- 
rmil  inntuidienieni,  eu  s(u1e  (|u"il  n'en  r(''siiltera  aiieune  (''(|nalioii  :  et, 
en  i^énéral.  on  démontrera,  jiar  un  raisonnement  semlilalile  ;i  celui  des 
articles  'M,  IIH,  .'{'.),  ijne  la  (juaiitil(''  A.  rapportée  ii  la  siiiTace  du  iliiide, 
y  ex|iriinera  la  pression  (|ue  li'  llnide  y  (exerce,  et  (jni,  loi'S(|n'(dl('  n'est 
pas  nulle,  doit  l'Ire  eontre-halaneée  jiar  la  résistance  ou  l'action  des 
parois. 

'■\.  Les  (''(|uatioiis  (|u'(in  vient  de  trouscr  reuiériiienl  doue  les  lois 
;;cuérales  du  imuivemeul  d(!S  tluides  inronipressildes  ;  mais  il  v  t'anl 
joindre  enc(n'e  ré(|uation  iiiéme  (jui  résulte  de  la  cmidiliou  de  l'ineoni- 
jircssiliiliti'  du  V(duiue  D.r  [)>'!);,  pendant  (|ne  le  llnide  se  ment  :  cette 
i''i|natiou  sera  donc  représenlée  par 

i/(]).r\)y\)z}        ,>. 

de  sorte  <|u'en  cliaiii^eant  o  en  </  dans  l'expri'ssicui  o(  D.c  l)i'  I);  ■  trouvée 
ci-dessus,  et  éi;alant  ;i  zéro,  on  aura 


(H) 


l),r    "^  lTr~   '  T7  ''  "■ 


('ette  é(|uatioii,  comliinéc  avec  les  trois  e(|nalions  [\]  de  l'article  pré- 
cédent, servira  donc  à  déteniiiiier  les  t|ualre  incouiuies  .r,  )%  ;  et  A. 

'i.   Pour  avoir  une  idée  nette  de  la  nature  de  ces  équalions,  il  faut 
considérer  ()ue  les  \arialdes  f,  V,  ;  (|ni  déterinineut  la  position  d'une 
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paitit'iile  dans  un  instant  quelcon([ue  doivent  appartenir'  à  la  fois  it 
toutes  les  particules  dont  la  masse  fluide  est  composée;  elles  doivent 
donc  être  des  fonctions  du  temps  /  et  des  valeurs  que  ces  mêmes  va- 
riables ont  eues  au  commencement  du  mouvement,  ou  dans  un  autre 
instant  donné.  Nommant  donc  a,  h,  r  les  valeurs  de  r,  y,  :■  Iors([n('  / 
égale  zéro,  il  faudra  que  les  valeurs  complètes  de  r,  y,  :■  soient  dis 
fonctions  de  a,  h,  c  t.  De  cette  manii-re,  les  ditTérences  marquées  par 
la  caractéristique  D  se  rapporteront  uni(|uement  à  la  variabilité  de  </. 
h,  c;  et  les  dilférences  marquées  par  l'autre  caracléristicjue  r/ se  ra|i- 
porteront  simplement  à  la  variabilité  de  /.  Mais  comme,  dans  les  équa- 
tions trouvées,  il  y  a  des  différences  relatives  aux  variables  mêmes  .r. 
V,  r.  il  faudra  réduire  celles-ei  aux  différences  relatives  à  a,  l>.  <■.  ce 
i|ui  est  toujours  possible;  car  on  n'a  qu'à  concevoir  ([u'on  ait  substilui 
dans  les  foiu-iions,  avant  la  dilleriMitiation,  les  valeurs  mêmes  de  .)  . 
y,  z  en  a.  /'.  r. 

.").  En  regardant  donc  les  variables  .r,  v,  ;  comme  des  fonctions  de 
(/,  h.  c,  /,  et  représentant  les  différentielles  selon  la  notation  ordinaire 
des  diirérences  [tarlielles,  on  aura 


()j-  Or   , 

\)r  =  ^r~  cla  ^  ~r  do 
a  a  1)0 


ï)y=^-fda 


db 


Oa  Ob 


de. 
de, 
de  : 


et,  regardant  en  même  temps  la  fonction  A  comme  une  fonction  de  .v, 
y,  z  et  comme  une  fonction  de  a,  It,  r.  on  aura 


1)/.  =  Y    \).i  -^  T~  D  V  -T-  jT-  D5  =  ^  da  -T-  ^  db 
\)x  uy    '         D;  Oa  Ob 


D) 


de; 


ces  deux  expressions  de  DA  devant  être  identiques,  si  l'on  substitue 
dans  la  première  les  valeurs  de  Dr,  Dv,  D:;  en  da,  db,  de,  il  faudra 
(jue  les  coefficients  de  da,  db,  de  soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre. 
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Cl'  (|iii  rournira  li'ois  (''(|iiiili(ms  (|iii  srrviroiil  ii  (Irlci^iiiiiicr  les  valeurs 

(le  - — ,  .     ,  r-~  (Ml    .- -,    ,T  >    ,   ;  Cl'  sera  la  iiiciuc  chose  si  I  on  siilisliliie 
l),r    J))-     I);         à<i     <)/'    (le 

dans  la   seconde   expression  de  D'A  les  valeurs  de  t/a,  dh,   de  en   Dr, 

Dv,    I);   tirées    des   expressions  de  ces   dernii'res   (juanlilçs:    alors    la 

comparaison  des  lermes  alleelés  (h;  l).r,   !)>-,  1):;  doiiiiera  iniiiiediale- 

ineni  les  vali'iirs  de        -,  ■  ■■  • 

Or.  pai-  les  relaies  ordinaires  de  l'éliniinalion,  on  a 

«D.r  4- ot' J))  -h  a"  De 

(la  =r 


de 


b 

(3  l)x  +  |3'  n  ) 

•  +  P"D.- 

(J 

y  D.r +  ■/'  1)) 

■ +  /'!). 

en  supposant 


i)h    ()c         Oc    ôb 

dx  t)z        ().v  à: 
l)c    Jl>  "  ôb  de  ' 

dr  dy        dr  ()y 
ôb   ôc         ôc   ôb 


ôc    ôa  ôa  ôc 

p, ô.r  ôz  â.r  ôz 

ôa   ôc  ôc  ôa 

„„_  ôr  ôy  ô.f  ôy 

'          ôc   ôa  ôa   ôc 

ô.r  ôy  ôz  ô.r  ()y  ôz 

ôa  ôb  ôc  ôb  ôa  ()c 

d.v  ôy  ôz  ô.r  ôy  ôz 

ôb   ôc  ôa  ôc  ôb  ôa 

ôx  dy  Oz  ô.r  ()y  ôz 

ôc   ôa  ôb  ôa   ilc   ôb 


'11'  '!l  _   'iZ  ''-: 

ôa   ôb  ""  ôJ>  (}a' 

ôx  ôz         Or  ôz 
ôb  ôa        ôa  ôb 

ô.v  ôy       ôx  ôy 
ôa  Ob       ôb  ôa 


l'aisanl  donc  ces  substitutions  dans  l'expression 

01    ,         01   ,,       ()l   . 
-T-  (la  4-  -T-;  cib  -I-  --  (le, 
ôa       .      ôb  ôc 

et  coiii|iaraiil  ensuite  avec  l'expression  identique 


J—  Dx  +  J—  I)  )   -\-  —  l)z, 
\)x  Dy    ■         Dz 


SECONDF.   l'AHTIE.  -  SECTION    \1.  -i'^ 

on  uiira 

ix7  ^   5   0(1        5    Ob        S  de' 

I^'-  —  ^  ^  ^  ^  —  —  z!  '^, 
ïyv  ^  ^j   dn         b    db         i   Oc' 

D/,  _  y."  01       ^  ^  __  L  î^ . 
B^  ~  ~0  ô^  ~  T  Ob        '}   Oc 

Ainsi,  substituant  ces  valeurs  clans  les  trois  équations    A    île  1  ar- 
ticle 2,  elles  deviendront  de  cette  forme,  après  avoir  niultiidie  par  0. 

/         id-x       ,-\  O'i.       ,    O'i  O'i 


(C) 


,  ()■/.       ,,,  O'i.       .  ,  O't. 


r  Jd'-y       -.V         ,di.       r„Oi. 


'\  W- "'     '      "'ô^i      ■^  Ob      '  Oc 


5  A    -^  -  7.     -  a"-^  -  i  :^  -  y  :>-  =  o, 


oii  il  n'y  a,  comme  Ton  voit,  que  des  dilTerences  partielles  relatives  à 

a,  h,  c,  t. 

Dans  ces  équations,  la  (piantite  A  qui  exprime  la  densité  e>t  une 
fonction  donnée  de  a.  h,  r  sans  /.  pui-^cju^elle  doit  demeurer  invariable 
pour  chaque  particule:  et  si  le  fluide  .-st  homogène,  A  sera  alors  une 
constante  indépendante  de  a.  h.  r,  t.  Quant  aux  quantités  X.  Y,  Z  qui 
représentent  les  forces  accélératrices,  elles  seront  le  plus  souvent  don- 
nées en  fonctions  de  v.  y,  r,  t. 

C^.  Mais  on  peut  réduire  les  équations  précédentes  à  une  forme  pln> 
simple,  en  ajoutant  ensemhle.  après  les  avoir  multipliées  respectivc- 

Or     Or     Oz  Or     Or     ôz  Or     Or 

ment  et  successivement  par  ^>  ^>  ■^^'  par  ^^ .  jj^,  ^^^^  et  pai  ^^ .  •  ^^^.  • 
-;  car.  d'après  les  expressions  de  0,  a,  3,  y,  a',  'y,  ...  données  ci- 
dessus,  il  est  aise  de  voir  (ju'on  aura 

Ox         ,  Ov         .Oz  _  ,  Ox       .„  Oy  _^.   <}2  _     0^  _      Oy  _  ^  0^  . 
''^"'■^.-"■Ihc-"-  ô^>   ^^Tb'  "  Ob   ^  Ob'^  Oc      '  Oc      '  Or- 
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•^  Oa  0(1  i)(( 

ùx         .  <)y         „  ()•; 

().r  ,  ()y  „  ()z 


I  ainsi  (le  siiile  ;  de  soile  (jiic,  par  ces  i)|)rra(ioiis  ri  ces  rrdiiclioiis,  «m 
ma   les  (raiislbiilircs 


a 

A 


(ir- 

.Jy 
1  >h, 

■r-.r 
7TF 

^■.ds           (d'-Y           ^> 

1  à/> 

,n., 

'  de         \  dt-            , 

y)  y 
1  àv 

'd'z 


.:\âz-\     ôi    . 


d-'z     ...,)z-\     <n.    . 


/d-'z  \<)z 


1      dl 


(  '  )  On  aiirail  |iii  |iar\rnir  (lircclcnicnl  ii  ers  (Icrnii'rcs  ('([uations.  en 
inlfinlnisanl  dans  les  l'ornuilos  de  l'aiTudc  2.  an  lien  drs  variations  o.<-, 
ov,  or,  (-(dles  des  coordonnées  de  l'élafinilial  o^/,  cA,  or;  rar,  en  rei^ar- 
danl  r,  y,  '  conunc  ionrlions  de  a,  A,  r,  on  aura 

O.r  ^         ô.v  ^,        û.f  ^ 

ou-  =  -^—  oa  ^    r-r  oh  -i-  — —  oc, 
aa  Ou  Oc 


dy  ^         Oy  .^j       ày  ^ 
Oa 


c/--   .  ôz  .,        c);  . 

O;    —    ^r-    0(7  H-    --,    O/.'  -1 r-   OC. 

cy«  t/o  Oc 

On  fera  ces  snhsiilnlions  dans  la  foi'niule  [a]  de  Tartiide  2.  cl  l'on  ciia- 
lera  ;i  zéro  les  (|nanliles  )nulti|iliées  par  o</,  oA,  or. 

l'ji  oli  servant  (|ne,  A  e  la  lit  l'onction  de.r,  i',  r,  on  a.  par  rapport  lu/./'.i\ 
01  _  I)}.  0.1-  ^    II/.  ()y   ^  1)/.  ()-- 

âi  _m  <ir  ^  \)i  oj     m  <}z 

dl>  ^  lit  ôl>  ''"  \\Y  Où  '^  \)z  Oh' 
à}  _  i>±dx    __  1)1  (hy        \)l  Oz. 
ô'c  ^^  lU-^-     ■     Ih-  Je  ^'  Wz  àc" 


)  Celli'  liii  lU'  linliric  11  lie  se  iruiec  |>as  dans  la  iireiiiièro  étlilioii.     (./.  Ilcilrtiiid.) 
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on  aura  tout  de  suite  les  éi|ua(ions  dont  il  s'agit,  les(|uelles,  dans  le  cas 
où  Xf/.r  -^Y  dy  ^  'Ldz  est  une  dillereiitielle  com|)IMe  repi'ésiMitée  par 
f/V,  peuvent  se  mettre  sous  celte  forme  plus  simple 


Jd^x  (le       d-'r 

A  1  —  -+-  — 

V  de-    ôa         dC- 

,}y    ,    d'z  <lz 

Oa  ) 

01 

Oa        dt-   ôa 

Oa 

/  d'-x  ()r        d-y 

ày    ,    d-z  àz 

oy\ 

O'r 

Où        de   Où 

Où  J 

Oh 

.  / d-x  dx       d'Y 

Or        d-z  Oz 

Oc) 

01 

àc  ^  dr-   Oc 

'  Oc 

7.  On  transformera,  d'une  manii're  semiilaijie,  ré(jnaliiin  B  de 
l'article  3;  et,  poui'  cela,  comme,  d'après  la  remarque  de  rarlicle  1, 
les  difrérenlielles  d.i\  dy,  dz  ne  sont  relatives  qu'à  la  varial)le  /,  on  les 

réduira  d'abord  aux  dillerenees  partielles  -^d/,  ~dt,  -r^  d/ :  en  sorte 

'  Oi  (Il  i)t 

(|ue  l'équation  dont  il  s'agit,  étant  divisée  parc//,  sera  de  la  forme 


D  '\'       D  '^f 
Ot  Ot 


\)x 


Dr 


Ot 


1»      It"/ 


Or,  par  les  formes  (rouvées  ci-dessus  pour  les  valeurs  de      -> 

un  aura  iiareillement.  en  substituant  --^  -r-,  ■■■  à  la  place  de  A 
'  0/      01  ' 


Ot 
Dx 


a    0   Ox       ,3    0   Oc       y   0    Ox _ 
ë  ôa  Ol  ~^  5  Où  ~ôt  '^  '^j  Oc  Vt  ' 


•t  comme,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  la  quantité  r  est 
•ciiardée  comme  une  fonction  de  (t,  h,  r,  /,  on  auia 


0   Ox 0-x 

Oa  dl        Oa  Ot 


et   ainsi  des  autres  dili'érences  partielles  de  .i-;   de  sorte  ([u'ou   aura 
simplement 


Ot 


y.    d-x  3    d'^x  y    0-x 

li  dcTôl  ~~  B  ôVOt  ""  5  0(^t  ' 


XII. 


3G 
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mi:i;am(^)1  i:  an alvtioi  i:. 


,)y 


On  li-()iivi'r;i  des  l'Niircssiotis  sciiiljhilili's  pour  les  \ali'iii-s  de     ,        et 


cl  il  n'y  ;iiir  ;i  [loiii'  n'l:i  (in'ii  cluiiii^cr.  (I;ins  hi  roniuilc  |iri''r('Ml('iil( 


I)--  ' 

•  r  <'ii   r  cl  r. 

I';iis:iiil   (lime  ces  siihsliliilioiis  dans  l'c(|iiiilioii  ci-dcssiis,   clic  d(- 
viciidiM,  a|iii's  y  avoir  cil'acc  le  déiioiniiialeur  C(miiiuiii  0. 

''  ôa  ()l  "*"  '"'   dl>  ô(  "^  ''   <)7T)t 

I   â- V         ^,   lï- y  ,   (V- y 

^  ^   \)a<H  "'  '^   7>/m7/  "^^  '^    ,)r,)l 

"  "-  d^oi     '''  ôhôl  "^  '^  ocài  ~  "• 

l.c  lircniier  meiiihrc  de  cette  ('(iiialioii  n'est  autre  (diosc  (|uc  la  vali'ur 


ne    ,   '   co 


niMie  (III  pciil  s  en  assnrci'  pai'  la   dillcrcntialioii  aclm 


rexpressioii  de  0  (art.  ;")). 
Ainsi  l'ciinalion  devient 

dont  rint(''i'ralc  est 


;  :^  l'oncl.(  «,  /).  (■). 

Supposons,  dans  cette  é(|ualion,  /   -  o,  et  soil  K  ce  (|Ue  devient  alors  la 
(|  nanti  té  0,  on  aura  K    -  fouet.  (//,  />,<■):  par  consc(iiicul.  l'ci]  nation  si'ra 

0=:K. 

Or  nous  avons  snppnsi'  (|ue,  lors(|nc  /  -  -  o,  (Ui  a 

•  '■  =  ''',  y  =-  h,  z  ^=  c; 

donc  on  aura  aussi  alors 

<).r  ,).r  ,).,■ 

Ja^'-  ,)/,'-"'  .ic^"' 

<)y  <)y  ,)y 

Oa  01)  (le 

àz   _   _  ,^£  ,)z   _ 

()a  '  Ob  ~     '  Oc 
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(les  valeurs  étant  sahsliliiécs  dans  l'expression  de  0  fart.  .">  %  (in  a  0=  i  : 
donc  K  =  I . 

Donc,  remettant  pour  0  sa  valcnr  dans  ré(|nation  dont  il  s'agit,  rllc 
sera  de  la  forme 


(K) 


Ou-  i)y  Oz        ûj:  Ov  0:        à.f  Oy  àz         àr  ()y  àz         û.r  <)y  ()z         ùr  Oy  t): 


(kl   ôh  Oc        ()/>   O'i  àc  ~'    àh    ,)c   Oa         Je   ()h  ô<i         Oc    0,i  Ob        Oa    0,    Oh 


Cette  équation,  combinée  avec  les  trois  é(|nations  (',  ou  (D)  des  ar- 
ticles ô  et  6,  servira  donc  à  déterminer  les  valeurs  de  X,  ,r,  )-,  r  en 
t'onctions  de  o,  ù.  c,  t. 

Cette  équation  peut  aussi  se  trouver  d'une  manière  plus  simple,  -ans 
passer  par  ré(|uation  dillérentielle  B  de  l'article  •").  Kii  ellet.  re(|na- 
lion  :  B  exprime  seulement  (|ue  la  variation  du  volume  Dr  l)v  Dr  di'  la 
|»ar'licule  D/)i  est  nulle.  taiidi>  (|ne  le  temps  /  varie;  de  sorte  que  la  va- 
leur de  D.rEh'D;  doit  être  eonslaute  et  égale  ii  la  valeur  primitive 
(Iddhdr.  Oi' nous  avons  donne  dans  l'article  .">  les  expressions  de  Dr, 
l)v,  D;  en  (1(1,  (II),  (le;  mais  il  faul  remar(|uer  que.  dans  la  l'ormuli' 
DrDvD;,  ladilTérence  Dr  doit  élrejuiseeii  y  regardant  r  et  v  comme 
CKUStantes;  que,  de  même,  la  ditlérener  D\  doit  être  prise  eu  regar- 
dant r  et  ;  comme  constantes,  et  (ju'eutin  la  dit]éi'ence  D.r  si]|q)ose  v 
cl  3  constantes,  ce  (|ui  est  évident  en  considérant  le  parallélépipède 
rectangle  représente  par  DiDiDr. 

Supposons  donc  d'abord  .r  et  v  constantes,  et,  |)ar  consé(]iu'n(.  D,r 
et  D)'  nuls;  on  aura  les  deux  écjuations 


di  O.i-  .     ,   O.r  . 

-r—  (la  -. — T-r  do —  (le  ^  I), 

Oa  Oh  Oc 

dy   ,         Oy   ,,        Oy   , 

-.-  (la  -^  -TT  (/('  --  —  'le  =o: 

0(1  0I>  Oc 


d'oii  l'on  tire 


da  = 


O.r  Oy        O.f  Oy 

'<ÏÏ>  ~Ô7-  ~  7)c  TU) 

(Ir^  ()y_  _  <)y  i}_r 

Ou  ôh~  Oa  0I> 


Or  <h^  _ilr  ()y 
^-   ÔT,^  07i   ô^ 
flr  (h;  _  (h    dr"' 
ô^  Oh         Ô7,  Oh 
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CCS  \;ilciirs.  siili>lil  iiccs  (l;iiis  rc\|ti'cssi(in  (\v  1);,  (loiincii)iil 

àz  (i).v  ,)y       û.v  d,r\       ùz  fà.r  (h-       .).'■  ()y\    ,    ,)z  /,)■'■  <)y       ôy  d 


,^  ()ii  \  ()/>   (h-         de   <)/>  I        ()h  \  ()c    ôfi        (ht   Oc  J        ()c  \  d'i   ôb        ôrt  dh  I    , 


l'dui'  nvoir  de  mciiic  la  valeur  de  [))■,  mi  su|»|)osoia  D.r  — o  et  Dc  =  o, 
ce  <|iii  donne 


d'oii  l'dii  lire 


.  ().{■  ,         ().r 

lie  =^  o,  ,--  a  a  -1 — -r  (lu  =  o  ; 

Ou  i)o 


(Ir 


da  ^= 7 —  /U), 

(Ir 

Oa 

e(  cette  valenr  ainsi  (|iie  c(dle  (!<■  de  égaie  à  o,  étant  siibsliiuées  dans 
rexpiession  de  Df,  dunneront 

(Ir  <}y  _  (Ir  (Iv 

,,  ()a  (}li        ()/)   àa   ,, 

I)  )•  =  T (/b. 

â.r 

Ôct 

lùiliii,  |)()nr  avoif  la  valenr  de  Dr,  on  fera  Dv  =  o,  D;  =  o.  ce  (|ni 

donne 

db  :^  o,         de  =  o, 

el.  par  consé(|iient, 

J».r   _  '\^,l(,. 
aa 


.■Mullipliaiit  enseiiihle  ces  valenrs  de  D.t\  Ih-,  Dr,  on  aura 

■        ~        \()a  \()b    (h-         ûc   ()bj  ^  ,)h  \  ,)c   ,;r,         ,)„    ,)(■  )        7)r  \  àa   db         ,ln   ()h   '  |  ""    "  ' 

Faisant    donc    \).r\)yDz=^(/(i(//>(/c.    on    anra    ton!    de    snile    re(]iia- 
tion  (E). 

Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  valeui-  de  D.rDvDr  est  celle  (|n"on 
doit  euiployer  daus  les  intégrales  triples  relatives  à  ,r,j-,  :,  lors(ju'ou 


SECONDE   PARTIE.—  SECTION   M.  as.', 

veut  V  sahstitiier,  ii  la  plai'P  dos  variables  r,  y,  z,  des  fonctions  don- 
nées d'autres  variables  a,  />,  r. 

8.  Comme  les  équations  dont  il  s'agit  sont  à  diiïérences  parti(dles. 
l'intégration  v  introduira  nécessairement  diti'érentes  tombions  arbi- 
traires; et  la  détermination  de  ces  fonctious  devra  se  <lcdnire  m  |Kii'lii' 
de  l'état  initial  du  lluide,  lecjuel  doit  être  supposé  donné,  el  en  pai'lie 
de  la  considération  de  la  surface  extérieure  du  fluide,  (]ui  est  aussi 
donnée  si  le  fluide  est  renfermé  dans  un  vase,  et  (pii  doit  être  repré- 
sentée par  ré(|uatiou  A  =  o  lorsque  le  fluide  est  libre  (art.  2). 

En  eli'et,  dans  le  premier  cas,  si  l'on  représente  par  A  =  <)  l'équation 
des  parois  du  vase,  A  étant  une  fonctidu  donnée  des  coordonnées  .r, 
r,  :;  de  ces  pïirois  et  du  temps  l,  si  les  parois  sont  mobiles  ou  d'une 
forme  variable,  en  y  mettant  pour  ces  variables  leurs  valeurs  en  <•/,  //, 
c,  /,  on  aura  une  ('ijuation  entre  les  coordonnées  initiales^/,  />,  r  et  le 
temps  /,  laquelle  représentera,  par  conséquent,  la  surface  (|ue  for- 
maient dans  l'état  initial  les  mêmes  particules  (|ni,  après  le  tem|)s  /, 
forment  la  surface  re[irésentée  pai'  réijiiation  donnée  A  — o.  Si  donc  on 
veut  que  les  mêmes  particules  (|ui  sont  une  fois  à  la  surface  y  demeu- 
rent toujours  et  ne  se  meuvent  que  le  long  de  cette  surface,  condition 
(jui  pai'ait  nécessaire  |)our  (|ue  le  fluide  ne  se  divise  pas,  et  (|ni  est 
reçue  généralement  dans  la  théorie  des  fluides,  il  faudra  ([ue  re(|uation 
dont  il  s'agit  ne  contienne  point  le  temps  /;  par  conséquent,  la  fonc- 
tion A  de  .r,  y,  :■  devra  être  telle,  (|iic  /  y  disparaisse  api'i'S  la  substitu- 
tion dc!^  valeurs  de  .r,  v,  ;  en  a,  />,  c,  I . 

Par  la  même  raison,  ré{piatioii  A  —  o  de  la  surface  libre  ne  devra 
point  contenir/;  ainsi  la  valeur  de  /.  devra  être  une  simple  fonclion  de 
a,  ù,  r,  sans  /. 

Au  reste,  il  v  a  des  cas,  dans  le  mouvement  d'un  lluide  i|ui  s'écoule 
d'un  vase,  où  la  condition  dont  il  s'agit  ne  doit  pas  avoii-  lieu  ;  abus  les 
déterminations  (|ui  résulleut  de  celd'  condition  ne  >ont  [dus  néces- 
saires. 

9.  Telles  sont  les  é(|uations  par  lesquelles  on  peut  déterminer  direc- 
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Icmciil  le  m(Mi\ciii('iil  d'un  lliiidc  <jiir|((in(|iic  incoiniircssihlc.  .Mjiisccs 
('■(|ii;iliiiiis  soiil  sons  uni'  Inirnc  nn  peu  (■((in|ili(|n(''i\  cl  il  csl  |)(issiliU'  <lr 
lo  fcduirc  ;i  une  |)lns  sini|)lc,  en   |ir<'n:inl   |ii)iir  inconnues,  ii  la  place 

(\i'-^  c(mu'(I(H1Ir''cs    r,   )-,  z,  les  \ilesses         -^     ■    ■:   -'  dans  la  direclion  des 

eonrdniinées,  et  en  rci^ai'danl  ces  vitesses  eoniuie  des  l'onctious  de    r, 

y.  z,  I. 

\'A\  eli'et,  d'un  côté,  il  est  chiir  (|ue.  |Miis(|nc  r,  v,  ;  soni  fonctions  de 

,  ,      ,lr    ,/y    <h.  ■   r         ■  1 

'/.  /'.  r.  I.     l's  (iiian  ites     ,   >     ;  -  -,-   scroni  aussi  tonctions  ((■>  iiieme> 
'  (//     lit     ili 

vaiialdes  f/,  //,  c,  /  ;  donc,  si  l'on  conçoit  (lu'on  siilislilue  dans  ces  loiic- 

tioiis  les  valeurs  de  <i,  h,  /■  en  .r,   v,  r  tirées  de  c(dles  de  .r.   v,  ;  eu  (t. 

,!.,■     ,ly     >/z  .       .  r  ■  , 

h.  (\  on  aura  --,   >    -;  -,    r  exoriinees  en  touctunis  de  ,r,   r.  ;  et  /. 

lit       lit       rll  ^ 

D'un  aiide  cote,  il  esl  clair  (|iie,  pour  la  connaissaiiee  acinelle  du 
iiHUiNciiienl  lin  lliiide,  il  sullit  de  c(Hinailre  ii  cliaque  instant  le  inonve- 
inent  d'une  particule  (|iielcoui{ ne  ([iii  occupe  un  lieu  donne  dans  l'es- 
pace, sans  (|n'il  soit  nécessaire  de  savoir  les  états  |)récéd<'uts  de  celte 
particule;    par  eonsé(|uent,   il   suffit  d'avoir  les   valeurs  des  vitesses 

,l.r     ,lv     ,lz  ....  . 

,   )    ,-'    ,    ciMonctioiis  lie  .r,  y,z,l. 

(Il     ili     lit  ■ 

D'ailleurs,  ces  valeurs  étant  coiiuues.  si  ou  les  noniine  />.  //.  i ,  on 
aura  les  é(|ualions 

(/,(■  /)(//,  ll\—fl<ll,  ,lz:=zllll, 

entre  cv,  z.  /,  les(|n(dles,  étant  ensuite  intéi;rées  de  inaiiii're  ((lie  ,r, 

y,   -  devii'iiiieiit  d,  h,  c  lors(|iie  /  —  o,  donneront  les  valeurs  inénies 

de  .)-,  V,  r  en  (i,  A,  r,  /. 

\\\  reste,  si  l'on  chasse  dl  de  ces  éijiiations  dillerenliidles,  on  aura 

ces  doux-ci 

/)  il  y  -r=  //  il.r,         />  il:  —  /•  i/.r. 


les(|uelles  expriiiieiil  la  nature  des  diUerenles  coiiiIpo  daii>  lesi|iielle- 
tout  le  lluide  se  meut  ;i  elia(|iie  instant,  conrhe>  ipii  <  lian,ueiit  de  place 
et  de  roiine  d'un  instant  ii  l'autre. 
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10.    Reprenons  ilonc  les  é([uations  fondamentales  (Ai  et   ^Bj  des 
ii'licles  2  et  3,  et  introduisons-v  les  variables 


>'  =  -dl 


dt 


regardées  ooninie  drs  tonetions  de  .r,  v,  ;,  /. 

,,  ,    .  ,  ■    .     (1-  .V     il"-  V     (/-  :■ 

Il  est  elaii' qne  les  quantités  -— '  777'  7^/  peuvent  rtrc  mises  S(hi 


,U       dv       dz 

d    ,       d  --    d  -r 

dt  dt         dt 


d.r     dv     dz 


.      ,,  Ht  fit         (Il        ,    ,  .    ,      ii.r     (IV     <iz  .         . 

la  lorme  — r^-  — ^1     ,— ^  ou  les  (luantites  -p-,    —,  --  sont  censées  (  es 

dt  dt  lit  •  dt       lit      dt 

tonetions  de  ti,  h,  <■.  l . 

Eu  les  regardant  done  comme  t(dles,   on  aura,  pour  la  dillV'rencc 

''•  777' 


.  dx  .  d.r  ,  d.r 

j  —.-  à  —r  <J  -T- 

dt    ,  dt     ,  dt     ,, 

—^ —  dt  -■ ,     -  (la  H r-r-  du 

()l  ôa  ôb 


d.> 


et  ainsi  des  autres;  mais  en  les  regardant  comme  fbnetions  de   r,  v. 
;,  /,  et  les  désignant  par /^  y,  /■,  leurs  différences  eom|ilètes  seront 


'h!,n^''l^d.-.-''''dr   -'fdz. 
()t  <)x  ()y    ■  Oz 


et  ainsi  des  autres  diU'érences;  (I(mic,  si  dans  ces  dernières  cxpicssion? 
on  met  pour  dx,  dy,  <l:-  leurs  valeurs  en  a,  h,  c,  /,  il  faudra  (]u"elle^ 
deviennent  identiques  avec  les  premières;  mais,. t- étant  regardé  coninu 
fonction  de  a.  h.  c.  l,  on  a 


(Ir  ().r  Or  àx 

d.v  =    -—  dt  -r     .-  ria  +  — -  db  -h     ,-  dr, 
()l  i)a  ôb  i)c 


où  7-  est  évidemment  />,  en  supposant  ([u'on  mette  dans  /i  les  valcnr< 

de  a-,  Y,  :■  en  a,  h,  c,  t. 
Ainsi  l'on  aura 

dx  ^  p  dl  -', — r—  da  -T-  .  .  .\ 
Oa 


riSS 

t'I,  (le  ll](''IIU' 


M  E  C  A  M  O  r  E  A  N  \  L V  T I O  ('  E 


r/r^V.//-.-';^/., 


(II! 


Siilisliliiaiil  ers  Niilciirs  diiiis  r('\|ir('ssiiiii  ilc  l;i  (liiréi'f'iico  ronipll'le 
lie    .   .  les  IcriiK'S  allcrlrs  (l(w// srrdiil 

/  <>/>  >h>  '>/'         ''/'  \   , 


I     ri, 


Icxuicls  il('\;iiit  rire  idcntiiiiics  ;!Vi'c  \r  Icriiic  l'iirrcsiiiMiilaiil    ,       '-'II. 
'  '  ^  lit  ili 

DU  iiicii     ,  ,  r//.  lin  aura 
ilt- 


d\r  _,}n         Jp  ,),,  ,), 


(II-       ôl 


I'  A..      '"/  .U.    ^' 


<))■    '       ()z 


cl  l'im  Iriiiivcra  dr  la  nième  niaiiii'rc 


dt-         ôl 


Or 


,r-z  __  ()r  ,)/■  ,)r  ,)r 

dl-    ^  Ol     '~  ''  O.r     '^  ''  ,h-     ^  ''  ,):' 

(lu   l'i'Ci  iliMir  ci's  siih.sîilutiniis  dans  les  (''(inations  (A);  cl  coiuiiic 

dans  ces  nicrncs  c(|nalions  les  Inincs         ,         ,      -   rcpi'cscnlent  di'- 

diliV'iTiircs  |iai'lii'llcs  de  A  r'idal  ivcnicnl  ;i  .r,  v,  z,  en  sn]i|iiisant  /  eon- 
slaiil.  on  \  |)onri'a  rliani;ef  la  earaetéi'i.s|ii|ne  1)  en  (/. 
(  )n  aiii'a  ainsi  les  transfoiMnées 


IF) 


A  /  0/1  0/>  ,)p  0/1 

\  0/        '  O.r        '  Ov  Oz  ) 


'  ,)  ..    '    '/  .1 


O'i. 

oTi- 

01 


^' :,;-/' ;)^-^5^-■:;^-^")~:;^-- 


.  /  Or  Or  Or  Or        .,  \        O'i. 

-^   .1/  -/':,- +'/:,.: --':.-  -^    -  ..i  ="• 


A   l'ei^ard  de  reijnalion  (H)  de  l'ailiele  )}.  dans  lai|nellc  les  dille- 
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iciiccs  ni;ii'([urc'S  [lar  d  sont  n'hitivrs  à  /,  et  celli's  (jiii  soiil  iiiai'qurcs 
par  D  sont  relatives  à  r.  v,  ;,  il  n'y  aura  qu'à  y  inetti'e  à  la  plaee  de 
d,i\  (ly,  (Iz  leurs  valeurs  pdi.  (jdl,  rdl\  cf.  clianijeant  la  caractéiis- 
litjue  I)  en  <).  puisque  la  caractérisli([ue  est  indiU'érente  dans  les  dilt'é- 
rences  [lartielles,  on  aura  sur-le-ehainp,  à  eause  de  di  conslani, 

or        ôv        cl: 

On  voit  que  ees  équations  sont  beaucoup  plus  simples  que  les  é(|ua- 
lions  (])  ou  (Di  et  lE!  auxquelles  elles  répondent;  ainsi  il  eonvieni 
de  les  employer  (le  préférence  dans  la  théorie  des  ihiidt's. 

Ces  (|uati'e  é(]uations  i^F;  et  G  :  donneront  p.  y.  /•  et  X  en  tbnetiims 
de  .1,  y,  z  et  de  /,  rei^ardé  comme  constant  dans  leur  intéi<ration.  Et  >i 
l'on  voulait  ensuite  avoir  les  valeurs  de  -r.  a-.  ;  en  fonctions  de  /  et  des 
coordonnées  primitives  a,  h,  c,  comme  dans  la  premii're  stdutiou.  il 
n'y  aurait  ([u'à  intégrer  les  équations 

djr  =  p  (II.  (ly  =r  rj  dl.  dz  =  /  dl. 

en  y  introduisant  comme  constantes  arbili'aires  les  valeurs  initiales  a, 
h,  r  de  -r,  y,  z. 

II.  Dans  les  iluides  lnuiiogi'nes  et  de  densité  uniforme,  la  quan- 
tité A  (|ui  exprime  la  densité  est  tout  à  fait  constante:  c'est  le  cas  le 
[lins  ordinaire,  et  le  seul  que  nous  examinerons  dans  la  suite. 

.Mais,  dans  les  fluides  liétérogi'nes,  celte  quantité  doit  être  une  fonc- 
tion C(uistante  relativement  au  temps  /  pour  la  même  |)articule,  mais 
variable  d'une  particule  à  l'autre,  selon  une  loi  donnée.  Ainsi,  en  con- 
sidérant le  iluide  dans  l'état  initial  où  les  coordonnées  r,  v,  r.  sont  c?, 
/>,  c,  la  (]uantité  \  sera  une  fonction  donnée  et  connue  de  <■/,  h.  c: 
donc,  si  l'on  regarde  A  comme  fonction  de  .v,  v,  :  et  /,  il  faudra  (|u'en 
y  substituant  les  valeurs  de  .r,  v,  r  en  fonctions  de  i/.  h,  r  et  /,  la 
variable  /  disparaisse,  et,  par  conséquent,  que  la  dillércntielle  de  A 
par  rapport  ;i  /  soit  nulle.  On  aura  donc,  à  cause  de  .r,  v,  :=  fonctions 
XII.  %- 


200  M  i: c  \  \  I  o  i  i:  a  n  u.^  r  i  n  Li  i:. 

(le  /,  l'(''(]iialioii 

,)l  ^  ,U-  ~J1  "•'  Ify  Ti  ^  1)1  dl  ~  '^" 

,    .,  „       ,  dr     dv     dz   ,  . 

on  il  (:iii(lr;i  nicKi'C  poiii'     -,  - .  ,  ^^^  leurs  valeurs />.  y,  /•, 


Ainsi  ou  aui"i  r(''(|iiatioii 


(11) 


,)1         ,)\ 


,)/       '  il 


r  ,,T.  +  V 


JA  _^     <)^ 

Ty  ~^  ''  à': 


oui  servira  ii  déleiMuiiier  rineonnue  A  dans  les  é(|ualious  (F),  parée  que 
dans  ces  é(]uatious  on  doit  (railer  A  coMiuie  une  ionetiou  de  .r,  y,  :. 
A  eel  é^ard,  elles  sont  moins  avanlaf;'euses  (|ue  les  (''(juations  ((!) 
ou  (D),  dans  lesijuelles  on  peu!  regarder  A  connue  une  t'onelioii 
eomiiie  de  t/,  h,  <■. 


\1.  Ce  ([lie  nous  vouons  de  dire  l'elaliveuient  à  la  fonction  A,  il 
laudra  l'appliquer  aussi  à  la  fonction  A,  en  tant  que  A  =  o  est  ré(|ua- 
lion  lies  [)arois  du  vase  et  (|ii'on  suppose  ([iie  le  fluide  contii;'U  aux 
parois  ne  peut  se  mouvoir  qu'en  coulant  le  long  de  ces  parois,  de 
manière  (|ue  les  mêmes  particules  restent  toujours  à  la  surface;  car 
celle  condition  demande,  comme  on  l'a  vu  dans  i'arlicle  S.  ([ue  A 
devienne  une  fonclion  de  a.  h,  c  sans  /;  de  sort(>  (|u'en  regardant  cette 
quantité  comme  une  ronction  de  r,  v,  z-,  /,  cm  aura  aussi  l'équation 


(I] 


,)V  <}\  ()\  i)\ 

-r H   /-)   -, 1-    7 1-    /•  -.—     =  O. 

Oi         '   <).r         '  i)y  <)z 


Pour  les  parties  de  la  surlace  (u'i  le  lluide  sera  libre,  on  aura  ré(|iia- 
lion  X  =  o  (art.  2);  il  laudra,  par  consé(|iient,  [tour  salislaire  ji  la  niénie 
eoiulilioii,  relativement  à  cette  surface,  (|ue  l'on  ait  aussi 


(K) 


)"/.  ()l  ()l  à'A 


.)t 


,): 


13.   Voilà  les  formules  les  plus  générales  et  les  plus  simples  pour  la 
détermination  rigoureuse  du  mouvement  des  tluides.  La  difticulté  ne 
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fonsiste  plus  (ine  dans  leur  intéirratioii  :  mais  elle  csl  si  grande  (pie 
jusqu'à  présent  on  a  été  obligé  de  se  contenter,  ménic  dans  les  pro- 
blèmes les  plus  simples,  de  métbodes  particulii-res  et  fondées  sur  des 
bypothèses  plus  ou  moins  limitées.  Pour  diminuer  autant  qu'il  est 
possible  cette  dil'iiculté,  nous  allons  examiner  comment  et  dans  quels 
cas  ces  formules  peuvent  encore  être  simplifiées  :  nous  eu  ferons 
ensuite  l'application  à  quehiiies  questions  sur  le  mouvement  des 
thiides  dans  des  vases  ou  des  canaux. 

14.   Rien  n'est  d'abord  plus  facile  (|Ue  de  satisfaire  ii  i'é(juation    G  j 
de  l'article  10:  car,  en  faisant 


idie  devient 


lai|uelle  est  intégrable  relativement  à  ;,  et  donne 

'  ^       (h        0^  ' 

il  n'est  jioint  nécessaire  d'ajouter  ici  une  fonction  aibiliairr.  ii  causi 
lies  quantili's  indéterminées  y.  et  j. 

Ainsi  ré(]uation  dont  il  s'agit  sera  satisfaite  par  ces  valeurs 


p  = 

>)y. 
âz' 

à'- y. 

,} 

-5          ôr 

O.c  0: 

(h 

"dz"  0~z~ 

()y. 

,).5 

,)y.        ,)':. 

<)z' 

7  = 

âl' 

''=^;77-j7 

lesquelles  étant  ensuite  substituées  dans  les  trois  équations  F)  du 
inéme  article,  il  n'y  aura  plus  que  trois  inconnues,  y.,  3  et  "/. :  et  même 
il  sera  très  facile  d'éliminer  A  par  des  différentiations  parti(dles.  De 
sorte  que,  de  celte  manière,  si  la  densité  A  est  constante,  le  problème 
>e  trouvera  réduit  à  deux  é([uations  uniques  entre  les  inconnues  y. 
et  3:  et,  si  la  densité  A  est  variable,  il  y  faudi-a  joindre  l'équation  :  H 
de  l'article  11.  .Mais  l'intégration  de  ces  écjuations  surpasse  les  forces 
de  l'Analvse  connue. 


■2'.)-2  MKCVMOl  K   AN  A  LYTIO  l  K. 

1").  \'(>V(tns  (l(iii(_:  si  les  ('•(iiialiims  (I'),  (•oiisi(l(''r(''('S  cil  ('lles-iU(''ill('S, 
\\o  s(»ii(  |);is  siiscc]»lil)l('s  dr  <|ii('l(|iic  sini|ililii-,'ili()ii. 

lui  ne  cons'Kh'riinl  dans  la  roiicliiiii  A  (|ii('  la  variai)! lili'  di'  .r.  y,  z, 
011  a 

à.r  i)\-  i):- 


rv  1      .-.  .  '^^-       <^'        <>'     1  1  .•      •  I 

Donc,  snhsiitnaiii  i)oiir  -r-'  -^^    ,-  Irurs  \al('urs  liiccs  de  ces  ('(iiia- 
■  ().'■    ()y    <)z  ' 


lions,  on  anra 


.  /  <)p  à/i  <)p  ()p        i-\   K    j 


i'1'1  ,  ..'''/  ,  ,.'^'/  ,  ..'V 


\     Ar/>- 


(}/■  <} 


)r  ,), 


I  or  or  or  or        .,  \  »    / 


!.(■  incinicr  nicinijif  de  celte  c(|na(ion  elant  niie  dillerenliellc  l'oiii- 
pléle,  il  faudra  ([lie  le  second  en  soit  une  anssi,  relativement  ii  r. 
y.  :;  et  la  valenr  de  X  ([u'on  en  tirera  satisfera  ii  la  fois  aux  é(jiia- 
lions  [V). 

Supposons  niaintenant  (jue  le  iluide  soit  Iiomogènc,  en  sorte  que  la 
densité  A  soit  constante;  et  faisons-la,  pour  plus  de  simplicité,  égale  à 
runité. 

Supposons,  de  plus,  (jue  les  forces  accélérai rices  \,  Y,  Z  soient 
(elles  (|ne  la  ((uantité  X  d.v  -+-  V  i/y  4-  Z  r/r-  Sdit  une  dillereiitielle  coiii- 
pli-le.  Cette  condition  est  celle  <|ui  est  nécessaire  pour  (|ue  le  tluide 
puisse  être  eu  écjuilibre  par  ces  mêmes  l'orces,  comme  on  l'a  vu  dans 
l'article  19  de  la  Section  VII  de  la  I""  Partie.  Elle  a  d'ailleurs  toujours 
lieu  l(U'S(|ne  ces  fon-es  viennent  d'une  on  de  plusieurs  attractions  jii'o- 
portionnelles  ii  des  fonctions  (juelcoii(|ues  des  distances  aux  centres, 
ce  qui  est  h;  cas  de  la  nature,  puisqu'eii  nommant  les  attractions  P. 

O,  H,   ...  et  les  distances /j,  r/,  /• on  a,  en  général   (  I""  Paitie. 

Sect.  Y,  art.  7), 

\  d.t:    H  Y  dy  4-  Z  dz.  =  P  dp  -\-  O  ,/,/    !-  W  dr  +  .  .  .  . 


l-'aisant  donc 
et 
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A  =  i 

X  dx  -^  Y  dy  ^-/.(h  —  P  itp  ~  q  rlq  -^Wdr  —.  ..  —  dV, 

(''(]u;Uion  préct'ilonto  dcvieiidra 

Op         àp         âp         i)p 


■B'A 


(I^) 


r           i\-                 "P  "P  "P  ''P  \  I 

\ôl  '  d.r  '  Oy  0:  ' 

'dq  i)q  <)q  Oq\  , 

^dt  '    <).r  '  <)y  OzJ  ■ 


-      - 


Dr  ()r 


ôz 


pt  il  faudra  que  lo  second  menilire  do  relte  équation  soit  une  dillVicu- 
tii'ile  complète,  puisque  le  premier  eu  est  une.  Cette  équation  é(|ni- 
vaudra  aussi  aux  équations    F    de  Tarticle  10. 

Or.  en  considérant  la  dilïerentielle  de  ''  '[  '  '  ^  jirise  relativemeni 
à  .r,  V,  z,  il  n'est  pas  difiieile  de  voir  (ju'on  peut  donner  au  second 
membre  de  l'équation  dont  il  s'agit  celte  (orme 


(I ( p"- ^  q- ^  '■--)  __(hl  ,,..      'h 

■1  àt 

dp        ôr 


d.r  -  7^  d^ 


'^''   ,        i  <^P       <^'l  \        I  I    . 


()/ 


\dz        d.c) 


)q        .)r 


(rd.v-pdz)-^{^--^,  )(/■./ 


(/--  )  : 


et  Fou  voit  d'abord  (|ue  cette  quantité  sera  une  dilïerentielle  rom- 
plète,  toutes  les  fois  (|ue  p dv  ^  (/ dy  ~  rdz  le  sera  (dle-niéme;  car 
alors  sa  différentielle  pai-  i"i|)iiort  à  /.  savoir  ^j^' (/r  —  'j^  <ly  —  ^77  "'-'• 
le  sera  aussi,  et,  de  plu<.  les  conditions  connues  de  l'integraliilile 
donneront 


.lp_,)q_ 
dv         d.r 


dp  _  <h^ 
dz         d.i 


dz        dv 


D'oii  il  suit  (]u'on  pourra  satisfaire  ;i  l'é(|iiation  I,  par  la  >iiiiple 
;np[)Osition  (]ue  pd.v  -^  tj dv  ^  rd:  soit  une  différeiilielle  conqili'lc: 
't  le  calcul  du  niouvemenl  du  iluide  sera  [)ar  là  beaucoup  simpliiic 


■l'Xt 


MHC  WIOIE    \N  \F.VTIOrK 


Alai^.    (iiiimic   ce    n'csl    (|ii'tim'    sii|)[)o.>iti()ii    pai  lit'iilii'ii' ,    il    iiii|Kirlf 
irc\;iiiiiii('r,  iiViint  huit,  (l:ins  ([iicls  cas  «'lie  ])(miI  cl  iloil  avoir  lieu. 


ir>.   Soil,  ixiiir  alircucr. 


''  ^  ~ùz  "  Tr  ' 


il  ne  s'a^^ira  (|iic  de  iciiilrc  une  (lilTereiitielie  exacte  la  iiiiaiililé  (') 
'~fl  '  ^  ^  fh-  -H  ^  dz  -^  y.di  d.r  -  ,,  ,/y)  ^-  fi  (  /■  t/.r  —  p  dz  )  4-  y  (  /'  (I V  -  y  dz). 

V,n  rci^ardanl  /^  y,  /■coniinc  des  i'oiidioiis  de  /,  on  peut  su|i|)osei' 

/'  =  /''  +  /'"  '  +  P'"  ''  +  /'"<'  +  ..., 
'/ ^V'  +  V"' +  '/'"''  + '/"''■'  +  •  ••• 
/•  =  r'  -^  /■"  /  +  /■'"  l-  -+-  >■'''  /■'-!-..., 

les   (|naiilitcs  //,  p" ,  [)"\   ....  y',  y",  y  ,   ....   /',   /' .   /■   ,    ...  étant  des 
ionctious  <ie  ,r,  v,  ;  sans  /. 

Ces  vaicui-s  élaut  substituées  dans  les  trois  (|uautités  a,  ^i.  -•.  'dles 

Icvicndronl 

a  =  a' 4-  a"  /  +  c("'<-4-  a"' /'-!-.  .  . . 

,5  ^  G'  -t-  (3"  /  +  P'"  /=  4-  .3''' /^'  -t- . .  . , 

y  =  7'-^  y" '  +  ■/'"''  +  /' ''  +  •••• 

en  supposant 


,,        Or'         <)r' 


7)7  -  j,/  ' 

'lui  _  ''''■" 
*;r.       7h  ' 


Ainsi  la  (|uantitc 
'  !-'  d.r  +  '-îjd,y  +  ^'t';  +  x{qd.i—  pr/y)  H-  (^(r  d.r  —  p  dz)  -hy(rdy  —  f/dz) 


I  '  )  11  .st'iiiMc  (in'il  fiiiidiail  [)liilùl  :  il  l'.uil.  on  vorlii  do  rtviiialiini  (  1. 1,  (iiic  hi  i|iuiiililo 
uiviinlc  suit  niip  clilTorentiollo  o\aclo.  ( ./.  Bertrand.) 
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ilmiendi-a ,  après  ces  dilTércntes  substitutions,   et  en  ordonnant   les 
termes  par  rapport  aux  puissances  de  /, 

l>"  il  c  —  ij"  //y  -i-  r'  <,'z  T-  x'('/'  (f.r  — />''(>)  H-  .^  (''''/-'"  —  p'  'f'-)  ~^  •/'(/'' f/r  —  ./''/;  ) 

-i-  t[2{p"'  d.r  -4-  //'" dr  4-  /•■"  dz ) 

—  x'  {']" d.i-  —  p"dy)  -+-  3'  {r"d.v  —  p'dz)  4- y'  {r" dy  —  >i" dz) 
+  a"  (  «7'  c/.r  —  p'  dy  )  -l-  3"  (  /•'  d.r  —  p'  dz  )  -H  "/ "  (  '•'  '()'  —  '/'  dz  )  | 

-1-  t'-[3{p"''  d.r  ^  tf  dy  -+-  /"'  dz) 

-^  y.'  (  rfd.r  —  p"'dy  )  H-  3'  (  /■'"</,/•  —  p'dz  )-+-•/'(  /■"'<(>•  —  yV/c  ) 
-r  y."  {']"  dx  —  p'  ^ly)  +  p"  {r"d.r  —  p'dz)  -^  y"{r"dy  —  'f  dz) 
-H  y."'(  </'  rf./-  —  />'  rfr  )  -+-  S'"!  /■'  r/.r  —  />'  dz  )  -f-  y"(  /•'  f/v  —  'j'  dz)\ 


v{  comme  cette  quantité  doit  être  une  dilierentielle  exacte,  indépen- 
damment de  la  valeur  de  /,  il  faudra  que  les  quantités  qui  multiplieni 
chaque  puissance  de  /  soient,  chacune  en  particulier,  des  difTéren- 
lielles  exactes. 

Ola  posé,  supposons  que// c/.r  -f-  (f  dy  -h  r' dz  soit  une  diliei'cnlieilc 
exacte;  on  aura,  par  les  théorèmes  connus, 

ilp'  ')'/'  <)p'  ôr'  <)!/'  i)r' 

()y        ôr  dz        dr  dz        Oy  ' 


don( 


7  =o; 


donc  la  premii're  (|nantité  (jui  doit  être  une  diirérentielle  exacte  si 
réduira  h  p"  dv  ^r- f/"  dy -^  r"  dz;  et  l'on  aura,  [tar  consé(|nent.  re> 
équations  de  condition 


Alors  la  seconde  ([uantilé  (|ui  doit  être  une  dilï'érentielle  exacle 
ileviendra  -li p"' d.r  -\-  (/" dy  ^  r" dz)\  et  il  résultera  de  là  les  nouvelles 
équations 

s:''=o,  Jj^izzo,  -^'"^^o. 

De  sorte  que  la   troisième  quantité  qui  doit  être  une  diderenliellr 


i'.m  M  i:  c  \  M  o  i  !•:  v  n  a  l\  1 1  o  i  i:. 

l'Xîiclc  sci'ii  il //\/.r  4- iy'\/v  4- /'V/;);  d'où  l'on  lirci'a  paiciliciia'nt 
les  r(|iKilioiis 

cl  aiii>i  (le  siiilc.  Donc,  si  ji'  d.r  -\~  (j  (ly  -\-  r'  dz  est  iiiiç  diircrciilicllc 
(•N;uic,  il  l'ainli'a  (juc 

//  fl  I  -i-  ij"  dy  -h  /•"  r/r,      ]i"' d.r  -H  'f  ilv  -v-  r'" ilz,      //^  'A'  +  y"  (/r  -s-  r^'"' dz, 

soit'iil  aussi.  cIiacMiic  en  |iarlicnlicr,  des  dill'ci'cnliidlcs  cxaclcs.  Par' 
(•()ns{''([ncnt,  la  (pianlilt''  cnlicrc  /> //.r  -h  t/ i/.r  -r-  n/:  sei"i,  dans  ce  cas, 
nne  dillcrciilicllc  exacte,  le  tcni|is  /  élanl  sii|)pos(''  l'oi-t  petit. 

!7.  Il  s'ensnil  de  lii  (|nc,  si  la  (jnani  ilé /'(/.r  +  c/ cA  •  + /-f/;  est  une 
iliU'éi'enlielle  exacle  loi-S(|iie  /  =  o,  elle  devra  l'èlfe  aussi  l(irsi|ue  / 
aura  une  valeur  (|iiideon([ue  ;  donc,  en  i^cneral.  eoniine  l'oiagiint  des  / 
est  arliilraii'c.  el  iiu'oii  peut  preinlre  éi^aiemciit  /  positil'ou  négatif,  il 
s'ensuit  (|ue,  si  la  (|uanlité  pd.v  +  // dy  +  rdz  est  une  difrércntiolie 
exaiie  dans  nu  inslani  (|uelc(uique,  elle  devra  l'èlic  pour  tous  les 
autres  instants.  Par  cousé(|uent.  s'il  y  a  un  seul  instant  dans  le([uel 
idie  ne  soi!  pas  une  dilj'erentielle  exacte,  (die  ne  pourra  jamais  l'être 
|)i'ndanl  lotit  le  niouvenient;  car,  si  (die  r(dail  dans  un  autre  inslani 
(|U(dt()n(|ue,  elle  devrait  l'élic  aussi  dans  le  premier. 

iS.  |j)rs(|iie  le  mouvement  commence  du  repos,  on  a  alois /<  ^  o. 
fj  =  o,  /■=((,  lors(]iH'  /  ^  o  ;  donc  p  d.v  -H  y  dv  +  rdz  sera  inleL;ralde 
[tour  ce  nH)menl  et,  par  conseiineiil,  devra  ['(Hre  tt^injours  pendant 
!(Uite  la  (lnr(''e  du  mouvement. 

Mais  s'il  y  a  des  vitesses  imprimées  au  lluidc  au  commencement, 
loul  dépend  de  la  nature  de  ces  vitesses,  selon  (|u'elles  seront  telles 

que 

/)  d.r  -+-  (j  dy  -•■-  r  dz 

.Noit  um'  (|iiaiilile  integral)le  ou  non;  dans  le  premier  cas,  la  (juantilé 

/"/■'■ +  '/'('-''/-^ 
sera  toujouis  intégralile;  dans  le  second,  (die  ne  le  sera  jamais. 
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l.ursqiu'  les  vitesses  initiales  sont  produites  pai-  une  iiiipiilsioii  (|url- 
eonqiie  sur  la  siiriaee  du  lluide,  eoinnie  par  l'action  d'un  piston,  mi 
peut  démonti'er  i\ni'  [nir  -^  i/ dy  --  rdz  doit  être  inléi^riilile  d;in>  le 
premier  instant.  Car  il  faut  (|ue  les  vitesses /^  y,  /  (|ne  rlKupie  point 
du  fluide  reçoit  en  vertu  de  Fimpulsion  donnée  ii  hi  siirlare  soient 
telles  que.  si  l'on  détruisait  ces  vitesses  en  imprimant  en  même  temps 
à  chaque  point  du  fluide  des  vitesses  éiiales  et  en  sens  contraire,  lnule 
la  masse  du  fluide  demeurât  eu  repos  ou  en  é(|uilil)re.  Donc  il  faudra 
(|u'il  y  ait  é(|uililire  dans  cette  masse,  en  vertu  de  l'impulsion  appii- 
([uée  il  la  surface  et  des  vitesses  ou  forces  — [>,  —  <j.  —  /■,  appliquées 
à  chacun  des  points  de  son  intérieur:  par  conséi|uenl,  d'apri's  hi  loi 
i^énérale  de  i'é(|uilibre  (h's  fluides  j  1"=  Partie.  Sect.  \il.  art.  H):i,  les 
(juantités  j),  c/,  /-devront  être  telles  (pie  pdi-  ^  q  t/v  -h  /■(/:  soit  une 
dilTérentielle  exacte.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  même  ([uanlité  devra  tou- 
jours être  une  diflérentielle  exacte  (huis  chaque  instant  du  mouve- 
ment. 

lu.  On  pourrait  peiit-êlic  douter  s'il  y  a  (le>  mouvements  [lossihles 
dans  un  fluide,  pour  lesqu(ds  /)d.t-  -^  (/ dv  -^  rdz  ne  soit  pas  une  diflé- 
rentielle exacte. 

Pour  lever  ce  doute  par  un  exemple  ti'ès  simple,  il  u'v  a  (pi'ii  con>i- 
dérer  le  cas  où  l'on  aurait 


/'  -^--  A',T.  7  ■ 


i,' étant  une  constante  (|U(dconque.  Ou  voit  d'aliord  {\nv.  dans  c^-  cas. 
fxlr  +  c/f/v  -!-  rdz  ne  sera  pas  une  di(fercnti(dle  <ouqili'le.  puis(|n'elle 
devient  ,:,'ivc/.r  —  .cr/v),  (|ui  n'est  [)as  intégrahie:  ce|iciidaul  re(|ua- 
tion  ^L)  de  l'article  l.'}  sera  inlégrahie  d'elle-même,  car  on  aura 


'h. 


et  toutes  les  autres  difl'éreuces  parli(dles  de  p  et  y  seront  nulles:  d( 
sorte  que  l'équation  dont  il  s'agit 


cH.  —  (I\  —  —  •^■-[■l'il.v  -}-  )■</)■), 


XII. 


-i!»S  MI'CAMOIK    \N  VI.M'Iori-:. 

ildiil  riiilt'i^rali'  (liiiiMi' 

/.  =  \  --  ^  (,<•-  +  ,)■-)  -I    l'oiicl./, 

\;ilciii'  (jiii  salislci:i  donc  iiiix  Irois  (■(iiKilidiis  (F)  de  l";irliclc  10. 

A  l'('i;ar(l  de   r(''(|uali()ii  (G)  du  iiirnic  ai'liclc,  clli'  aura  lieu  aussi, 
|)nis(|iip  les  valeurs  supposées  doniienl 


dp  __  dq  __  '^'  _ 


Au  rcsic,  il  csl  \isilil('  (|ui'  ces  xaleurs  de  /i,  //.  r  représciileni  \v 
tiioiivcuM'iit  d'un  lluide  (|iii  loiiruc  aulour  de  l'axe  li\e  des  ('(Hudou- 
ui'es  ;,  avec  uue  \'i(esse  aUL;ulaire  conslaule  el  cigale  a  /,' ;  el  l'on  sail 
(jn'iin  pareil  uiouveuii'ul  peul  loiijours  avoir  lieu  dans  un  llnidc. 

On  peul  ciMicInre  de  la  (|ue,  dans  le  calcul  des  osci  Ilali(uis  di-  la  nu'r 
en  verlu  <le  l'allraclion  du  Soleil  el  de  la  Ijum',  imi  ne  peul  pas  sup- 
poser (pie  la  (|nanlile  />  (^/r  +  y /A' •+  /'r/r  soil  inléj^rahlc,  piiis(prellr 
ne  l'esl  pas  l<irs(pie  le  tliiiile  est  en  repos  par  l'apporl  ii  la  Terre,  el 
cpi'il  n'a  (|ne  le  niouvenieul  de  rotalitui  ipii   lui  esl  eoininuu  avec  (die. 

'iO.    Aprf's  avoii'  diierniine  les  cas  dans  les(|U(ds  on  esl  assure  (jUe 

la  (|naiilil(''  /^f/.r    ■    ij  dy  -v-  r  dz  doil   ('Ire   une  dillV'rentielle  conipli'Ic. 

voyons  eoiMUn'iil,  d'aprf'S  cette  eornlilion,  on   |)eul   r(''soudre  les  eipia- 

li(Misdii  inoii\(Mnenl  des  ilnides. 

Soil  donc 

/<  (■/./■  -+-  7  (ly  -t-  /•  dz  "  d'j, 

o  ('■lanl  iiiu'  rouclion  (|nideoii(|ue  de  .r,  y,  z  et  de  la  varialde  /.  Ia(|uelle 
est  reiiard(''e  coniine  c(nis(ante  dans  la  dillërenliidlc  d-j;  (Ui  aura  d(Uic 


ÔQ 


'I 


do 


'h- 

0:' 


.II-  '  '  "  ôy 

el,   sul)s(iluant   ces  valeurs  dans   r('(|ualiou    (L     de  I  arti(  le    I."),  (dl 
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uevieiuira 


dl  —  d\  =  +     -, — ; ^    ,—    ^r-V     +  -;-   "^ ; ^  V*   ^i — T     ''■' 

\()lô.f        ().r    ÛJ--  ûvà.iih-        à:  <)>■  i):.  I 

^  \()l  i)y    ■     J.r  ().r()y  "*"  JT-     <)y"-     ^  ()z  ,)y  ()z  I  '' 


^  (  j/  Je  ^  'iÙ-  <ir  <)z  '  nT  ih'àz.  ^  .)--    ,)-' 
loni  l"iatf''i;riil(',  n-liilivciiiciit  à  .r.  v.  r,  est  évidemment 


'/-% 


>  -  \ 


()/    '    2  V  t).r 


,)- 


On  pourrait  v  ajouter  une  l'oneliou  arbitraire  de  /.  puisijue  celle  va- 
riable est  regardéi'  dans  l'intéi;rali(m  eomnie  C(uislante:  mais  j'observe 
([ue  cette  foncliori  [leut  èti'c  censée  lenlermée  (hius  hi  vab'ur  ib'  -j  :  car. 
en  augmentant  o  d'une  fonction  (|ueb'onque  T  de  f,  b's  vab'iirs  (b'  />. 
//,  /•  demeurent  b's  mêmes  i|u'an|iaravant.  et  b'  second  mendire  (b' 
re(|uation  |)récé(b'nte  se  li'ouvei'a  augmenté  (b'  la  ('(Uiclion  —  •  (|ui  est 
arbitraii-e.  On  peut  d(Uic.  sans  déroger  ;i  la  généralité  de  celte  éi|ua- 
lion.  se  dispenser  d'y  ajouter  aucune  IVmction  arbitraire  de  /. 

On  aura  donc,  par  cette  é([uation. 


).  =  V 


valeur  (}ui  satisfera  ii  la  fois  aux  trois  é(|nations  (V]  de  l'arlicle  Kl:  et 
la  détermination  de  o  défiendra  de  l'équation  (G)  du  même  article, 
laquelle,  en  substituant  |lonr/^  y.  /•  leurs  valeurs  -j^,  ^-  -p^  devient 

Tjy-  "''  ,)r-  ^   <)z-   ^''" 

Ainsi  toute  la  dilticulté  ne  consistera  plus  (|ue  dans  rintegralion  de 
cette  dernière  é(jualion. 

21.    Il  y  a  encctre  un  cas  très  étendu,  ilans  le(|uel  la  (inantile 


;5oo  Mi:<:  wioi  i:  w  \lvtioi  i- 

iloil  rire  une  dillércutirllc  cxarlc  :  c'csl  crliii  où  l'on  siippusc  (|U('  les 
vitesses /i,  y,  /•  soieiil  (l'i'S  |>eliles  el  (]ii'(iii  iiéi^lii^e  les  (]u;mlilés  tri'S 
peliles  (lu  seroiid  oiilic  et  des  ordi'cs  .suivants.  Cr.w  il  est  visible  (|ue, 
dans  celte  liv]iiilli('se,  la  niênie  é(|nali(in  (I,)  se  rédnira  ;i 

d/  ,)/    ■         ()i 

(III  l'im  voit  (jiie,  '-^r/.f  +  '— dv  -t-  V  <l^  devant  (Hre  inté'n'aiile  r(dalive- 

'  lit  01     ■  <)i 

nient  il  .r,  r,  r,  la  i\\\\\\\{\{i^  jxlx  -{-  ij  ily  -r~  r  tlz  devra  r(''li'e  aussi.  On 
aura  ainsi  les  nuMiies  rcrniules  (jue  ilaiis  rarliele  [ir('e(''denl.  en  siippn- 
saiit  c  une  loiielion  Iri'S  petite  et  iK'i^li^eaiit  les  secondes  dimensions 
de  -^  et  (le  ses  dillércntielles. 

On  pourra  de  pins,  dans  ce  cas,  d(''teriniuer  les  valeiiis  mêmes  de  r, 
y,  z  pour  un  teni|is  (|uelcon(ine,  car  il  n'v  aura  pour  cida  (|u'à  int(''- 
i;rer  les  (''(|iiatioiis  (art.  '.)) 

dans  lesi|iielles,  puis(|ne  />,  y,  /■  sont  IrJ's  petites  et  ([ne,  [lar  const'- 
(|iieiit,  il.r.  (ly,  ilz  sont  aussi  très  petites  du  iiK'iue  ordre  vis-;i-vis  de  dl. 
(Ui  pourra  rei;arder  .r,  )•,  ;  comuK^  ciinstautes  |)ar  ra[i|iort  ii  /.  De  sorte 
(|u'cu  liailanl  /  seul  comme  variable  dans  les  l'onctions /^  y,  /•,  et  ajon- 
lant  les  constantes  (/,  //,  r,  lui  aui'a  snr-le-idiamp 

.r  —  ,i+    1/"//.  y  —  />+    !'/'/'•  --  =  (•+    I  rr/t. 

Donc  l'aisant.  pour  ahri'ii'er, 

el  (  liaiiiicant  dans  <1>  les  varialdes  .r,  y,  z  en  r/.  A,  r,  on  aura  simple- 
ment 


}«!)  ,     ()a> 


,)h 


oïl  la  l'oiulion  <!'  devra  ('tre  prise  de  nianii're  (|u'elle  soit  nulle  hjrsque 
/  =  o,  atiii  (jne  <i,  l>.  c  soient  les  valeni's  initiales  de  .r,  v,  z. 

Ce  cas  a  lieu  dans  la   tluMirie  des  on(l(^s  et  dans  tontes  les  petites 
oscillations. 
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22.  En  général,  lorsque  la  masse  du  tUiiilc  est  telle  (|ue  l'une  de  ses 
dimensions  soit  considérablement  plus  petite  que  cliacune  des  deux 
autres,  en  sorte  (|n'on  puisse  regarder,  par  exemple,  les  coordonnées  - 
(■()mme  très  petites  vis-à-vis  de  a-  et  v,  celte  circonstance  servira  dans 
tous  les  cas  ;i  faciliter  la  résolution  des  équations  générales. 

('ar  il  est  clair  (|u'on  pourrait  donner  alors  aux  inconnues  j),  c/.  /•.  A 

la  t'iM-nie  suivante 

/)  —  p'-  i>  :-  p"z'^..., 

']  =7'— '/■;-'/ ■;-^..., 


dans  lesquelles  [>' ,  p y',  y /•',  /' A  ,  A",  ...  sciaient  des 

l'onctions  de  .r,  v,  /  sans  r;  de  sorte  (pfen  faisant  ces  sul)slitution>  un 
aurait  des  é(]uations  en  séries,  lesquelles  ne  contiendraient  (jue  des 
dillérences  pai'tielles  relatives  à  r,  v,  /. 

Pour  donner  lii-dessus  un  essai  de  calcul,  >up[Mi>(iii>  de  nouveau 
(ju'il  ne  s'agisse  que  d'un  iluide  homogène,  où  A  =  i ,  et  commençons 
|iar  substituer  les  valeurs  précédentes  dans  re(|uation  (i  de  l'ai- 
ticle  10;  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  ;,  on  auia 


■dif 


<).,' 


De  sorte  que,  comme  p  . p y  ,  y  ,  ...  ne  doivent  point  contenir 

on  aura  ces  équations  particulières 

ùr         dy 

'V  _^0<L^. ,,■■■■  =  0 

dp'  ilf  ,      ,v 

à.r  <)/ 


pai-  les(juelles  on  déterminera  d'aboid  les  quantités  /•' ,  /•  ,  /•".  ...:  et 


:Wi  MKCWIOll':   AN  A  LVTIO  IK. 

les  iiiilics  ([iiaiililcs  r  . /)' . /' '/•'/•  •■■  «It'Hii'iirt'i'onl  l'iiroïc  indé- 

li'iiiiiiK'cs. 

Hii  (l'ia  les  iiu'iiies  siihslitiitions  dans  ré(iiiation  (L)  de  rai'liclc  15. 
Ia(|iicllc  t''(|iiivaiit  aii\  li'()is(''(|  lia  lions  (  K)  de  l'art  iclo  10,  el  il  est  aisé  de 
voir  (|ir('ll('  se  lédiiira  ii  la  rorinc  suivante 

r/l  ~rl\  T~y.  fl.r  -+-  ,5  riv  4-  y  riz  -^  z{y.'d.r  -~  ^'i/y  —  ■/ f/z  } 
-  ;-(  y."(/.r  —  [^"'{y  —  -/"'/:  )—..., 

fil  l'aisaiit,  |iour  ahrégoi', 

''/''         ,  <)/''    ,      .  ''/''         ,    .. 

^      à'i'        ,  '>/'        ,  <)q'        ,   . 

<)r'  ,  ôr'  ,  i)r'  ,    „ 


ôl      ■    '     ,h 


ÔY 


=<  =  ^  +  /'  :>-  -- /'  TT  +  '/  -tt:  +  '/  7,::  ^^  '-'  P  "^  ''  /' 


ât 


,).<■        '    /h 


,,       ')'/"  ,')'/"  „()'l'  ,  t)q"  „<)'l'  ,    „ 


ôt         •     ôx 


y 


1)1 


..  ()>■• 


()y         '    ÔY 
.  <h-' 


-f'  ÔJ--^l'  ,77^'/  lu-"'''  ,h 


'.!■/■     -(-  /•    /■    , 


et  ainsi  (le  snitc. 

Donc.  |)oui'  (pic  le  second  menilire  de  celle  é(|iiation  soil   intci^ialdc, 
il  l'aiidra  (|iic  les  ([iianlilés 

y.d.f-h^:></Y,      ■/ (Iz  —  zi  y.' d.r  ^  ?j' dy),     y' z  dz -^  z-{y."  il.c  —  'j"  dy), 

soient  (diaciiiie  intégrahles  en  |iai'liciilier. 

Si  donc  on  dénoie  pai'  <o  une  (onction  de  .r.  v.  /  sans  ;.  on  aura  ces 
conditions 


dr 


,)y 


àl  r.,^    <)■/ 

,)r 


■).    ÙY 


Alors  l'équation  inteiii'éo  donnera 
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et  il  ne  s'attira  (]ue  de  satisfaire  aux  eonditions   |iréeé(leiiles   par  le 

moyen  des  fonctions  indétci'minées  w,  r\  p  ,  p y  .  </ 

Le  calcul  deviendrait  plus  facile  encore  si  les  deux  varialiles  a-  et  r 
étaient  très  petites  en  même  temps  vis-à-vis  de  r,  cai'  on  pouirail  su|i- 
poser  alors 


p—p^py-^p  --^p  y-^p  y--^- 

'I  =  '/'+  'l'y  —  7  " -'  ^  7'\r- ^  '/\r;  -T- . 

/•  :=  /-'-T-  /"j'  -r-  /■'"  •:  -i-  /''^J" —  1'^  y'-  -^  ■ 


les  quantités//,//' fj' ,  <f'\  ....  /"',  /■  .  ...  étant  de  simples  fonction? 


Faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  i^G)  et  égalant  séparémenl 
à  zéro  les  fermes  aliéctés  de  v.  ;  et  de  leurs  produits,  on  aurait 


,)p 


■l'I 


Ensuite  ré([uation     \.    deviendrait  de  la  forme 

c//.  —  '/\"  =  X  d.v  -^.-  3  </»•  -r-  y  <f:  -^  )  (  y.' d i  —  5'</)  —  ■/ 
-+-  z(x"</j:  -+-  P'dy  -=-  -/"(/cl  — .  .  ., 
en  supposant 


:/--! 


I      ,1 


ôl 


'I  P  -^  '■  /' 


?  =  ^  -^  /'  :n:  -  7  '/  -  '■  7 


y  = 


<)i-'  ,  Or' 


p  7)7  +  '/  '■  -^  '• 


-—         -■  /'  4--/'  -yv-'^'IP    -^'1 1>  -r  p"  -  ij, 


et  l'on  aurait  pour  l'intégraliilité  de  celte  é(|ualioii  les  i-(inditions 

'■'■'"lu'      "'j:.' 

moyennant  (juoi  elle  donnerait 

/.  =  V  —   /  a  d.r  +  jS  )'  —  y  ;  4-  ... . 


■M)',  M  I-:  ( ;  A  M  0  1  E   \  N  \  I. V  r  l  O  U  K. 

i-jilin  011  |)i)uri"i  aussi  (|iicl(]ii('lois  siiiipliticr  le  cnlcul  \v,\v  le  iikivcii 
lies  siilistilnlioiis,  en  iiihodnisaiil  it  la  place  des  coocdoiiiiccs  .r,  v,  : 
(raiid-fs  vai'ialilcs  ;,  r^.  Z,  l('S(|iiclli's  soient  des  loiiclioiis  données  de 
(•elles-l;i  ;  el  si,  |)ar  la  nature  de  la  (jnestion,  la  varialde  Z.  par  e\etn|de. 
on  les  deux  \arialiles  r,  et  'Ç  sont  Iri'S  petites  vis-a-vis  de  :.  on  poniia 
ein|)lover  des  icdiu'tions  analoi;nes  à  eidles  (|ne  nous  ven(nis  d'ex- 
poser. 

s?  H.  —  f)it  imHivi'inciit  (les  /lu I (les  prsd/its  ('/  liamo^nics  dans  dis  ntscs 
DU  ((iniiiiv  (II-  l'itnu;'  (jucIcoikjuc. 

ï.\.  i'onr  inonti'er  l'nsai;!'  des  principes  et  des  forninles  (|ne  nous 
venons  de  d(niner.  nous  allons  les  appli(]ner  aux  il u ides  (|ui  se  inen\ent 
dans  des  vases  ou  des  canaux  de  figure  donnée. 

Nous  supposerons  (jue  le  fluide  soit  homogène  et  pesant,  et  (|u'il 
parte  (In  ri'pos  ou  (jn'il  soit  mis  en  mouvement  par  l'inipulsion  d"un 
piston  appliijué  ii  sa  surface;  ainsi  les  vitesses/;,  y,  /•  de  chaque  parti- 
cule devi'onl  être  t(dles,  ([ue  la  ([uanlilé />r/.r  ^- y  r/r  — /v/;  soif  inté- 
grahle(art.  I(S);  par  consé(|uenl ,  on  pourra  employer  les  lormules  de 
l'aiticle  20. 

Soit  donc  o  (')  une  loncli(Ui  de  .r,  v,  ;  et  /  déterminée  par  ré(|ua- 
lion 

on  aura  d'ahord,  pour  les  vitesses  do  chaque  particule  suivant  les  direc- 
tions des  coordonnées  .r,  V,  ::.  ces  expressions 

ûo  âo  (}'J 

^^TH-'       'i^ty'       '■"^" 
lùisuile  on  aura 

(  '  )  11  HP  liiiil  piis  ci-diri'  ([uc  Iciilc  inlrL'i'ali'  de  celle  (''iiiuilioii  fournisse  lii  soliilion  ilii 
|irnlil(Miie  :  la  lin  du  |«ii:iL'r,i|p|ie  nmiilre.  ;iu  eimlr.iire.  que  l,i  lonetiini  o  esl  assujollie  à 
ilaulies  ciuidiliiins.  ( ./.   ncrlrruid.) 
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(|iiaiUité  qui  devra  ("'[l'C  mille  à  la  surface  extérieure  libre  du  lluide 
(art.  2). 

Quant  à  la  valeur  de  \  .  (|ui  dépeud  des  forces  accélératrices  du  lluide 
(art.  15),  si  l'on  (■xjirinie  par  i,-  la  force  accélératrice  de  la  i^ravité.  et 
qu'on  nomme  H,  r^,  'Ç  les  angles  ([ue  les  axes  des  coordonnées  r,  y.  ; 
font  avec  la  verticale  menée  du  point  d'intersection  de  ces  axes  et 
diriijée  de  haut  eu  has.  (ui  aura 

X=  —  ,A'COS;'.  \——irco^r,.         Z  =— AM-os^; 

je  donne  le  signe  —  aux  valeurs  des  forces  X,  Y,  Z.  parce  (jue  ces 
forces  sont  supposées  tendre  ii  diminuer  les  coordonnées. r,  v.  z.  Donc, 
puisque 

on  aura,  en  intégrant, 

^"  =  —  ,i'.r  COS;  —  i'  r  cosr,  —  s;  z  cosT. 

24.  Soit  maintenant  :  =  7..  ou  ;  —  a  =  o.  ré(]uatiou  d'une  des 
parois  du  canal,  x  étant  une  fonction  donnée  de  a-,  v  sans  -  ni  /.  Pour 
que  les  mêmes  particules  du  lluide  soient  toujours  eoiitigues  ;i  cctti' 
paroi,  il  fauili'a  remplir  l'éipialinn  I  de  l'ai'ticle  12,  en  y  supposant 
A  =  c  —  y..  Ou  aura  donc 

àz        <}.r  i)v        ()y  Ov 

équation  à  laquelle  devra  satisf'airi'  la  valeur  :  =  y..  (]lia(|iie  paroi  foui- 
nira  aussi  une  équation  semi)lalde. 

De  même,  puis(|ue  A  -=  o  est  ré(|uation  de  la  surface  extérieure  du 
fluide,  pour  que  les  mêmes  particules  soient  constamment  sur  celle 
surface,  on  aura  ré(|iiation 

àt         ô.r  à'         (h    J\     '    <)z.   ()z  ^    ' 

laquelle  devra  avoir  lieu  et  donner,  par  consé(|uent,  um'  même  valeur 
de  ;  ((lie  ré(|uatioii  A  --  o.  .Mais  cette  é([u:iliou  ne  si-ra  jjIus  nécessaire 
dés  (|ue  la  condition  donl  il  s'agit  cessera  d'avoir  lieu. 

Xll.  3;) 


30(î  Al  i:  (  ;  \  N  !  (  M  V.    \  \\\A  T 1  Q  L  K. 

■2').  (Ici;!  |iosr,  il  fiitil  ((iiimiciictT  |);ir  (Irtcrmincr  la  foncliiui  z..  Or. 
r('i|iiali<in  irni'i  l'Ile  (l('|)riiil  n'élaiil  inléi^ialili',  en  liénéral,  |iar  auciiiif 
iiK'llioilc  coiiiiiii',  iKiiis  sii|)|)oscii>iis  (|in'  l'uni'  des  dirueiisioiis  de  la 
masse  lluide  suil  lort  petite  vis-;i-vis  des  deux  autres,  en  sorte  ijne  les 
cooi'doiinées  :,  par  exemple,  snieiil  tri's  petites  relativement  ii  .r  et  y. 
Par  le  miiven  de  eelle  sn|)posi(ion,  ou  pourra  ri'|trésenter  la  valeur 
de  o  par  une  sei'ie  de  eelle  l'orme 


=  »■  4-  -O    +  Z-O    -r-  ■ 


OÙ  z>'.  o' ,  ç,  ",  . ..  seront  des  lonetions  de  .f,  v,  /  sans  ;. 

Faisant   doue   eette  snhstiliiliou   dans  réi|uatiou    préeédente,    elle 
deviendra 


(P-y     ,)-o' 


2? 


2.3o 


De  sorle  (|u"eu  égalant  séparémeni  ii  zéro  les  termes  alVeetés  des  dil- 
férentes  |iuissauees  de  ;,  on  aura 

iv 1       fp'y"  I       <Po" 

,.   I        ()-o"'  T        J-O"   I  ()*'-/'  1  l)'"j'  I  l)"j' 

3.4    ô.i'-        3.4    ày-         2.3.4  <^''        3-4  à.i-()y'-        '2.3.4   <^.y' 


Ainsi  l'expression  de  0  deviendi'a 


d'o'     ,     (TV 


2.3.4  \  '■'■'"  '  <?•'■'■  <.^.''"  (^.k'  /  '  '  ' 


dans  laquelle  les  fonctions  s'  el  z,"  sont  indéterminées,  ee  qui  fait  voir 
que  cette  e.xpression  est  l'inléiirale  complète  de  récjualion  proposée. 
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:îU7 


Ayant  trouvé  l\'\|)r('ssi(Hi  do  9,  011  ;iura  par  la  dillÏTentialion  «elles 
(le  p,  (/.  r,  coiiime  il  suil  : 


â-.        <)-J         (>-.'■ 


ôx  '^  ,1j 


ôx 


dx'  "^  <)x,)vy     3.3  V<).r^  ^  àxdry 


iVo 


■?.:i\ilx-ôy        <h-' J 


'h. 


,)x'     ■     ()y- )         -i  \^lr-  âx- 


•2 . 3  l  ,). 


(ï'o'  à- 

i-  2  ■ 


2  . 3  \  âx-        "  <)x-  àv-        ôy'  J    ' 

Et  siilistitiiant  ces  valeurs  dans  rexpi^ssion  de   A  de  l'article   23. 
elle  deviendra  de  cette  Ibi'ine 

dans  hniuelle 

'    ~       ^  "         <}/     '     dr    J.r     '     ôy    <h-         "'   Vrir-   "^   <?>'-/ 

''   ~~  ■lyôtOx-    '    r)/(h''-/^  2 'v()xj        -jarldr*    '    <)xOy\'     ~-'.\<)y) 

^j   "2'"^   V  J,r-^     '     ()r^   /' 


I   âj   I   (P'j'  ()'o'\        I  /(Po'        â-o'X'        I     „( à'-'j"        ()■■, 


et  ainsi  de  suite. 


2(i.  Maintenant,  si  ;  =  a  est  ré(|uation  des  parois,  a  étant  une  l'onc- 
tion fort  petite  de  x  et  y  sans  z,  l'équation  de  condition  pour  (|ue  les 
mêmes  particules  soient  toujours  eontiguës  à  ces  parois  (art.  24; 
deviendra,  par  les  sulislilutions  |)récédentes. 

°  ~  '^   ~  lÙ  ôx  ~  'ty  7h~  '\  ôx'        7h^    '    Ih-   ôr 


ôy   ôy 


'~  i  ''yôi^  ^  Ih^  ^\ôx^'^'  ôx  ôyy  ôx        [ôx-  ôy    '     ôy'  I  ô^ 


.{OS  M  !■:  (  ;  A  \  I  ^)  i  "  i:  a  n  \  l v t  i  q  r  e. 

I;i(|ii('ll(',   (l('v:inl   avoir   lifii    Ioisciu'dii   l'ail   :  =  a,   se  réduira  à  celte 
loriiie  jiliis  siiii|ile 

el    il    laiidra   i|iii'   eetle   {■■(|iiali()n    soi!    vr'aie   dans   linile    l'élendiie   des 
pai'ois  données. 


27.    lùifui  ré(|ualion  de  la  sni'iaee  exléi'ienie  e|  lihrr  du  tliiide.  ('lant 
A  =  o,  sera  de  la  l'orme 

l'  -H  zl"  ^  Z-l'"  4-  ;■'"/."■+  .  .  .  -:  (i; 

el  ré(|nalion  de  eondilion  pour  (|in'  les  mêmes  parlieules  deiiieiii'eut 
il  la  siirCaee  i  art.  2i  )  sera 

')/.'  _  <J-j'  r^Â'         ()o'  ()'/.'  „.  , 

7>7  ^  r/7  (17   ^  'Or  OV  ~^''  '' 

_  _J  c)>r        ^  ()"/."        à 'Y    ()'/■'        Oo'  ()'/."        d-y  0'/.' 
I    ()/  (A/-    t).r         ().!■    dr     '     dy    Ov         ()y    ây 

777^  ^  7lr<)yy  (U-  "  Z.  \ôy^'  ^  7)7^  '  777 

(Ï--J  ()-o'\.„  I   1  ()-0'  {}-(j"\. 

777V^^)'    -7(777^-  -J^)'-'^' 


('hassani   r  de  ees  Aciw  i''(|nations,  on  en  aura   une   (jiii   devra  su!) 
sister  d'(dle-nH''iue  pour  Ions  les  points  de  la  surface  extérieure. 
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ApphcaUon  (le  ces  formules  an  rnotncjneiil  d  tut  fltiitlf  (jui  cotiU- 
tlitiis  tut  rase  étroil  cl  presque  verlteal. 

28.  Iiiiagiiioiis  iiiaiiiteniint  (|ik'  U'  fluide  roule  ilaiis  un  vase  élioit 
el  à  peu  près  vei'tieal,  et  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  (|ue 
les  abscisses  .r  soient  verticales  et  dirii;ées  de  haut  en  has;  on  aura 
(art.  23) 

;  =  o,  r,  =  90",  :  =  ycy  : 

donc 

cos  ;  ^  I .         cos  r,  ^  o.         ces  J  ^  <». 

Sup|)Osons  de  plus,  pour  simplilier  la  (juestion  autant  i|u"il  est  pos- 
sible, (|ue  le  \ase  soit  plan,  en  sorte  (|ue,  des  deux  ordonnées  v  et  r, 
les  preniit'res  1-  soient  nulles,  et  les  secondes  ;  soient  l'oit  petites. 

Enfin,  soient  ;  =  a  et  =  =  ^  les  équations  des  deux  parois  du  vase. 
y.  et  |î  étant  des  l'onctions  de  ,r  connues  et  fort  petites.  On  aui'a,  rela- 
tivement à  ces  parois,  les  deux  é(iuations  (art.  2(i  i 

0    (     t)'j'  \         1     ù    I    .,  d'J  \ 

les(|uelles  serviront  à  déterminer  les  fonctions  ç.'  el  o'. 

Nous  regarderons  les  (|uantités  s,  x,  !i  coninie  tri's  peliles  ilu  [ire- 
mier  ordre,  et  nous  négligerons,  du  moins  dans  la  premii'rc  apfiroxi- 
mation.  les  quantités  du  second  ordre  et  des  ordres  :^uivants.  Ainsi  les 
deux  équations  précédentes  se  réduiront  à  celles-ci 

Ies(|iielles,  étant  retranchées  l'une  de  l'autre,  donnent 


■MO  AIECAMOIII-:   ANALYTIOUE. 

(''(|iiati(rii  (Idiil  riiilri;r;il('  csl 

0  étant  uiH-  luncdoii  ;iil)iliaii('  de  /,   laquelle  doit  (Mi-e  tii'S  petite  du 
premiec  (U'dre. 

Or  il  est  visilile  ([lie  a  —  [U  est  la   largeur  lioi'i/.nnlale  du  vase,  ([iie 
iimis  re|iréseii(ei'(ins  par  y.  Ainsi  on  aura 

Tu--/ 

et.  inléiifant  de  lunivean  pai'  rapj)()rt  à  .r, 

en  désignant  par  f'  une  nonvclle  Coru'tion  ari)itraire  de  /. 
Si  l'on  ajoute  ensemble  les  mômes  éi|uations  et  qu'on  tasse 


a  -+-  p 


on  en  tirera 


,)  l    Ù-J 


â.r  y  <i>- 


ou.  en  sulisliliiaiil  la  valeur  d(!  --^> 


c)    fi. 


■     -      â.r\y 

IVoii  l'iui  voit  (|ne.  puisque  Y-   'J-'  0  sou!  des  ([uantités  Iri's  petites  dn 
premier  ordre,  o"  sera  aussi  tiès  petite  du  même  ordre. 

Doue,  en  iiéi;Tii;'eant  toujoni's  les  (|uanlilés  du  second  ordre,  on  aura, 
par  les  l'orimiles  de  l'article  "2."),  la  vitesse  veiticale 


d'.v  "y' 


la  vitesse  hori/.onl; 


'■^         ''  â.r'   "  '  <lr  \y)        "  ,).r  [y  )  ~~  y  \  ô.v  '^       y     '   ')■'  )' 
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Ensuite,  à  cause  de  cos'w  =  o,  la  (juanlité  A"  seia  aussi  tri-s  pcliu; 
(lu  preniiei-  ordre.  Par  (•i)us(''(|uen(,  la  valeur  de  A  se  réduira  (art.  2,'))  à 


'11  C'in  -11    IL 


Cette  valeur,  égalée  à  zéro,  donnera  la  figuie  de  la  surface  du  tluidc; 
et  comme  elle  ne  l'enferme  point  l'ordonnée  :■,  mais  seulement  l'al)- 
scisse  .r  et  le  temps  /,  il  s'ensuit  ([ue  la  surface  du  lluide  devia  être  à 
chaque  instant  plane  el  horizontale. 

Enlin  l'écjuation  de  condition  |)our  que  les  mêmes  particules  soient 
toujours  à  la  surface  se  réduira,  |iar  la  même  raison,  à  celle-ci  (art.  27  i 

()'/.'       O-y  dV  _ 
'Ô7  "  '(ïv   ds  ~  °' 

savoir 

01       0  <)l 

1 —  —  o. 

Of        7  à.J- 

la(|uelle  ne  contient  pas  non  plus  ;,  mais  seulement  j-  et  /. 

29.  Pour  distinguer  les  (|uantités  (|ui  se  rapportent  à  la  surface 
supérieure  du  iluide  de  celles  ([iii  se  rapporleni  à  la  surface  infé- 
rieure, nous  marciuerons  les  premii'res  pai'  un  ti'ait  et  les  secondes 
par  deux  traits.  Ainsi  .r',  y\  ■  •  •  seront  l'aiiscisse.  la  largeur  du 
vase,  ...  pour  la  sui'face  supéi-ieure;  .r",  y",  ...  scidiit  de  même 
l'abscisse,  la  largeur  du  vase,  ...  à  la  surface  inférieuie. 

Donc  aussi  X',  A"  dénoteront  dans  la  suite  les  valeurs  de  A  pour  les 
deux  surfaces;  de  sorte  (|ue  {'(Ui  aura,  pour  la  surface  su[)érieure, 
l'équalion 

■'—    „.  '    ^^'^  r^''    H ^  ^'  — 

'  ~~  ~'''^  ~~  T/ï  J  ~/~  ~~  </i  ~  I/^-  ~ °' 
et,  pour  la  surface  inférieuie,  rê((uation  semhlahle 

•  ■'—  _  „    "      '11  f'l!l  __  ^  _^  JL  —  ,, 
'■  --.A''^  -i- ^  J    y'   ~~dï       2Y'-~"' 


:?l-2 


l'jitin 


M  K  (  ;  A  N 1 Q  l  i:  A  N  \  LV  1  l(,)  l  I-:. 

or      0  ()y_  _ 

<)/  ^*"  ■/  rï?  ~  " 


sera  r(''(|iia(ioii  de  (•(imlirMtn  |i(iiir  (]ii('  les  iiirincs  |);iil  iciilcs  (|iii  sont 
une  lois  ii  la  suflacc  sii]»(''i-i('iii'c  y  rcsiciil  ((uijdiirs,  cl 

dl"       0    ôl" 

sera  rr(|iia(i()ii  de  coiiditidii  pour  (|ii('  la  siiifaïc  iiifrriciiic  (  oiiliciim' 
loiijoiirs  les  iiH'iiics  |)arlieulcs  du  lliiidc. 

('■(da  |H>s('',  il  l'aiil  disliiii^nicr  «iiialrc  cas  dans  la  iiiaiiii'rc  dnnl  un 
iliiidc  pcul  couler  dans  tiii  vase;  el  i  liacun  de  ces  cas  dcniande  une 
soluliou  parlieulii're. 


;{().  I.e  pi'ernier  cas  est  celui  où  une  (]uanlilé  dounéc  de  fluide  conii" 
dans  un  vase  iiidétini.  Dans  ce  cas,  il  est  visible  (|ue  l'nue  el  raiilre 
surface  doit  loui(Uirs  c(Uiteuir  les  mêmes  particules,  et  qu'ainsi  on 
aui'a  pour  ces  deux  surfaces  les  éi|ualions 


■t,  de  plus. 


1' —  o,  /.'=;o 


dV        0    ()}' 
àt         y'   d,v' 


(piatre  équations  (|ui  sei'virnnt  ;i  déteiiniuer  les  varialdes    r  .  .r  .   0. 
.r  en  /. 

l/e(|uation  A' ==  o,  étant  dilferentiee.  donne 


donc 


<n:  ,  ,     (Tt:  , 

-r—,  d.T  H 7-  cil  =  o; 

ôj:  1)1 


dr  __  àr  cir^^ 

Ôt   "        d.r'    dt  ' 
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subslitiiant  celte  valeur  tlaris  ré(]iKUioii 
(Ta'       0   dl' 


313 


ùt    ■   ■/  O.i 


=^  o, 


à'/.' 


et  divisant  par    ,-  ■  on  aura 
'       ti.i- 


cil    ~~  ■/' 


On  trouvera  (!e  niêiue,  en  cornliinnnt  ré(|uati(in  a'  =  o  avee  l'é(]iia- 
lion 

'dl  "       à.r      dl  ' 

eelle-ei 

d.i-  _  5 
d,   -/■ 

Donc  on  aura 

'jdl  —  ■/'  d.v'  =  ■/"  d.v" , 
l'Huations  sé{)arées:  par  eoiisé(iuent,  on  aura,  en  inléi^iant, 

./■•/'/■'■■--./■•/'/■'■'  =  '". 

m  étant  une  eonslaiite,  laquelle  (exprime  evideininent  la  ([iianlili' 
donnée  du  fluide  qui  coule  dans  le  vase.  Celle  équation  dniineia  ainsi 
la  valeur  do  x"  en  x  . 

Mainlenanl,  >i    l'on    snhslitiie.   dans  requali(ni    /.' =  o.   pour  dl  sa 

valeur  '—'-i^--  elle  devient 

7 

'idf)      rd.r'  Od-:: 


^•'   "'  Y  d.,    j     ■/  ■/'  dx'    '    1/ 


-  o> 


laqutdle.  étant  multipliée  par  — ';  dx' ,  donne  celle-ci 

rd.r     ,  ..      vd.r 


'x'd.t 


■1  X  ax  —  7  rtV   /    — -, 1/  </.T ;—  =  o, 

'  .'     7  "7 

(lu'on  voit  élre  intéirrable  et  dont  rintéi^M'ale  sera 

r-  r,i, 

^Jyx,lx'^- 
\li 


/V.,-...-|/f -/.-/. 


con>l. 


:\\\  MLC  VNKJl  i:   AN  M.Y  1  loi  K. 

On  lroiiv(M"i  lie  la  iiiriiic  iiianiiTc,  cil  siil)-,litiianl  ■  ,  à  la  place 
(le  (Il  dans  rci|iialion  /.'  ocl  iiiiilli|iliaiil  [lar  —  •■" iLv' ,  une  non- 
vcllc  c(|nali()n  inlci;ialjlc,  cl  ilonl  rinlci;raic  sera 

l-,lr' 


.//.^■-ï,/ ,:-,/-'- 


insl. 


iieirancliani  ces  deux  ('(inalions  l'une  de  l'aiilrc,  pour  en  éliminer 
le  Icrnie    /  Or/.r,  (HI  aiiiM  celle-ci 

dans  la(|indle   les  ([uanlilés    /  -;'  .t"  d.v   —  j  Y'.r'r/.r'  el    ^  '—:, j  —- 

exprinieni  les  intc-iales  de  '^.vil.v  el  de  — - .  prises  depuis  .r  =  .r'jus- 
(|u'à  .V  =.  .v",  el  où  L  esl  une  coiislanle. 

Celle  c(pu\liou  donnera  donc  0  en  r',  [luisipie  -v"  est  ilcjii  connue 
vn  .(■'  par-  ré(|ualion  Irouvec  plus  lianl.  Ayaul  ainsi  0  en  r  ,  on  li'ou- 
vera  aussi  /  en  .(',  par  rc(iual:on  dl  =  ^^-7^'  dont  l'inlcgrale  est 


Il  elant  une  cinislaule  afhil  l'ai  l'c. 

A  l'e^ard  des  deux  conslanlcs  L  el  11.  on  les  deteriuiuera  par  l'elal 
initial  du  ilnidi'.  Car,  lors(|Uc  /  -=  o,  la  valeur  de  .r  sera  d(Uiuee  par  la 
position  initiale  du  lluiilc  dans  le  vase;  et  si  l'on  suppose  (]ue  li's 
vitesses  iuiliales  du  lliiide  soient  nulles,  il  faiulra  (jue  l'on  ail  0  =^  o, 
lorsque  / -- o.  pour  (jUc  les  expressions /^  r/,  /■  art.  2S  ;  deviennent, 
nulles.  Mais  si  le  lluide  avait  ete  mis  d'ahord  i}n  mouvenu'iil  par  des 
impulsiiuis  (|U(dcompies,  alors  les  valeurs  de  A'  el  A"  seraient  données 
lors(|ue  /  -  I),  puis(pie  la  (pninlilé  A  ra|tporlée  ;i  la  suri'ace  du  lluide 
ex|)rime  la  pression  (|ue  le  llui<le  y  cxei'ce,  el  (jui  doit  élre  coutre- 
halaucee  par  la  ju'cssiou  extérieure  (arl.  2^.  Or  on  a  ;  art.  21)) 


..,-,,  ..        .         '>0 ,    r  (h"        /■'/■'■' \       ^- 


V/'-       7 
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ilonc',  pn  faisant  /  =  n,  on  ani'a  nne  ('-([nalion  qui  servira  ;i  (Irtcnnincr 
la  valeur  initiale  de  0. 

Ainsi  le  pinMt'ine  est  résolu,  et  le  mouvemoiit  du  lluide  est  entièic- 
lueul  déterminé. 

."îl.  Le  second  cas  a  lieu  lors(|ne  le  vase  est  d'une  louLiueur  déter- 
minée et  que  le  tluide  s'eeoule  pai'  le  fond  du  vase.  Dans  ec  cas,  (ui 
aura,  comme  dans  le  cas  précédent,  jioui'  la  surface  supérieure,  les 
deux  équations 

■  ~    "  à/     '    ■/'  dr'  ~  '  ' 

mais,  pour  la  surface  inférieure,  on  aura  simplement  ré((ualii)n  "/.=(), 
puisque,  à  cause  de  recouleuieut  du  Ûuide,  il  doit  y  avoir  ;i  (diaque 
instant  de  nouvelles  particules  ii  cette  surface.  Mais,  d'un  autre  coté, 
l'abscisse  a",  pour  cette  même  surface,  sera  donnée  et  constante:  de 
sorte  qu'il  n"v  aura  (juc  trois  inconnues  à  déterminer,  savoir,  .r  ,  0 
et  z. 

Les  deux  premières  équations  donnent  d'abord,  comme  dan.>  le  cas 
précédent,  celles-ci 

7         ■/ dx'  ,1,1       r    ,r   r  d.v'        ^    ,  5-c/,r' 

dl  =  '—. —  5  s:-J  x'  dx'—  ^  d'j  /    — ; 7  c/j =  o; 

./      1  oy 

ensuite  l'équation  X  =  o  donnera 

■■''"^  '  dï  J  ~y^  ~  TFi  ^  ■>■/--  '~  °' 

où  l'on  lemarquera  que.r,  y'  et  ^  -^  sont  des  constantes,  que  nous 
dénoterons,  pour  pins  de  simplicité,  par  /.  //.  //.  Ainsi,  eu  substituant 
il  dl  sa  valeur  ^--^  .  multipliant  ensuite  par  —  y V/r  .  on  aura  ré([ua- 
tmu 

i:f-i  dx  —  irj  (Fj  —  j  (/r ^ =  o. 

■.'/(- 

Donc  retrancbant  de  celle-ci  l'é(iuation  précédente,  pour  eu  éliminer 


:tic>  MKC^MOii'  wu.vTiQri:. 

les  (cM'iiics  0  d'z,  011  jiiii'a 

('i[ii;ilioiM|iii  lie  coiiliciil  (|iii' li's  deux  vai'iahlcs  .r    cl  0.  cl  par  hi([iieli(' 
011  |Miiirra  donc  (Icicriiiiiii'r  une  de  ces  variables  r\\  l'onclioii  de  raulre. 
lùisiiile  on  aura  /  t'xpriinc  par  la  im'nie  \aria!ile,  en  inl(''!4i'aiil  rt''(]iia- 
tion 

el  l'on  di''lernrniera  les  eoiislanlcs  [lar  i'élat  initial  du  lliiide,  connue 
dans  le  proldi'ine  preccdenl . 

'■\i.  Le  li'oisii'ine  cas  a  lieu  lorsqu'un  lluide  coule  dans  un  \ase  iii- 
delini,  mais  (|iii  esl  enirelenu  toujours  ])leiu  à  la  inèiue  lianteur  par 
lie  nouveau  lluide  (]u'ou  v  verse  conliiUKdlcinent.  ('e  cas  esl  riiivcrse 
du  précédent;  car  on  aura  ici  pour  la  suiTac(î  iuférioure  les  i\L'\\\  équa- 
tions 

àV        0    àl" 


'/:=o       cl 


ôi      ■/'  ,)■'■" 


el,  pour  la  siiiTace  sn[)érii'iir(',  ou  aura  sinipleiueul  r(''(|nalion  A=  o,  ii 
cause  du  c|iaui;eni('ul  coutiinud  i\vi^  particules  de  celle  suiTaco.  Ainsi 
il  n'y  aura  (|u';i  changer  dans  les  é(]ualions  de  l'arlicle  précédent  les 
ijiiantilés  .;■',  y'  en  .r",  -f ,  et  prendre  pour  /',  //.  //  les  valeurs  données 

,„.,.,,./^-. 

Au  reste,  nous  supposons  (|ue  I  addiliou  du  nonveaii  fluide  se  lait  de 
manière  (|ue  cliaque  coiudie  prend  d'ahord  la  vitesse  de  c(dle  (jiii  la 
suit  immédiatement,  el  (|u'aiiisi  rangmeiilarKui  ou  la  diminution  de 
vitesse  de  celte  ccnudie,  penilanl  le  premier  inslaul,  est  la  même  (]ue 
si  le  vase  n'elait  pas  eniretenu  plein  ii  la  même  liauteur  durant  cet 
instanl. 

'.V.\.  Kiifin,  le  dernier  cas  est  cidni  oii  le  lluide  sort  d'un  vase  de  lon- 
gueur déterminée,  et  (iiii  est  entretenu  tonjours  plein  ;i  la  même  liau- 
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tLMir.  Ii'i  les  particules  des  surfaces  su[)érieure  et  iulérieure  se  lemui- 
vellout  entièrement;  par  conséquent,  on  aura  siuiplement,  pour  ces 
deux  surfaces,  les  équations 


mais  en  même  temps  les  deux  abscisses  .ret  r"  seront  données  et  con- 
slantes,  en  sorte  qu"il  n'y  aura  (jue  les  deux  inconnues  0  et  .r  à  déter- 
miner en  /. 
Soit  donc 

les  deux  équations  A=  o,  '/.  =  o  deviendront 

„        d\.        il'::  V- 

=  '      '      df 

/3r 


d'où,  chassant  -r^»  on  aura 

dl 


d'où  l'on  tire 

(N  — «lo'î 


dl^ 


'^-^^-\^^ 


équation  séparée,  et  (jui  est  intégrahle  par  d<'S  arcs  de  cercle  ou  des 
logarithmes. 

.■)!.  Les  solutions  précédentes  sont  conformes  ii  celles  que  les  pre- 
miers auteurs  aux([uels  on  doit  des  théories  du  mouvement  des  tliiide- 
ont  trouvées,  d'après  la  supposition  que  les  différentes  tianches  A\\ 
fluide  conservent  exactement  leur  paiallclisme  en  descendant  dans  le 
vase.  {Voir  Vllydrody/iamù/iic  de  Daniel  Bernoulli,  VlIydniii/K/in'  de 
Jean  Bernoulli,  et  le  Tniilc  des  Jluirk'S  de  d'Alemhert.i  Notre  analyse 
fait  voir  ([ue  cette  supposition  n'est  exacte  que  lorsque  la  largeur  du 


:ilS  MKCVMOI  i:    \\  \I.V  l'ioi'l.. 

v:is('  ('s(  iiiliniiiH'iil  pclilo,  iiiiiis  (Ih'cIIc  |h'uI,  ilans  lôii-^  li's  cas,  rtrc 
('ni|)l(tv(''('  pour  une  iirrinirrc  ;i|i|)fi)xinia(ioii,  et  (|iic  les  solutions  (|ui 
CM  i(''sullciil  soûl  cxacics,  aux  (juanlilcs  du  second  ordre  jiii'S,  en 
rci;;ardan(  les  lari^curs  du  \ase  couiiiic  des  (|uaMlilés  du  premiei-  ordre. 
.Mais  le  i;rand  avaulai^e  de  celle  auaivse  esl  ([u'ou  |teul  par  son 
Mioveu  approcher  de  plus  eu  |dus  du  vi'ai  tu(Uivenienl  des  fluides,  dans 
des  vases  de  tit^ure  (|iudcou(|ne;  car,  avaul  Irouve,  ainsi  (|ue  nous 
\('Uous  de  le  l'aire,  les  pi'cuiii'rcs  valeurs  des  inconnues,  en  uéglii;eant 
les  see(uidrs  diiuensious  des  lari^ciirs  du  vase,  il  sci-a  l'acile  de  |)0Usser 
l'approxinialion  plus  loin,  eu  ayaul  éj^ard  siu-eessivcMieul  aux  ternies 
néiilii^és.  (le  détail  n'a  de  dilliculté  (|ue  la  loui^ueur  du  calcul,  et  nous 
n'y  entrerons  jioinl  (|uant  à  pr'éseiil. 

ApjilicdliDiis  (les  niniics  /(iiiiiiilcs  (tu  iHoiivciiiciil  d Un  fhudc  coiilcnu  (huis 
lin  cdiud  peu  profond  (i  pr('S(pw  lioiizonldl .  cl  en  jtdiluidicr  dit  rnou- 
i.(nicnl  des  ondes. 

'À').  Puis(pron  suppose  la  hauteur  du  lluide  fort  petite,  il  l'audi'a 
pi'endre  les  coordonnées  ;  vei'ticales  cl  diriitees  de  liant  en  bas:  les 
aliscisses  .)•  et  les  autres  ordonnées  v  deviendront  lioi-iz(Uitales,  et  l'on 
aura  (ai'l.  "i))) 

COS;  =;  o,  COS'/]  ^=  G,  cos  J  r=  I . 

En  ])rcnanl  les  axes  des  r  et  y  dans  le  ]ilaii  horizontal  Conné  par  la  sur- 
l'aee  supei'icure  du  lluide  dans  l'étal  d'é(juilihre,  soit  -  =  a  ré(jiiation 
du  l'ond  du  canal,  a  élaiil  une  ronclion  de  .r  et  y. 

Nous  rci^ai'derons  les  (|uautités  r-  cl  a  connue  ti'i's  petites  du  premier 
ordre,  et  iu)ns  néi^lii^ci'ons  les  (juantilés  i\\\  second  ordi'c  et  des  sui- 
vants, i-'esl-ii-dirc  celles  qui  conliendr(Uil  les  carrés  et  les  produits  de 
.-  et  y.. 

l/c(juation  de  condition  r(dalive  au  tond  du  canal  (humera  yart.  2(>) 

d   I     ()o'\         ()  i     ()'J\ 
d'où  l'on  voit  (|ue  o'  esl  iiiu'  (|iianlité  du  premier  ordre. 
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Knsuilo  la  vaU'ui'  de  la  (luantiti'  A  si'  reiluira  ii  A  -t-  "a":  (art.  2')  :  cl 
il  faudra  négliger  dans  l'expression  de  A  les  (|uaiitilrs  du  secouil  ordre. 
et  dans  celle  de  A'  les  quantités  du  premier.  Ainsi,  ii  eause  d(! 


COSi  ^^  o. 


OU  aura,  par  les  l'orniules  du  nièrue  artiele. 


()t 


Ov  I        :>.  \  ,)y 


Ou  aura  donc    art.  27\  pour  la  surface  supérieure  du  llnide,  rc(|ua- 
tion 


/.  —  l'C  =z  o. 


et  ensuite  ré([uati(ui  de  condition 

i/e<juati()U  a'—  g:-^o  donne  siii--le-clianip  ;  =  --  pour  la  ligure  de 
la  surface  supérieure  du  tliiide  ,"i  clia((ue  instant,  et,  eouiine  re(jua- 
tion  de  condition  doit  avoii'  lieu  aussi  l'elalivenieiit  à  la  même  surface, 
il  faudra  (ju'elle  soit  vraie  eu  y  snlisliluani  ii  ;  cette  même  \aleur  — ■ 
Cette  équation  deviendra  donc  par  lii  de  cette  l'orme 

et.   substituant    encore    poui'  o"  sa   valeur  trouvée  ci-dessus,  (die   se 
réduira  ;i  celli'-ci 


()'/'        ù 


ôu''\        <}   r  .,  ôo' 


;^[ 


ans  la(|uelle  il  n'y  aura  plus  qu'il  mettre  ;i  la  place  de  "/.   sa  valeur 


et  l'on  aura  une  é(|nation  aux  dili'eieuct's  [)aitielles  du  seeomi  oi'dre 
(|ui  sei'vira  à  déterminer  ç.'  en  foncliou  de  .r,  v,  /. 


:i-2(»  M  Kl.  A  MO  IK    \  N  A  I.VT  I  O  I  i:. 

.\|)ri'>  ipidi  (111  ronnailra  la  lii^iirc  de  ia  siii-racc  sii|iriài'iif(_'  du  lliiidc 
|iai'  rciiiialidii 


I    ()o'  1     /'()o'\-  I     fà-j'Y 


cl    ^i    l'un    Noiilail    coiiiiailic    aussi    les   \i(cssi's   lidii/unlalcs   /i.   (/   de 
(■lia(|U('  |iarliriii('  du  lliiiilc,  (lu  les  aurai!  ])ar  les  roiinuics  ;arl.  2^) j 


/'  = 


;!('».  \a'  calcul  inl(\iAral  des  é(|uali{ins  aux  dillércnces  [iai'li(dli's  esl 
cue(U-c  liicii  (ddigiic  de  la  |iciTceli()ii  ui'cessaii'e  |Miur  riuli'^^'i'aliiui 
d'e(|uali(Uis  aussi  coui|ili(|iiccs  (|ue  c(dle  diiul  il  s'aiiil,  cl  il  ne  resic 
d'aulre  ressource  (|ue  Ai'  siui|dilier'  celte  éi[uatinu  par  (|U(di|ue  liuii- 
lalhui. 

Nous  su|i|Hiser(uis  |m(UI'  c(da  (|ue  le  lluide,  dans  son  inou\ cuienl,  ne 
s'cli've  ni  ne  s'abaisse  au-dessus  (Ui  au-dessous  du  niveau  (|u'iniiui- 
uienl  |)eu,  en  siu'Ic  (|ue  les  ordonnées  -  de  la  surface  supéi'ieure  soient 
loujours  Iri'S  pelilcs.  l'I  (|iroulri'  cela  les  vitesses  h(U'i/ontales  ft  cl 
(/  soicnl   aussi   iiilininieiil    peliles.    Il   faudra    donc   (|ue    les   (|uanlil{''s 

^  ,  '-^--  - -''    soient   iuliniuM'iil    juMilcs,   cl    (iiTainsi    la   (juanlitc  o'  soit 
il/      (h      ,1)  '  '  '  ' 

(dle-uiéuie  inliiiiiuenl  |ictile. 

Ainsi.  iH'i^lii^cant  dans  ré(pialion  |)ro|ios(''c  les  (|uaulilcs  iiiliniincnl 
jielilcs  du  second  ordre  cl  des  ordres  ulh'ricnis,  elle  se  réduira  ;i  celte 
foruu'  lin(''aire 

Ot'  '   à.v  y-  à.r    '         ^'  ÔV  y-  ôv  )  ~  "' 

cl  l'on  aura 


1}  Th' 


/'  = 


d-y 


'/  — 


Or  ' 


Celle  é(|uali(Hi  c(Uilicnl  doiu'  la  théorie  i;éiiér'ale  des  petites  a^^ita- 
lious  d'un  iluide  |ieu  profond,  et.  |iar  consé(|Ucnl,  la  vrau'  théorie  des 
ondes  foruiccs  |iar  les  idevali(Uis  et  les  ahaisserncnts  successils  et  inli- 
niuieiil  |»elils  d'une  eau  slai^iianlc  et  ciHitenue  dans  un  canal  ou  bassin 
pi'U  prof(nid.  \/,\  thcoiic  des  ondes  (|uc  .\c\\l(Ui  a  donnée  dans  hi  j)i'opo- 
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sition  xi.vi  du  Livre  II  des  Principes  étant  fondée  sur  la  supposition 
précaire  cl  peu  naturelle  que  les  oscillations  verticales  des  ondes 
soient  analogues  il  celles  de  l'eau  dans  un  tuyau  recourhé,  doit  être 
regardée  comme  absolument  insuffisante  iioui'  ex[ili(juer  ce  prol)lî'nie. 

37.  Si  l'on  suppose  que  le  canal  ou  bassin  ait  un  fond  liorizoïMal, 
alors  la  quantité  a  sera  constante  et  égale  ;i  la  profondeui'  de  l'eau,  et 
ré((uation  pour  le  mouvenient  des  ondes  d(>viendra 

Cette  équation  est  entii'rement  semblable  ii  celle  qui  détermine  les 
petites  agitations  de  l'air  dans  la  formation  du  son,  en  n'ayant  égard 
(|u'au  mouvement  des  particules  parallèlement  ;i  l'horizon,  comme  on 
le  verra  dans  l'ai-ticle  9  de  la  Section  suivante.  Les  élévations  ;  au- 
dessus  du  niveau  de  l'eau  répondent  aux  condensations  de  l'air,  et  la 
profondeur  a  de  l'eau  dans  le  canal  répond  à  la  hauteur  de  l'atmo- 
sphère supposée  homogène,  ce  qui  établit  une  parfaite  analogie  entre 
les  ondes  foi'uiées  à  la  surface  d'une  eau  tranquille,  par  les  elévati(uis 
et  les  abaissements  successifs  de  l'eau,  et  les  ondes  formées  dans  l'air, 
par  les  condensations  et  raréfactions  successives  de  l'air,  analogie  (jue 
plusieurs  auteurs  avaient  déji»  supposée,  nuiis  (jue  personne  jusqu'ici 
n'avait  encore  rigoureusement  démontrée. 

Ainsi,  comme  la  vitesse  de  la  propagation  du  son  se  trouve  égale  ii 
celle  qu'un  corps  grave  acquerrait  en  tombant  de  la  moitié  de  la  hau- 
teur de  Tatmosphère  supposée  homogène,  la  vitesse  de  la  propagation 
des  ondes  sera  la  même  que  celle  qu'un  corps  grave  acquerrait  en  des- 
cendant d'une  hauteur  égale  à  la  moitié  de  la  profondeur  de  l'eau  dans 
le  canal.  Par  conséquent,  si  celte  profondeur  est  d'un  pied,  la  vitesse 
des  ondes  sera  de  j,49'>  pieds  par  seconde;  et  si  la  profondeur  de 
l'eau  est  plus  ou  moins  grande,  la  vitesse  des  ondes  variera  en  raison 
sous-doublée  des  profondeurs,  pourvu  (|u'(dles  ne  soient  pas  Iroj)  con- 
sidérables. 

XII.  4i 
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Ali  rcsic,  (jiiclli'  (|iH'  |)iiisse  (''Ire  l;i  iiroldiiilciir  ilr  l'caii  ';  l'I  hi 
li;;iir('  (l('  son  l'oiiil,  (Hi  |>()iiri-;i  loiijoiirs  tMii|)l()ycr  la  throric  pi-ccrilciitf. 
si  l'on  suppose  (|ii(',  ilaiis  la  foi^malion  des  ondes,  l'can  n'est  ehraiilée 
el  reniuée  (lu'ii  une  prolbniicni'  lirs  pelile,  supposition  (|ni  est  Iri'S 
plausible  en  elle-inénie,  ;i  cause  de  la  (énaeilé  et  de  l'adliérenee  inii- 
Inelle  des  particules  de  l'eau,  el  ([lie  je  trouve  d'ailleurs  coiitirinée  par 
rexpérieuce,  niéiiie  ;i  l'égard  des  grandes  ondes  de  la  mer.  i)i'  cette 
inauii're  donc,  la  vitesse  des  ondes  deteruiiuei'a  (dle-inéine  la  proron- 
deur a  à  la(|uelle  l'eau  est  agitée  dans  leur  lormafion  ;  car.  si  celle 
vitesse  est  de  ri  pieds  par  seconde,  on  aura 

x=  5 ,.  pieds. 

On  trouve,  dans  le  Tome  X  des  anciens  Mcrnoircs  de  V .{cadéniii-  des 
Sciniccs  (le  l'diis.  des  expériences  sni'  la  vitesse  des  ondes,  faites  par 
M.  de  la  Ilire.  el  (|iii  ont  donné  un  pied  et  demi  par  seconde  pour  celte 
vitesse,  ou  plus  exactement  i/\\i  pieds  par  seconde,  l'aisaul  donc 
// =  I  ,'1  m,  ou  aura  la  profondeur  y.  de  {^^^  de  pied,  savoir  de  |",  de 
j»ouc(\  ou  1(1  lignes  ;i  |ien  jiri'S. 


(  I  )  i;iiypfillii'>p  (|iic  r.iil  ici  I,ni;ra,,.L'C  n'csl   p.i^  a(liiiissil)le,   iiirnic  iMinriR'  iirciiiiiT.'  iip- 
|ir(i\iiii;ili(ili.  /■.I//-IIIH'  Niilc  ,1  l:i  lin  ilu  Vnliimc.  ( /.   firrlraiiil.  1 
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SECTIin  DOl  ZIEME. 


ne    MOUVEMENT    DES    EEl  IDES    (.(IMI'IiESSII'.LES    ET    ELASTIOIES. 


I.  Pour  appliquer  à  celte  sorte  de  fluiJes  réqiialion  ijéiiérale  île 
l'article  2  de  la  Section  précédente,  on  observera  que  le  terme  ^Aol. 
doit  y  être  effacé,  puisque  la  condition  de  l'incompressibilité  à  laquelle 
ce  terme  est  dû  n'existe  plus  dans  l'hypothèse  présente:  mais,  d'un 
autre  côté,  il  y  faudra  tenir  compte  de  l'action  de  l'élasticité,  ipii  s'op- 
|iose  il  la  compression  et  qui  tend  ;i  dilater  le  fluide. 

Soit  donc  s  l'élasticité  d'une  particule  quelconque  D///  du  lluide: 
comme  son  effet  consiste  ii  augmenter  le  volume  IXrDvD;  de  cette  pai- 
ticule,  et,  par  conséquent,  à  diminuer  la  quantité  —  D.i-DvE)::,  il  en 
résultera  pour  cette  particule  le  moment  —  £  o  D.i-  DvD;;  ;i  ajiniler  au 
premier  rn-smbre  de  la  même  équation.  De  sorte  qu'on  aura  (lour  toutes 
les  particules  le  terme  intégral  —  [*^£  o;  D.r  Dr  D;  i  ii  substituer  ii  la 
la  place  du  terme  |^/-oL.  Oi',  oL  étant  égal  ii  oi^DaD^-D;  !,  il  est  clair 
(|ue  réi|uation  générale  demeurera  de  la  même  forme,  en  y  changeant 
simplement  A  en  —t.  On  parviendra  donc  aussi,  par  les  mêmes  pro- 
cédés, il  trois  éiiuations  finales  semblables  aux  é([uations  f  A),  savoii' 

/    .   /rf-.r       ^.\        I)£ 


^m 

-^v)^;;î=o, 

m5 

-^h%=- 

Va  il  faudra  de  même  (|ue  la   valeur  de  i  soit  nulle  ii  la  siii'lare  du 
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fluide,  si  le  lliiide  y  csl  lilu'c;  mais  s'il  est  coiilrnii  jiar  des  parois,  la 
valeur  (le  î  sera  éi;ale  ;i  la  résislaiiee  (|ue  les  parois  exereeiil  [)our 
eouleuir  le  lluide,  ee  (|ui  esl  évideni,  puis(|Me  i  expriiue  la  j'orce  d'e- 
laslicilé  d(!  ses  parlieules. 

2.  Daus  les  iliiides  compressihles,  la  deusilé  A  esl  loiijonrs  donnée 
par  mie  loneliou  c(»uuue  de  i,  -i,  y,  :■,  /,  dépeiidanle  de  la  loi  de  l'élas- 
licilé  du  lluide  et  de  eelle  di'  la  clialeur,  (|ui  esl  su[ip(isée  réij;nei'  ii 
(■!ia(|Me  inslani  daus  Ions  les  poinis  de  res[)aee.  Il  y  a  donc  quatre 
inconnues,  £,  ,r,  y,  r,  ;i  délerniiner  en  /,  et,  par  consé(|nent,  il  i'ani 
enc(ue  une  (|ualiii'nie  équation  pour  la  solution  complète  du  problème, 
l'our  les  fluides  incompressililes,  la  condition  de  l'invariabilité  du 
volume  a  donné  l'équation  (B)  de  rarti(de;),  et  i'(dlc  de  l'invarialiilile 
(le  la  densité  d'un  instant  à  l'autre  a  donné  l'équation  (  H  i  de  rarti(  le  I  I. 
Dans  les  fluides  compressibles,  aucune  de  ces  deux  conditions  n'a  lieu 
en  particulier',  parce  (|ue  le  volume  et  la  densité  varient  ii  la  l'ois;  mais 
la  masse  (|ui  est  le  pi'oduit  de  ces  deux  éléments  doit  demeurer  inva- 
riable. .\insi  l'on  auia 

</(AI),r|)rl)c)  =^o. 

Donc,  en  diHèi'entiant  loyarillimi(iucmeul 
dA       d{[).vl)y\)s) 

a:  "^   i)x  i)j  i)^     '^' 

cl  substitnanl  la  valeur  d(w/(  D.r  Dr  D:;)  |  cette  valeur  est  la  même  (|U(^ 
celle  de  0  (  D.f  Dr  D;  )  de  rarticle'2  de  la  section  précédente,  en  y  (dian- 
geanl  </  vn  o|,  on  aura  ré(|ualion 


{/') 


,_n         Udr         \)r/y         \),/: 


hKpudIe  répond  ;i  re(|uali(in  (B)  de  l'article  )>  de  la  Section  citée,  ('(dle- 
l;i  étant  relative  ;i  l'inNariabilité  du  volume,  el  c(dle-ci  ;i  l'invariabilité 
de  la  masse. 
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;}.  Si  l'on  regarde  les  coordonnées  r,  t,  ;  comme  des  fonclioiis  des 
coordonnées  primitives  a,  b,  c  et  du  temps  /  écoulé  depuis  le  commen- 
cement du  mouvement,  les  équations  [a)  deviendront,  par  des  procé- 
dés scnil)lal)les  ,'i  ceux  de  l'article  5  de  la  Section  précédente,  de  cette 
forme 


(O 


'^Mi^-^j 


El 


ai 


\  dl- 


/  oa  Où       '    Oc 


.(h 
Oa 


'  Où 


Oc 


)U  (le  celle-ci,  plus  simple. 


r,rf^r  \d.r       (d\y         \0y       (d^z  \0z^        0, 


ces  ti-anstbrmées  étant  analogues  aux  transformées  (C)  et  (D)  de  l'en- 
droit cité. 

A  l'égard  de  l'équation  [h],  en  y  appliquant  les  transformations  de 
l'article  '.i  de  la  Section  précédente,  elle  se  réduira  à  cette  forme 

dl      dO 


les  différentielles  r/A  et  r/0  étant  relatives  uniquement  ;i  la  varialjlc  /: 
de  sorte  qu'en  intégrant,  on  aura 

5A  =  fouet,  (a,  h,  c). 

i.iirs(|ui'  /  ==  <),  nous  avons  vu  dans  l'article  cité  que  0  devient  1  :  donc. 
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si  l'on  sii|i|Mts('  (jiK'  Il  soil  alors  la  v.ilciir  de  A,  on  aui'a 

ir  =  r -i.i",  A,  f), 

cl  r(M|ualioii  (IcviciHlia  OA  ==  Il  on  hicii 


c'csl-à-diic,  vu  siihsiitnant  pour  0  sa  valeur 


(<-) 


Or  <h-  ,):■        ,).r  ()y  <):    ^  àr  ,)v  ,)z 
dâ  Oh  Oc  ^  Oh  (Fi  Oc  "''  Oh   Oc   Oa 

0.r  Ov  (U       0^  Oy  Oi  _  Or  Oy_  î^  _  j] 

ol7  Oh   7r<(~^   0^  0,-1  OJ)        Oa   l)c   Oh  "^  A 


Iransformée  analoiJ;ne  ii  la  transfornioe  (E)  do  l'article  cité. 

|{nfin  il  faudra  aiipli(|ncr  aussi  à  ces  équations  ce  ([u'on  a  dit,  dans 
l'arlicle  S  de  la  même  Section,  ndalivement  ii  la  surface  du  lluide. 

'i.  .Mais  si  l'on  veni,  ce  (|ui  est  heauconp  plus  simple,  avoir  des 
é(|ualions  enli'e  les  vitesses /),  /f,r  des  pailicules  suivant  les  direiiions 
des  coordonnées  ,r,  v,  ;,  en  regai'dant  ces  vitesses,  ainsi  (|ue  les(|nan- 
tités  A  et  £,  comme  des  fonctions  de  ,r,  )-,  ;,  /,  on  emploiera  les  trans- 
formatiiins  de  l'article  10  de  la  Seelion  piéeédente,  el  les  é(iuations  {a) 
donneront  sur-le-cliamp  ces  transformées,  analogues  aux  transfor- 
mées (F)  de  ce  dernier  article, 


.   /  0/1  <)p  On  Op        ,,  ' 

V  01  Or        '  Oy  Oz 


if) 


l'^'l     .    „*/    ,    „'^'/    1    ,.*'''/ 


Os 


Ot 


0:-  I        Oy 


,   l'Or  Or  Or  Or         ., ' 

^['Ol    -^''7u^"'0y-^'-0.   -^  ''. 


(h 

0: 


Dans  ré(|uation  [f/),  outre  la  siihsiilulion  de/^^//.  //(//,  ri//,  au  Heu 
de  (Lv,  i/y,  dz,  et  le  changement  de  1)  en  il,  il   faudra  encore   mettre 
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pour  f/A  sa  valeur  coni))li'tc 


:$27 


(; 


l't  l'on  aura,  en  divisant  parc//,  r-etle  transformée 

Â   J?        A  â7-        i  Oy  ''    A   ôz-        (77        ,/.         ,):■  "  "" 
la(|uelle,  étant  multipliée  par  A,  se  réduit  à  cette  forme  jilus  siiuplc 
ô\    ,    ()(A/>)    ,    (^(Av)    ^    <){\r)  _  ^ 


<g) 


àt  Ou- 


Ov 


ôz 


A  l'égard  de  lacoudiliiui  relative  au  mouvement  des  particules  à  la 
suilace,  elle  sera  l'epréseutée  également  par  ré(|uation  ^1)  de  l'ai'- 
licle  12  de  la  Section  précédente,  savoir 


(0 


Al  ^  ,1  ,-         "7    >  >-  ' 


(Iv        '  ôy  ôz 

n  supposant  que  A  =  o  soit  l'équation  de  la  surface. 

ô.   Il  est  aisé  de  satisfaii'C  à  ré(|uation  {g'\  en  supposant 


A/. 


A'/ 


ôl 


ôt 


a.  ^3,  Y  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z,  t.  Par  ces  substitutions,  re([ua- 
ti(Mi  dont  il  s'aiiit  deviendra 

<)A  _   ,)' ;:    ^   ô'i   _^  jPj_  _ 
ôt        ôl  ÔJ-    '    ôl  ôy       ôt  ôz  ~ 

laquelle  est  intégrahie  relativement  à  /,  et  dont  l'intégi'ale  donnera 

ôx  ôp         0/ 


A  =  F 


ôx  ÔY  Oz 
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K  (iiiiil  une  riiii((i(iii  (le  r,  >-,  c  sans  /,  dépendaMle  de  la  loi  do  la  den- 
sité iiiiliale  du  tluide. 
On  anra  ainsi 

ât 


P 


„ do.        (^(3        t'y 


*/  = 


dt 
dy.        rf|3        (Jy  ' 


<)t 


da        ()^        ày 
dx       ôy       d:- 


Dinie,  siihsiitnani  ees  valeurs  dans  les  équations  (  /)  et  mettant  de 
j)lus  poni'  t  sa  valeur  en  Ibnedon  de  A,  ,v,y,  z,  l  (art.  2),  on  aura  trois 
éqiKilions  aux  dilierenees  j)arti(dles  entre  les  inconnues  a,  Ji,  y  <'l  les 
quatre  variables  .r,  v,  z-,  l,  et  la  solution  du  problème  ne  dépendra  plus 
que  de  rintéi^ration  de  ces  é(|uations;  mais  cette  intégration  surpasse 
les  Corées  de  l'Analvse  connue. 


().  En  Taisant  abstraction  de  la  elialeur  et  des  autres  circoustances 
(|ui  peuvent  faire  varier  l'élasticité  indépendamment  de  la  densité,  la 
valeur  de   l'élasticité  i  sera  donnée  par  une  fonction  di-  la  densité  A. 

de  sorte  (|ue    .    seia    une  dill'erentielle  ;i    une   seule   variaide,   et,   pai' 

conséqucnl,  intégrable,  dont  nous  supposerons  rintegrale  exprimée 
par  l']. 

Soit,  de  plus,  la  quantité  X  r/.r -i- Y r/>- +  Z  ^/r  une  dillerenlielle 
compli'le,  dont  l'intégrale  soit  V,  comme  dans  l'article  i.j  de  la  Section 
précédente. 

Les  équations  (/)  de  l'article  4,  étant  multipliées  respectivement 
par  f/.r,  dy,  dz,  et  ensuite  ajoutées  ensemble,  donneront,  après  la  divi- 
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«ion  p;ir  A.  une  équation  de  la  forme 
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(0 


f/E  ^  d\ 


ai     '   ^'  f).'-   '    ''  Or  "^  '  r;-- ,'  '  ' 

\,)/         '<).'■        '  àv  i)z.  I    ■ 

I  ()r  ()r  ùr  i)r\ 


iloiit  11-  premior  nicnilirc  otant  intoij;i'al)lo.  il  faudra  (|ii('  h-  secouil  le 
soit  aussi.  Ainsi  l'on  aura  de  nouveau  le  cas  de  ré(|ualion  (Ll  de  l'ar- 
tiele  15  de  la  Section  j)récedenle.  et  l'on  parviendra,  pai' conse(pn'nt, 
il  tles  résultats  senildaliles. 


7.  Donc,  en  général,  si  la  (piaiilité /;  (^/<- — qdy—rdz  se  trouve 
dans  un  instant  quelconcpie  une  dili'ei'entielle  complète,  ce  tpii  a  tou- 
jours lieu  au  commencenient  du  mouvement  lorsque  le  tluide  part  du 
repos  ou  (ju'ii  est  mis  l'ii  mouvement  par  nue  impulsion  a|i|)li(pn'e  ;i 
la  surface,  aloi's  la  même  quantité  devra  être  toujours  une  dill'ercn- 
tielle  complète    Section  précédente,  art.  17  et   IS  . 

Dans  cette  livpodièse  on  fera,  comme  dans  l'arlicle  20  de  la  Section 
précédente. 


7  = 


ce  (jui  donne 

-  '^1 

et  l'éipiafion  (/),  étant  inlét;rée  après  ces  suhsiitutions,  donnera 

valeur  (jui   satisfera   en  incnu'    temps  aux   lidis  e(|ualions    /    de    i";ir- 
licle  4. 

Or  Va,  étant  égal  ii  /  -.-'  ser'a  une  fonction  île  A,  puis([ue  £  est  uni 
fonction  connue  de  A;  donc  A  sei'a  une  l'oncti(Ui  de  E.  SulistiluanI  dom 
la  valeur  de  A  tiiée  de  ré(|ualion  précédente,  ainsi  (|ue  cidles  Av  p.  </ ,  r 

\\\.  A'- 
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(hiiis  l'(''(|ii:ilioii  (:,'  ilc  r;irliclc  i.  on  aiini  une  (MiualiDn  ;iii\  (lillViciiccs 
jiai'licllcs  (II'  o,  la(|(i('llc,  ne  fonlcnaiil  (|ii('  cctlc  iiiconmic.  snlliia  pmir 
la  (Iclcriiiincr;  ilc  sorlc  (pic  l(Uilc  la  dirticiillr  scim  l'rdiiitc  ii  l'cllr 
imi(ni('  iiit(''ii;rali(iii. 


S.  Dans  les  lliiidcs  (''lasli(|U('S  l'oimiis,  Trlaslirih''  csl  toujours  pro- 
|ioilionni'll('  il  la  ilcnsih';  de  xirlc  qu'on  a  |ioiii-  ces  ilnidi'S  i^il. 
I  claiil  lin  cocriiriciil  coiistanl  (in'on  dclcrniimna  en  connaissant  la 
\alcur  i\*'  l'idaslicilc  pour  une  dcnsilc  doiini'c. 

Ainsi,  |)oiii-  l'air,  l'idaslii/ili''  est  ci;ali'  an  poiils  de  la  cidoniic  ilc  inrr- 
ciirc  dans  le  hariuni'lrc ;  donc,  si  l'on  noininc  11  la  liantcnr  du  liaro- 
riii'li'c  polir  niic  ccriainc  dcnsilc  de  l'air  iin'on  prendra  ponr  l'iinitc. 
//  la  deiis.ilc  du  incrciirc,  c'csi-ii-dirc  le  ra|i|»ort  numcriipic  de  la  den- 
sité du  mercure  ;i  cidic  de  l'air,  rapport  (|iii  est  le  niciiio  (|ne  c(diii  <lcs 
i;ravités  sj»ecirK|iics,  et  i,'  la  force  accélératrice  de  la  gravité,  on  ani'a, 
lors(|iie  Al, 

£=:i,'//ll;  |i;n'  consciinenl,  /— ;i'/;ll, 

(h'i  l'on  reiiiar(|ne  (Hie//Hest  la  haiilenr  de  ratinosplii're  supposée  lio- 
inoginic.    De  sorte  ([n'en  désignant  cctie   hanleni'  par  h,   on  aura   plus 

siinplenienl 

/  =  ,vA  cl,  (le  là,  .    -   ,;'AA. 

Donc,  pnisipic  I-]  --   /  '^  ■  on  aura 

Or  ré(|iiali(»n  (  i,'    de  l'article  'i  jieul  se  mettre  sous  la  forme 
-Ho-A        ()lo^A  JlonA  rnotrA  ,)p        à,/        <)r 

Donc,  subslilnanl     ',  ,  v-'  ^-'  V    ii  '■'  jdacc  de  loi;A,  /^  a,  i\  et  innlti- 

i'A      (II-     àr     ():  '  f^        /       / 

pliant  par  s;/i,  (die  deviendra 

/<)^       'i!V  _^<Il9\^  '3       '^'-  '-"V        àK  ,)o       JE    0'.  _ 
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Il  n'y  aura  dniic  plus  ([u'ii  siibstiliirr  pour  K  sa  vali'iir  Iroiivrc  ci- 
dessus,  et  celti'  siilisliliilinu  (liinncra  rc(|uati()ii  tiiialc  eu  ç- 

1  ~  ^  <Ir  O.r  ()l  ~^  (h-  dy  <)/        '  dz  f)z  <)/ 

"  '^  rI7-  ,lt-  7}.7^h-  ^"  '•  ilr  ])z    ,).r  ,)z  '  ,h    i)z    àr  Oz  ' 

la(]Ut'lle  cuntieut  seule  la  tliéoi'ie  du  inouvemeul  des  tluiiles  elasli(|ues 
daus  l'hypotlii'se  dout  il  s'ai;it. 


y.  Lorsque  le  tuouveiuenl  du  lluide  est  lies  petit,  et  qu'on  u'a  e^ard 
qu'aux  quautités  très  [letiles  du  premier  ordre,  nous  avons  vu.  daus 
l'ai'tiele  21  de  la  Section  précédente,  (|ue  la  (| nanti  té  //li.r  ~  '/<(y  —  '"'- 
est  aussi  néeessaireuient  une  diU'ercntielle  coiuplete.  Dans  ce  cas  d(Uic, 
les  torniules  précédentes  auront  t(Mijours  lieu,  de  (|Uel(|uc  niauil're 
i]ue  le  niouveinent  du  fluide  ait  été  engendre,  pourvu  (|u"il  soit  toujours 
très  petit,  et  (|ue,  par  C(Hisé(|ueut,  la  tbnctiiui  s  soit  elle-niénie  tri's 
petite. 

Dans  la  théorie  du  son,  (Ui  sup|)()se  que  le  mouvenienl  des  |)aiticules 
de  l'air  est  très  petit;  ainsi,  rei;ar(lanl  dans  l'etiuation  .//  la  (|uantité  o 
comme  très  petite,  et  néi^liiicant  les  tcriues  on  elle  monte  au  d(d;i  de 
la  premièi'c  dimension,  ou  aura  pour  celle  iheoric  l'c(|ualiou  i;en<'rale 

TîP'  ^  ,\y-  ~'~  ,)z'  )        <)/'        ,).•■  ,)r        ,h    ,)y        ,)z   ()z 

Or,  en  néiiliiieant  de  même  le^  secondes  dimeusious  de  '^  dau>  la 
valeur  de  V.  de  l'article  7,  ou  aura  simplement    art.  S 

Ou    peut   siipposeï-  (|uc  la  ronction  -^  soil  nulle  dan.-   l'elal   de  repos 
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ou  (ItMiiiililirc.  On  iiura  donc  luissi  dans  cet  ('tal 

do 


<)i 


■I ,  |);ii'  consriincnl. 


///  loi;  A 


A^c    "^ 


Lois(|U('  l'air  l'sl   en  viliralion,  soil  sa  dcnsilr  nainrcllc  au^incnléc 

en  raison  de  i    ■   .v  ii  i,. vêtant  nnu  (|nanlit(''  l'oil  pctilo;  on  aura  <loiic. 

en  général, 

_  ^ 

t'I  (le  lii,  en  n('i;lii;canl  le  iair<'  cl  les  |uiissanccs  sn|)cricnrcs  de  s,  on 
aura 


l<mA  = 


(loue 


I     âo 


A  i'cgai'd  de  la  valeni'  de  \'  ([ui  dépend  des  forces  accélératrices,  en 
supposant  le  tlnidc  pesant  et  prenant,  pour  plus  de  sitn|)licilé .  les 
ordonnées  -  verticales  et  dirigées  de  liant  en  has,  (tu  aura,  par  la  l'or- 
ninle  de  l'article  l'.i  (Seclion  j)récédentc). 


_:,'  étant  la  force  accélératrice'  (!<>  la  gravité.  Dotu;  ré(|nalion  du  son  sera 

\.(l'-       ûr-       àz-  I  ()z        i)/- 

Ayanl  détorminé  ç  par  cette  équation,  ou  aura  les  vitesses  p,  y,  /•  de 
l'air,  ainsi  que  sa  condensation  .v,  par  les  Ibrnmles 


p-~ 


Oo 


'h 


1      ()o 
]Fit  'ai' 


10.  Si  l'on  ne  veut  avoir  égard  ([u'an  niouvenieut  horizontal  de  l'air, 
on  su|)posera  (|iie  la  l'onction  o  ne  contienne  point-,  mais  seulement 
■X-,  y,  I.  Alors  re(|iialion  en  ç;  deviendra 


gh 
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Mais,  avec  cotte  simplification  iiièinc,  elle  est  encore  trop  conipli(|iiéc 
ponr  pouvoir  s'intégrer  rigoureusement  i  '  j. 

Au  reste,  cette  é(|uation  est  entièrement  semblable  à  celle  du  mou- 
vement (les  ondes  dans  un  canal  horizontal  et  peu  profond.  \'(>ir  la  Sec- 
tion précédente,  article  37. 

Jusqu'à  présent,  on  n'a  pu  résoudre  complètement  que  le  cas  où  l'on 
ne  considère  dans  la  masse  rie  l'air  ([u'uue  seule  dimension,  c'est- 
à-dire  celui  d'une  ligne  sonore,  dont  les  particules  ne  l'ont  (jne  des 
excursions  longitudinales. 

Dans  ce  cas,  en  prenant  cette  même  ligue  pour  l'axe  .r,  la  fonction  z. 
ne  contiendra  point  v,  cl  l'équation  ci-dessus  se  réduira  à 

laquelle  est  semblable  à  celle  des  cordes  vibrantes  et  a  pour  intégrale 
complète 

en  dénotant  par  les  caractéristiijues  ou  signes  F  et /deux  fonctions 
arbitraires. 

Cette  formule  renferme  deux  théories  importantes,  celle  du  son  des 
flûtes  ou  tuyaux  d'orgue,  et  celle  de  la  propagation  du  son  dans  l'air 
libre.  Il  ne  s'agit  que  dr  déterminer  convenablement  les  deux  fonc- 
tions arbitraires;  et  voici  les  principes  qui  doivent  guider  dans  cette 
détermination. 

14.  Pour  les  flûtes,  on  ne  considère  (jue  la  ligne  sonore  qui  v  est 
contenue;  on  suppose  que  l'état  initial  de  cette  ligne  soit  donné,  cet 
état  dépendant  des  ébranlements  im|)iimés  aux  particules,  cl  l'on 
demande  la  loi  des  oscillations. 

Faisons  commencer  les  abscisses  .7-  à  l'une  des  extrémités  de  cette 


(')  Cette  équation  a  été  iiiléiiréo  par  Poisson,  ainsi  que  l'équation  plus  iiénéralo  dans 
laquelle  on  suppose  9  fonction  de  '■.  i  et  z.  f'oir  les  nouveaux  Mcniolrcs  de  l'Acndoinic 
des  Sciencex,  t.  III.  {J .  Bertrand.) 


:î:{V 
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lii;iic.  cl  sdil  sa  loiii^iicui-,  c'csl-ii-diri'  celle  île  la  tlùlc,  cigale  ii  ii.  Les 
coïKleiisalions  s  cl  les  vilcsscs  l()iii;ilii(liiialcs  /y  seronl  donc  (loiuiecs, 
l(irs(|ue  /  "-  o,  depuis  -v  ^  o  jusiiu';!  .r  (t:  nous  les  noniuicrons  S 
cl  1'. 

■Mainlcnanl,  |)nis(|iic  .v  r-  '  '-^  cl  /;  i  '-^-,  si  l'on  tliliëi-cnlic  l'cx- 
pression  i^cncralc  de  o  de  l'arlicdc  pcécédenl,  cl  (|u'(ni  (lesii;nc  paf  K 
cl  f  les  (liHc'rcnlitdles  des  fondions  niar(|nées  par  V  c(  /,  en  soric  (jnc 
I-  (.r)  ^-  -^^-.  /{a-j  =  ^^^,  on  aura 

s\/'^i=zF'{.r-i-  Z'^f^Ii)  -f'{.r  --/^/^i). 
l'aisaiil  /       <>  cl  cliani;'eanl  />  en  V  cl  s  en  S,  on  ania 

1'—  !''(.r) -i-/'(.r),  SVA'A  =  F'(,r) -/■'(./■). 

Ainsi,  coninu'  I'  cl  S  sont  données  jionr  loulcs  les  abscisses  .r  (lc|iui> 
./•  =  ()  jiis(|ii'ii  .T  —  (I,  on  aura  aussi  dans  celle  étendue  les  valeur^  de 

F(.T-)  cl  de  /''(f);  pai'  conséquent,  on  aura  les  valeurs  de /^  cl  s  | r 

unealiscisse  et  un  temps  (piclc(ui(|ncs,  tant  ([ue  .r  ±  /  \/^'/;  seronl  reii- 
lérniées  dans  les  limites  o  cl  a. 

Mais,  le  temps  /  ci-oissaut  toujours,  les  (|uaiitités  .r  ^  /  \  ^/i  et 
.v  —  l\!iili  s(U-tironl  liienlot  de  ces  limites,  et  la  détermination  des 
l'onctions 

dc]>endra  ahu's  des  c(m(lilions  (jui  doivent  avoir  lieu  au\  exti'cmitcs  de 
la  ligne  sonore,  s(don  (pie  la  tinte  sera  ouverte  on  IcrnuM'. 

\'l.  Supposons  d'ahord  la  llùle  onvcrle  par  ses  deux  bouts,  en  sorIc 
(juc  la  liL>nc  sonore  \  coniniuni(pie  immédiatement  avec  l'air  cxlé- 
piciir;  il  e^l  clair  (pic  son  élasticité,  dans  ces  deux  (loints,  ne  pouvant 
éti'c  contre-balancée  (|uc  |iar  la  pression  conslaiilc  de  l'almosplii're,  la 
conden>ation  s  \  dcv!"i  toujours  être  nulle.  Il  laudra  d(Uic  (iiic  l'on  ail, 
dans  ce  cas,  .v  .     o,  lorsinic  .r    -   o  cl   lorxpie   r       a.  (picllc  (jiic  soit  la 
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viileiir  (11'  /.  ce  (jiii  donne  les  deux  conditions  à  rernplii' 

F'io^i  v,^)  -  /'{a  -  l  ^JTi)  =  o. 

lesquelles  devront  subsister  toujours,  /  ;i\;int  une  valeur  positive  (juid- 
conque. 

Donc,  en  général,  eu  prenanl  [lour  ;  une  ([uantité  (|ueleon(|ue  pnsi- 
tive,  on  aura 


l-""'i. 


./'(/'  ~  :\         /'(—,-»=  F'ijK 


Donc,  i"  tant  que  r  est  plus  |)etit  que  a,  on  connaîtra  les  valeurs  de 
F'(«  -!-  z)  et  de  /(—  ;  ,  puis(|u"(dles  se  réduisent  ;i  celles  de  /'«  —  :;  ; 
et  de  F'(r),  qui  sont  données. 

Mettons  dans  ces  formules  a  —  :■  au  lieu  de  ;;  elles  donneronl 

/'(-  </~  z)  =  F'(o  ^  =)=f'{c  -  :). 

Donc,  2'^  tant  que  r  sera  plus  petit  que  a,  on  connaîtra  aussi  les  va- 
leurs de  F'i2rt  — ;  et  de  /'  —  c/ —  ;  ,  puisqu'elles  se  réduisent  ii 
celles  de  ¥'  :    et  de  /  :V/  —  ;;,  qui  sont  données. 

Mettons  de  nouveau  dans  les  dernières  formules  a  —  z  poui'  ;:  en 
les  combinant  avec  les  premières,  puisque  :;  peut  être  quelcon(|ue,  on 

aura 

F'Cia  ^  z)  =  ¥\a  ^  z)  =z  f'{o  -^  z). 

f'{-ia  —  z)=   f'{~z)—F'{z). 

Donc,  3°  tant  que  r  sera  plus  petit  qner/,  on  connaîtra  encore  les  va- 
leurs de  F  (  3rt  -I-  :)  et  de  /':  —  ia  —  ;\  |)uis(|u'elles  se  rétiuisent  aux 
valeurs  données  de  F  ';)  et  àc  f  a  -  ;'. 

On  trouvera  de  même,  en  mettant  dererbef  a  —  z  pour  :, 

F\!ir,~z)=  f\-z)   =F'(z), 
f\_-^a^  z)^F'{a-^  z)=f(a  —  z). 

D'où  l'on  connaîtra  les  valeurs  de  ¥'['\a  ^~  z)  et  de  f\—  ia  z). 
tant  que  r  sera  plus  petit  (|iu_^  a;  et  ainsi  de  suite. 
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Du  ;tiir;Hloiic  de  (•clic  iiiiiiiii'i'c  les  valeurs  des  roiictioiis  l'  {.r--/\g/i) 
et  (le  /  (■»■  /  \A'^'''  *|'i''l  'I'"'  ^""  ''"  '''"'1'^  '  écuiilé  depuis  le  eoiniiien- 
eeiiienl  du  iiioineineiil  de  la  lii^iie  Sdiiore;  ainsi  l'un  coniiaiti'a  pour 
cluKjUe  iiislaiil  l'elal  de  celle  liL^iic,  c'csl-;i  (lii'c  les  vilesscs  />  cl  les 
coiuleiisalioiis  s  de  (diacuiic  de  ses  parliciiles. 

Il  csl  visilde,  par  les  loriniilcs  prccédcrilcs,  (|iie  les  valeurs  (le  ces 
loiicliiHis  (leiiicureroul  les  inclues  eu  aui^nienlant  la  quandic  /  \  i;/i  de 
■2(1,  ou  de  '[(/.  (ut,  ...;  <lc  sorh'  (|iic  la  lii^nc  sonore  reviendra  cxaclc- 
nienl  an  uiènic  clal  apri's  (diaquc  inlervalle  de  leiu|)s  dclcriuiiie  par- 
re(|ualioii 

/V/A'/(    -■>■", 

ce  qui  donne     _^  pour  cel  inlervalle. 

Ainsi  la  durée  des  oscillations  de  la  ligne  sonore  est  indé[)cndaule 
des  chranleinenls  priinitils,  cl  dépend  scuilement  de  la  lougucur  ti  de 
cetle  ligne  et  de  la  lianicnr  //  de  l'aluiosplii're. 

lui  siip|)Osaiil  la  Ibrce  accéicrali  ice  de  la  gravité  g  égale  ;i  l'iinilé,  il 
l'aiil  prendre  pour  riiiiité  des  espaces  le  douille  de  celui  (in'un  corps 
pesaiil  parcourt  liijreiiient  dans  le  temps  ([u'on  prend  pour  l'unité 
Secl.  Il,  art.  2).  Donc,  si  l'on  [ircnd,  ce  (|ni  esl  |icrniis.  //  pour  rniiilé 
des  espaces,  riinile  des  leiiips  sera  celui  iin'un  corps  pesant  nie!  ii  des- 
cendre di'  la  hauteur  -  ;  cl  le  leiiips  (rnne  oscillation  de  la  ligne  sonore 
sera  exprimé  par  lu/,  ou,  ce  (|ni  revient  au  même,  le  temps  d'une  oscilla- 
tion sera  ;i  celui  de  la  cliiite  d'un  corps  |)ar  la  liaiileur      coiiime  :>.'/  ii  //. 


l;}.  Si  la  Unie  était  rcrniee  jiar  ses  deux  hoiits,  alors  les  condensa- 
lions  .V  ponrraienl  y  ('Ire  (|iielcon(|nes,  piiis(|ue  rélaslicil(''  des  parti- 
cules y  serait  soulennc  par  la  resislance  des  cloisons;  mais,  par  la 
même  raison,  les  \ilesses/^  y  dc\  raient  être  nulles,  ce  (|ui  donnerait 
de  nouveau  les  conditions 

'■  '  '.«  —  '  VA'/'  )  ^-  /'("-'  V  A'/«  )  =  o- 
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Ces  formules  reviennent  à  celles  que  nous  avons  examinées  ci-des- 
sus, en  y  supposant  seuicmeni  la  l'onction  mari|uée  par  /' négalivc. 
Ainsi  il  en  résultera  des  conclusions  semblables,  et  l'on  aura  encoi'c 
la  même  e\j>ression  pour  la  dui'ée  des  oscillations  île  la  fibre  sonore. 

Il  n'en  serait  pas  de  même  si  la  llùte  éliiit  (Uiverte  par  i\\[  boni  e( 
t'ei'niee  par  l'autre. 

Il  laudrait  alors  (|ne  .v  lut  toujours  nulli'  dans  le  boni  ouvert,  cl  (|iu' 
f>  le  lut  dans  le  bout  fei-mé. 

Ainsi,  en  supposant  la  llùte  miverle  ii  la  dislance  .r=()  et  fermée  à 
la  distaniM'  .r  =  a.  (in  aura  les  eondilions 

d'où,  par  une  analyse  semidable  à  relie  de  l'arliele    12.  (in  tirera  les 
birmules  suivantes 


F'(2<7  —  ;)=  — F'(;),  /'(—  a  —  z\  —  —  f'{a—  5), 

F'(3rt  —  ;)  —  —  f'(a  ~  z).        /'(—  -2(1  —  z-\  T7z^  F'(5), 

Y\  !\(-i  ~  z\  =-i-F'(;),  ./"(—  o  a  —  z  \  =.  -r  f\ri  —  z  ), 

et  ainsi  de  suite. 

Or,  tant  i\w  z  est  plu-^  petit  (jue  a.  les  fonctions  F'  ;  )  e(  fa  —  z": 
sont  données  par  l'état  primitif  de  la  libre  sonore:  donc  on  Cdunailra 
aussi  par  leur  moyen  les  valeurs  des  autres  fonctions 


Y'ia^z),     F'(2rt-^;), 


/■(-;),     /'(-«- 


et,  par  c(inse(|uent .  on  aura  l'étal  de  la  libre  api'ès  un   lem|i>  (|uel- 
conque  /. 

Mais  on  voit,  par  les  formules  précédentes,  que  cet  élat  ne  reviendra 
le  même  (ju'après  un  intervalle  de  liMiips  déterminé  par  ré(|uali(in 

(\^''ffTi  —  4(7: 

d'où  il  s'ensuit  (jue  la  durée  des  vibrations  sera  une  fois  pln>  longue 
Xll.  i.i 
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(|ii('  (liiiis  les  llùlt'S  oiivcrlc-^  ou  rcrmrcs  |i;ir  les  dciix  hotils,  el  (•"csl  <•(• 
(|ii('  r('\|i('M'i(Mic('  coiirn'ini'  il  l'(''t;aril  des  jrnx  d  (iciiiic  (lu'iiii  iHiiiiiiir 
bourdons,  et  qui.  ('laiil  Iidiu'Iii's  |iai' leur  cxlfciiiih''  sii|>(''rioiir(' opiidsi-c 
il  l:i  iioiiclie,  (loiinciil  iiii  Ion  iriinc  octave  plus  lias  (]ne  s'ils  ('laiciit 
oiivcils. 

Voir,  an  l'csic,  Mir  la  (liéoiàc  des  flûtes,  les  deux  pi'omipi's  Vohimos 
de  Tiiiiii,  les  MciiioirTs  de  l'aris  pour  ijd'J,  et  les  \ovi  Commenlarii  iV^ 
Pclfislioiiri;.  tùiiic  .\\"1. 

I').  (Idiisidéntiis  niaiiitcnanl  une  lii^nc  soiioro  (riini'  loiiii'iiciir  iudr- 
fliiie,  (|iii  ne  soil  ('diianli'i'  au  ('oiMrni'ni'iMiicnl  (juc  dans  une  Iri's  pclilc 
éfondiio;  ou  aura  Ir  cas  des  ai^ilalioiis  de  l'air  produilos  par  les  corp< 

SOUOl't'S. 

Su|iposous  dune  (jne  les  agilalions  iuiliales  ne  s'éierulent  (]U0  de[)iiis 
,T  =()  jusqu'il  v^d,  a  élaul  il  ne  (juaiitilé  Iri's  pelite.  Les  vitesses  el 
les  cnndi'nsaduus  iuiliales  P,  S  seriuil  doue  données  pour  toutes  les 
abscisses  .r,  tant  positives  (|ue  négatives;  ruais  idies  u'aurcuil  de  va- 
leurs r(''(dles  (|ue  depuis  .r  —:  o  jusqu'il  .r  ^^</:  In  us  de  ces  limites,  (dies 
seront  tout  ii  fait  nulles.  Il  eu  sera  doue  aussi  de  nu'Uie  des  roiictioiis 
F'i-r)  et _/''(.*■),  puis()u'en  l'aisant  /  =  (i  lui  a 

r        F  t  .r  )  -r-  J"i  r).  s  \   -h  --  K'(  r  )  —  /'{ .r  ) 

et,  par  eousé«|uent, 

1)  où  il  s'ensuit  (|n'eu  |)reuanl  pour  r  une  (juaiitité  jiositive,  uioiudrc 
que*/,  les  fonctions  V'{.r  -t-  /  \  i^/i)  et  /"  (.r —  / \  :,■//)  u'aiii'onl  de  va- 
leurs réidlcs  (|ue  tant  qu'on  aura  .r  ;/;  /  \  i;/?  r  r.  Par  ciuiséqnent. 
après  un  temps  (|uelcou(|ue  /,  les  vitesses  />  et  les  condensalious  v 
senuil  nulles  poiii'  |(mis  les  points  de  la  lii;ne  sonore,  exc(q)té  pour- 
ceux  qui  répondront  aux  aliscisses    r  ^  r    r_  /  ^  i^/i . 

On  expli(|ue  jiar  lii  ciuiimenl  le  s(ui  se  pi'opagi',  et  couimenl  il  se 
forme  successivenieiil,  de  pari  el  d'anlre  du  ccu'ps  sonore  et  dans  de> 
temps  égaux,  des  tilires  sonores  égales  en  hnignenr  ii  la  libre  iniliale  a. 
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r.a  vitesse  de  la  pi'opaijatioii  de  ces  libres  sera  exprimée  pai'  le  eoel- 
ficieiit  \gh\  elle  sera.  [»ar  conséiiiient,  eoiistaiite  et  iiidépeiiilaiite  du 
mouvement  primitil',  ce  (]iie  re\j)érience  coiitirine,  piiis(|iie  Ions  les 
sous  forts  ou  faibles  paraissent  se  propager  avec  une  vitesse  sensible- 
ment éiiale. 

Quant  à  la  valeur  absolue  de  cette  vitesse,  en  faisani,  c()niine  dans 
l'article  I2.  g~  i  e!  //  —  i ,  elle  «leviendr.i  aussi  éiiale  ii  i .  l)r  l'unité  des 
vitesses  est  ici  celle  cpTun  corps  pesant  doit  acquérir  en  tombant  de  la 
moitié  de  l'espace  /;.  (jui  est  pris  pour  l'unité  Sect.  II,  art.  2  .  Donc  la 
vitesse  du  son  sei'a  due  ii  la  lianlcur  -'■ 

lô.  En  supposant,  avec  la  plupart  des  pliysiciens,  l'aii'  iSlo  foi>  plus 
léiier  (|ue  l'eau,  et  l'eau  i '|  fois  plus  légère  que  le  mercnic,  ou  a  i  ;i 
I  I  <)"0  pour  le  rapport  du  poids  specili(|ue  de  l'air  ii  celui  du  mercure, 
di',  prenant  la  bauteur  moyenne  du  baromètre  de  28  ponces  de  l'rance. 
il  vient  333  200  pouces  cui  -2- •-()(')  pieds  ^  pour  la  bauteur  //  d'une  co- 
lonne d'air  uniformément  dense  et  faisant  équilibi'c  ii  la  r'(donne  de 
nu'icure  dans  le  baromi'ire.  Donc  la  vitesse  du  son  scia  due  ii  une 
bauteur  de  i3S83  pieds  -.,  et  sera.  |)ar  eonséquenl,  de  qi")  par  se- 
conde. 

L'ex|)érience  donne  environ  loSiS,  ce  (jui  l'ail  une  ditlèi'cnce  de  pii's 
d'un  sixième;  mais  cette  dilIV'reiice  ne  peut  être  atlribnéc  ([u';i  l'incci- 
titude  des  l'ésultats  fournis  par  l'cxpérienco.  Sur  (juoi  ri///' surt()ul  un 
.Alémoire  de  feu  .M.  Lambert,  parnii  ceux  de  l'Acadéinie  de  Berlin  pour 
i-G8('). 

16.  Si  la  ligne  sonore  était  terminée  d'un  coté  par  un  obstacle  im- 
mobile, alors  la  particule  d'air  eontigue  ;i  cet  obstacle  n'aurait  aucun 
mouvement;  par  conséquent,  si  d  est  la  valeur  de  l'aljseisse  .r  (|ui  y 
ré[iond,  il  faudra  (juc  la  vitesse />  soit  nulle  lors{|ue  .v  =  a,  (|uel  (|ue 


(. ')  Laplaee  a  fuit  ccmiuiUrc  la  caiisp  probatile  di'  cette  diseonlancc  enlro  le  calcul  et  I  ob- 
servation, f'vir  le  ciiuiuième  \'olmiie  i\Q  la  Mcca/Ki/i/c  cc/e^lc.  livre  XII.  Cliapitre  III. 

1  /.  Bertrand.  , 


:V.O  MÉC/VNIOliK    \NAI,YTIOUE. 

soil  /,  Ci'  (lui  (loiiiicra  hi  roiulitioii 

Oi'  (in  :i  vu  fai'l.  I  i  )  (|ih'  la  loiiclidn  / '("  —  /  \  g'/'}  a  une  valeur  r('M'lle 

lanl  (|ii(' 

t/  -  t\ilffi  --  z; 

(I(JI1('.  |)uis(|Ue 

F'(«  H-  l\'^i)z=-  fia  —  l\l^i), 

la  fone(i()n  V'{(i  -\-  l  \i^/i)  aura  aussi  des  valeurs  r(''elles  lors(|ue 

a  —  l  v'ô'A  =  ;, 
e"es(-;i-(lire  l(>rs(|ue 

ly'gTi  —  a  —  z. 

Par  consiMjUcnl,  la   ionetiou   l"'(.r -r    /  vA'''')   sera  non  seuleuienl    ri'ellc 
l(irs(]ue 

.r  +  l  v''a^  =  --, 
mais  eneore  lorsfjue 

,(■  H-  /  \U:li  -   './i  —  z\ 

li'dii  il  suit  (|ui'.  dans  ee  eas,  les  vitesses /;  el  les  condeusalidus  v  seronl 
aussi  re(dles  |M)ur  les  al.)seisses 

X  ^=  9.(1  —  c  —  /  \  .;' A . 

Ainsi  la  lilire  soiKue,  apri's  avoir  iiai'eeuru  l'espaee  </.  sera  eoniuic 
r('-il(''chie  par  r(d)slaele  (|u"(dle  i-enc(in(re,  el  relirtiussera  avec  la  \i- 
tesse,  ce  ({iii  donne  l'explication   l)ieu   nainrelle  des  é(dios  ordinaires. 

On  e\pli(|in'ra  de  la  tn(''iue  nianii're  les  im  Inis  eoniposes,  eu  suppo- 
sant (|iH'  la  lii^ne  s(tnoi'es(ut  terminée  des  deux  e('it('S  |)ar  des  obstacles 
iinnH)liiles  (|ui  i'(d1ecliironl  successivemeut  les  tilires  sonores  et  leur 
feront  l'aii'e  des  espi'ces  d'oseillalious  eoulinufdles.  Sui'  (|ihm  ou  peut 
voir  les  Ouvrai^cs  cites  plus  haut  art.  13),  ainsi  (|ue  les  Mcnioiivs  de 
l  Acadi'iiuf  (le  lliiiui  pour  i  ~  h)  cl   i  7*)'). 


NOTES. 


>OTE    I. 

Sur  la  roineri^enre  des  séries  ordonnées  sitnaiil  les  puissances  de  I  er- 
renlririté  (jui  se  présentent  dans  la  llieorn-  da  inou<.rrnent  elliplKjue  . 
par  .AI.  V.  PiisELX. 

Nommons  ?  l'anomalie  moveniio  d'une  p!anèl<'.  «  raiioiiiaiie  e\ieniri(|iie. 
('  l'excenlricité  do  l'orbite,  de  sorle  qu'on  ait  réqiialioii 


on  ])ent  désirer  de  savoir  dans  quel  cas  la  variable  u  et  les  fondions  finies  et 

coiilinues  de  cette  variable  peuvent  être  développées  en  séries  convergentes 

ordonnées  suivynl  les  puissances  croissantes  de  e. 

Pour  répondre  à  celte  question,  observons  d'abord  (|iie.  '  étant  regardée 

comme  une  constante  l'éelle  et  c  comme  une  variable  léelle  ou  imaginaire, 

l'équation  transcendante 

//  —  e  sin  II  ^  ^ 

détermine  pour  cbacpie  valeui-  de  e  une  infinité  de  \alenis  de  //.  dont  l'une  se 
réduit  à  zéro  pour  t'  =  o,  tandis  (|ue  les  autres  deviennent  inlinies.  Générale- 
ment, les  valeurs  de  //  correspondantes  à  une  valeur  de  c  sont  inégales:  mais, 
pour  certaines  valeurs  de  c,  deux  valeurs  de  ii  deviennent  éludes,  ci,  par  con- 
sé(|uent,  vérifienl  à  la  fois  les  deux  équations 

Il  —  c-  sin  (/  :^  r,         1  —  c  co<  Il  =  o, 

dont  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  première  prise  jiar  rapport  à  ii.  Parmi  ces 
valeurs  de  e,  il  \  en  a  une  dont  le  module  est  le  plus  petit;  nous  nommerons 
a  ce  plus  petit  module,  lequel  dépend  d'ailleurs  de  la  constante  '. 

Cela  posé,  si  l'on  assujettit  le  module  de  r  à  rester  moindre  ipie '/,  el  la  \a- 
riabie  it  à  s'annuler  pour  errro,  u  sera  une  fonction  de  <-  romitlétement  délei- 


:î'i2 


NOTES. 


iniiiiM'  cl  (|iii,  |Hiiii  1rs  valeurs  rrclli-s  de  c,  si-  (■(iiiluliilrM  mer  raiinin^ilic  (A- 
(■(•Illri(|iir  (lu  iiiMiivcilii'iil  (les  |iliini''l('s  ;  de  |iliis,  relie  Inin  liim  el  les  fiiiielidiis 
liiiie^  el  eiMililiiies  de  eidle-l,i  |Hiiiiiiint  èlre  d(''\  <d(i|i|>ees  en  sélics  ri>ii\er- 
^('iiles  ordonnées  siii\:iiil  les  jini-sances  eioissaiilcs  de  c. 

(les  |ii(i|)osili()ns ,  i{iii  resnllenl  de  lliénrèiiies  liieii  cnniiiis  (  '  ),  élaid 
admises,  la  i|iiesliiiii  ii'\ienl  à  delerniiiiei'  le  iiiudille  '/,  on  iilnlôl,  (•(iiiiine  ci' 
inodiile  d(''|ieMd  de  '',  à  Inniver  le  iiiiniiniiin  des  \aleiirs  de  u  i|iii  re|iiindeiil 
aii\  diverses  \aleurs  de  'C  :  e'esl  ee  i|iie  nniis  alliiii-.  faire  en  sni\aiil  la  iiiarriie 
Ir.n-ée  par  M.  CaueliN. 

Nommons  î  la  liase  des  logaiillimes  népériens,  et  soil 

la  \aleiii'  de  c  {{ni  a  le  module  a;  celle  \alc'iir  de  r,  j(]inle  ii  inu'  valeur  con- 
venalde  de  n,  véiilie  ii  la  l'oi,^  les  ('iiaalions 

(/  —  ('  si  11  II  —  ':;.  I  -   -  r  cos  II  =:  (). 

On  Irouxe,  en  dillV'renlianl  la  |iremiére  pni'  lapport  ù  'C, 

ihi  .        ,li- 

(  I    f  cos//  )  -,,,     Slll  //--;-    =   I  , 

//,  ff, 

(III  siniplemeni,  en  ayani  éyard  à  la  seconde, 

.        ///'  ilo  I  c 

-Mil":,,  ^1,         7/^  ^- -rrr:  =-- :.— ^• 


"'; 


Mais  l'éipialion 
nous  donne 

o! ,  ])ar  siiile. 


c  —  /,=^v-i 


^"'-^'-^:;H-«.v-''';^cr;, 


<  ^         </,' 


Mettant  pour  -7;  sa  \aleiir  —  ,,  il  vient 

(it  II  —  , 

I  il  \o"n        il  y. 

-V^^liT-'cn'''''- 

Supposons  niainlenanl  la  conslanle  '1,  telle  (|iie  ii  prenne  sa   valeur  niiiii- 


(1)    ]'i)ir  (iiv('r>  .Mémoires  de  C.aurliy.   ('niiiplrs  rcinlii\  ilc  l' Actideiiiie  des  .Sdciiccs, 
t.  X.  et  E.ccrcucs  de  l'Iijsiqiic  inulliéimuiiiuc,  1.  I. 


NOTES.  343 

iiuiiii  ;  011  aura 

ot  l'équation  précédonlo  inonin»  qu'alors  la   pailic  n'-i'llc  ilc — ^  >0!a 

nulln:  il  en  sera  île  même,  par  i-onsé<|iient,  de  la  partie  réelle  de  a  —  ',  i-l 

l'on  pourra  poser  

"  — Ï  =  ?V  -'• 

ç,  étant  une  i|uanlité  réelle,  ou  bien 

f/  =;  '  ^  G  \  —  1  . 

Portons  celle  \alenr  de  '/  dans  la  rdalinn 

(Il  —  î)  eos«  ^  sin  u, 

(]ui  résulte  de  l'éliminalion  de  r  entre  les  deux  équations 

//  —  c  sin  II  ^X<  '  —  r  cos;/ rrr  <>: 

il  \  iendra  _ 

&  y  —  1  |cosC  cos(p  v'— I  )  —  sin;  sin(  o  v  ^  ')! 

=r  sin^eosfp^  —  I  )  —  cosïsin(i\  —  i  ) 

ou  bien  

«■osr[i\  — 1  eos(p\  — 1  )  —  sin(pv  — i  '| 

=  sin^feosi  p  \  —i  )  —  p  \  — i  sin(  p  V  —  '  '!• 
on  encore 

\-.eos;(p   -  ^ ^ )=s.n,("  ^ P ^ )■ 

Chaque  membre  de  celle  ilerniére  écpiaiion  doit  être  nul  sé|)arémeni  :  on 
peut  doue  poser,  on 

£P^£-?  jP_S-P_  J?_£-P  ^£P_J-P^ 

ou  encore 
ou  enliii 


La  j)remière  solution  doit  éire  rejetée,  car  ou  en  conclurait 

/        £?-^£-P  £f_£-p\2  '-Ç?^;-? 


3i'i 

on  Ijieii 


NOTES. 


(r  —  p)-£-M-  (1  +  p)-E    -P     -  o. 

iVimilidii  iiii|i(>ssilili',  0  rliiiil  rrel.  La  socdiidc  sdliilion  iidiis  iliiiiiic  '  =;  -  ('), 
cl   r('iiii;ili(iii  en  o  pi'iil  s'iM-fii'c 

.._    P' P'         _, 


1.2        1.2.3..: 


.3o'' 


p-  

I  ..'.  1.2.3.4  I  .2.3.   I  .,).(j 

1111  \()il  (|iii'  la  iinanlili'  réelle  el  |iosili\i'  p-  n'a  i|ii'iiiie  ^eiile  \aleiir;  en  la 
leiininanl  par  îles  essais  .suecessils  et  (_'\lra,\anl  la  racine  carrée,  un  tr(iuv< 


<  )n  a  ensnile 


p  =  ±  i,i(,()(i;S.", 


J- 


<■  smii  ~  Il  —  ;  =  p  y-^  1  ,         ecos»  -=  i, 

(l'on,  en  ajiinlani  les  carr(''S, 

'•'='-p% 
el,  par  consc'NpH'hl, 

e  =z±^i  —  çj-  =  ±  y'p-  —  I  y,  —  I  =  rz  o,<J(J2  7 '|32  .  .  .  \  —  i  . 

l'onr  sa\iiir  si   le   nioiinle  n/iG2  yYAi .  .  ■  de  c  esl    nn   nia\ininni   on    ini    inini- 
nnnn,   il    lanl    ilieiclicr  si,  en   adoplanl    |ionr  '/   ciMIe   \alenr,  (Ui  nhlienl    pnnr 


r/-  lo- 


"—  niic  ipianlile  ni''f;ali\e  on  |iosili\e.  Or  ii'i|naliipn 


r/Joav?  I  f/x 


-.\  -' 


nons  donne 

Mais  de  l'i'ipialion 
nons  lirons 


cH:  Il  —  %      ,t: 


(i-\o^a I  /  ilii  \         il- y.    r- 

"  <^  ^  IJi^^)-  \(li  ~  '  /  ~  71-;^ ^'^'' 


I  —  e  cos  II 


ISH  I-  cos  II 


.        ili,  ,!,■ 

'\\\U  =lC^lil/--     -;-  .  , 

'/C  o?  suK/  <-sin«  //  —  Ç 

f/ii  I  I 


c/Ç  (."  —  Ç)<'sin;/  (//  — Ç)" 

(  '  )  Kn  sup|ios;inl.  ce  ([ui  psI  permis,  Z  compris  enire  e  et  -. 


NOTES.  345 

Il  en  résullo 

d-\o^a {ti  —  ï)--i-i        d-cf.    - 

DU  liien.  en  rem[iliuniit  a  —  '  jiar  p  \  —  i , 

d-  loa:<7 p- —  I        d- 


V  —  •  • 


Mais,  le  premier  niemlire  étaiil  réel,  le  second  doit  l'èlre  aussi;  on  a  donc 

d'-y. 

cl.  [>ar  sniie, 

d-  loi: (7  _  p- —  I 

....  .  ,.  '•/-  lOiTA 

Le  iiomlire  o  sui'passant  I  imite,  on  vint  par  la  iiue  r-',—  est  une  (iiiaiilite 

f/,- 

positive,  et  qu'ainsi  la  \alcur  o,'j(j.î..  .  de  u,  coricspondaute  à  ?  =^  ~:  est  bien 

un  niiniinuni. 

La  troisième  solution  nous  donnerait 

sin  ï  =  o,         '  =  o  ou  ::; 
on  aurait  en  même  lem|is 

s =  o 


•lo'  Ap'  

1.2.3        \  .i.A.!i.h 

par  suite 

p  =:  o,  ^  =^  rz  I. 

Il  s'ensuivrait  «=:i,  mais  celle  valeur  de  '/  ne  peut  être  (pruii  niavimiini, 
puisque,  pour  Ç:=  -,  a  est  un  niiiiiiiiuiii,  iM  qu'i'nlre  ï=;o  cl  '—  -  il  n'v  a  pas 

(le  maximum,  non  plus  qu'entre  ï=  -  et  T  =  r. 

Le  noinlire  trouvé  ci-dessus  o,6(3?7432.  . .  esl  donc  Lien  le  seul  minimuiii 

de  <7,  et  ce  minimum  rc|)ond  à  ï^  -•  .Vinsi  les  développements  en  série  dont 

on  fait  usage  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique  sont  toujours  ciuivei- 

Scnls,  tanl  que  l'excentricité  ccsl  inlérieure  à  o,662-43a.  .  .;  dès  (pie  l'exi  en- 

Iricité  dépasse  cette  limite,  les  séries  cessent  d'être  convcri;enles,  si  l'ano- 

XII.  44 


•■ViC) 


\()Ti:s. 


iiiiiiic  iiiou'iiiic  csi  ('<j:i\i'  il  90".  Mais,  si  l'a lalio  moyomii^  csl  (lilTrrenlo  de 

()o",  CCS  iiiriiics  séfics  rcslcioiil  iiin\  crKciilcs  Jiisi|ii'à  ilçs  valeurs  de  ç  sii])--- 
riciir(\s  à  <i,(i<)>7'|:v>. .  .  .,  cl  d'aiilaiil  plus  viusiiics  de  1  ijne  l'anonuilio  iiioyeiiiie 
e>l  ell<>-iiiciiie  [dus  voisine  de  /.{•yn  ou  de   180". 


NOTE  IL 

St/r  /(/  so/ii/in//  puiiiciilicre  que  peut  iiilineUrc  le  prnhh'-iiv  du  inouvcniriil 
d' un  corps  (tilirr  rrrs  dciiv  rciilrrs  Ji.i-cs  par  des  forces  réciprorpii-iuciil 
proportionnelles  utt.r  carres  des  dis/nnn-s  :  fuir  M.  J.-A.  SerTiKT. 


Lai;raii{;(' a  renian|uc,  au  (!lia|)ili'e  Il[  de  la  Scclion  \'II  { '  ),  que,  dans  le  pro- 
hlcnic  du  luonvenienl  d'un  corps  allirc  vers  deux  centres  fixes  par  des  foires 
léciproipicinenl,  proportionnelles  aux  carrés  des  distances,  la  traject<iire  du 
iiHdiih^  peut  être  une  ellipse  ou  une  liyperhole  qui  a  pour  foyers  les  deux 
i-entres  lixi's.  l'^t  la  rnèiiie  chose  peut  encore  avoir  lieu,  si  \\<n  ajoute  un  troi- 
sième cenirc  lixe  idacé  an  milieu  de  la  droite  qui  joint   les  diMix   premiers  el 

doiK'  d'une  action  |)roporti lelle  à  la  simple  distani'e.  I.e  raisomieuient  cm- 

ployi'  |iar  Lagrant,'e  poui' élaldir  cette  ]u-oposilion  laisse  quelque  chose  à  dé- 
-irei',  ainsi  ipie  nous  en  avons  dT^jà  fait  l'oliservalioii  ;  l'olijet  rpie  nous  avons 
en  vue  dans  celte  \ol(;  c>st  de  diuuier  uni'  (h'miuisl  rai  ion  rigoureuse  du  point 
dont  il  s'a,i;il. 

\oii>  conserverons  toutes  les  notations  de  railleur  :  ainsi  la  dislance  des 
iliMix  premiers  centres  fixes  sera  A:  nous  premlroiis  pour  coordonnées  du  iiio- 
liile  les  distances  /',  7  à  ces  deux  ciuilres  el  l'anjile  9  que  forme  la  projecli(m 
de  /■  sur  un  plan  perpi^ndiculaire  ii  A  avec  une  diinle  lixe  située  dans  ce  même 
plan;  enliii,  nous  |ioseroiis  r -^  </  ^  s  el  '■  — '/  -  ".  l-a  force  proiiorlionuelle 
à  la  distance,  et  ipii  est  dirigée  vers  le  troisième  centre  lixe  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut,  peut  être  décomposée  en  deux  autres  rlirii;ées  suivani  les 
rayons  /  iq  7  (d  respectivoincnl  proportionnelles  ;i  ces  lavons;  en  sorte  (|no  le 


(')  Pajic  i(ii(  (le  ce  Viiliiiiic. 


NOÏKS. 

mobile  sera  sollicilé  par  les  deux  seules  forces 


347 


/•-  '  q-  ' 

y.,  3,  y  désignant  des  constantes  données.  En  nommant  15,(.',  Il  les  constantes 
introduites  par  les  trois  premières  intégrations  et  en  faisant,  pour  abréger. 

S  =—  ^.ç«  -+-(H-r-  '^)s''  -  {y.-^^)s^  --C.S--  —li'{y.  +  p)s  -  Wli-  B-. 


si  ~  ru  "  "' 

'/?  = 

BA-^A?                 B /(-(/« 

"(52— /;-)\S        ((/=-/i-^)v'C 

dl  3 

.?-  </«        «"-  </« 

le  proliléme  se  trouve  ramené  aux  é(]uations  suivantes,  où  les  \ariables  sont 
séparées,  savoir 


(') 


1  4VS        4VL' 

les  deux  premières  de  ces  équations  apiiariienneut  à  la  trajectoire  et  la  tjoi- 
siènie  fait  counaili'e  l'élément  du  temps.  Les  constantes  B,  (>,  H  peuvent  être 
déterminées  en  se  donnant  la  position  du  mobile  et  sa  vitesse  au  commence- 
uient  ilu  mouvement.  Nous  supposerons  que  celle  détermination  ait  été  faite, 
et  alors,  en  désignant  par  i\,  s„,  a,,  les  valeurs  initiales  de  /■,  s-,  s,  les  équa- 
tions intégrales  du  problème  seront 


(2) 


'"■/': 


(h 


I     r   s'-ds         I    f    ijT^ 


"  it-  du 


B/i 


r 


du 


(„=_/,^)yU 


Dans  le  cas  général,  les  intégrales  contenues  dans  les  équations  (2 
des  fonctions  abéliennes,  mais  elles  se  réduisent  à  de  simples  fonction; 
ti(|ues  dans  le  cas  de  y  ^o.  On  voit  que  généralement  les  coordonnées 
dépeiident  l'une  de  l'autie;  en  d'autres  termes,  ces  ([uantités  sont  toute 


)  sont 

ellip- 

.<  et  u 

-  deux 


:ris 


NOTKS. 


Niii'ialilrs.  (  !i'|ii'ii(ImiiI  il  pi'iii  nrrivcr  i|iii'  l:i  liaJcM  IdIi'c  du  nioliilL'  -^oii  iiiic 
ellipse  (111  mil'  li\  |h'i1mj|i'  jxani  |Minr  l'oxci-s  et  |)oiir  (■(îiilre  les  lriii<  eenli'es 
li\es;  c'csl  ee  (|iie  iniiis  alhiiis  (>x|ilii]iii'r. 

La   pi'cinièri»  des   éi|iialioiis  (i),   ui'i    lî,  (],  Il   (iiil   des  valeurs  ch'lenniiir'es, 
adinel,  oiilre  son  iiilé.u;rale  i^éiiérale,  la  snliilinn  parlicnlière 

SI    -  .., 

(Ml  sorle  ipi'ciii  poiiria  la  véiilier  en  preiiaiil  pniii'  v  l'iiiiedos  raciiK^s  de  S=o, 
iMi  poil!'  //  l'iiiie  des  larincs  de  l  r.  o.  Mais,  pour  (pie  cette  soliilidii  parlicii- 
li(''re  puisse  (■(iiiveiiir  à  iKilre  prdlih'Miie,  il  l'aiil  d'aJKJid  (pie  la  valeiir  initiale 
S„  (jii  II,,  de  S  ou  l!  soil  mille;  il  laiil  doue  (pie  l'on  ail 


[  (it)i 


riadiee  o  iiidi(piaiil  (pi'il  laiil  snlislilner  .v„  ou  //„  à  v  ou  à  //. 

I*;ii  oiilre,  celle  eoiidil ion,  ipii  est  iK'ccssaire,  a'esl  ])as  snriisanle;  ear  la  so- 
liilioii  |)arli('nli('Te  ne  peiil  r(''soii(lie  noire  pridiK'ine  ipie  si  la  soliilion  ^i'IK'- 
rale  indlipu'e  par  l(.'s  i''ipialions  (  j  )  est  fi\  dcdaiil  :  ce  (pii  ne  |ieiil  arri\er  ipie 
si  les  iiil(\L;rales  d(''liiiies  (pi'idles  conlienneiil  de\iennenl  inlinies.  Or,  pour 
ipie  les  inU'uraies 


dont  réli'nient  est  sii|i|mis(;'  inlini  jiour  ,<:—,<„,  soient  idles-iiu'Miios  inlinies,  il 
l'aiil  (''S  idemineiil  ipii'  le  polsiK'iine  S  conlienne  le  l'arleur  v  —  .s„  an  moins  à  la 
seconde  puissance;  en  d'antres  lernies,  il  l'aiil  ipie  ri'qiialion  S:^  <>  ail  an 
moins  deiiv  racines  égales  à  s,,. 

Vinsi  l'une  des  (■(piations  de  la  trajechui'c  sera 


S(,  =  o, 


Il  II  =r  «„, 


--«-  (S)=°- 


(In  coridiil  de  là,  comme  l'a  l'ail  Lîii;raiige,  (pie  la  ini"'me  seciion  coni(|tie 
qui  peut  être  décrite  eu  \erlii  d'une  force  tendante  à  l'un  des  loyers  et  agis- 


NOTES. 
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sanl  en  raison  inverse  du  carro  de  la  dislance,  ou  lendanle  au  cetitri^  et  agis- 
sant en  raison  directe  de  la  distance,  peut  l'être  encore  en  vertu  de  trois  l'orces 
pareilles  tendantes  aux  deux  foyers  et  au  centre. 


NOTE  III. 

Si//-  le  nièiHf  sujet;  par  I\[.   Gaston   D.vri'.oix. 


On  peut  résiiuilre  la  dil'liculté  signalée  par  M.  Seri-el,  en  se  plaraiil  ;i  wn 
jinint  de  vue  diirérent,  que  nous  allons  rapidenienl  indiquer. 

('onsidérons  d'une  niauièi-c  génr'rale  des  mouvements  s'ell'eclnanl  sur  une 
surface  quelconque,  que  nous  su|iposerons  rapportée  à  un  système  de  coor- 
domiées  isothermes.  Soient 


(') 


ds-~'t.idy.-^clp-) 


l'expression  de  l'élément  linéaire,  U  la  fonction  des  forces  e\|)rimée  en  fonc- 
iioii  de  y.  et  de  p.  L'éf[ualioii  des  forces  vives  sera 


(2) 


l{y:-+'P''-)  =  nV  -\-2h. 


ad  et  ,3'  désignant  les  dérivées  de  y.  et  3  par  rapport  au  leuq)s. 

Les  équations  différenlielles  du  mouvement,  obtenues  pai-  la   mélliode  dt 
Lagrange,  seront 


(3] 


ôy 


dl  '  '-^  ^  -  tj^  3  ■    t>.3 


Si  l'on  y  remplace  y^--^-  3-  pai-  sa  valeur  déduite  de  l'équation  des  forces 
vives,  elles  prennent  la  forme 


'4X'--:)^i\U^-h)-\, 


(4) 


dl 


ôy' 


\l^ii?>')  =  ^[Ul^f»] 


:{oO 
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Supposons,  LoiiiuiL'  il  ;ini\e  ihiiis  Ions  les  cas  oi'i  l'on  sail  inlégi'er,  c|ue 

proiluil 

).(Li  +/0 

soii  lie  la  iorme 

(■->)  /(l-  +  /0-=F(a)-F,(|3). 

I.i's  ('finalioiis  (  'i  )  ponii'onl  s'ôci-irc  coiiinic  il  suil  : 


(fî) 


Si  I  iiii  niiiltijilir  lu  l'icmii-ri-  éijiKilioii  par  y.'  rt  la  sccoiulr  par  ,5'.  les  ileil\ 
niemlircs  ilevieiuieril  des  ditiërenlielles  exactes  dans  les  rlenv  é(piations,  ri 
l'on  I  ron\e,  en  inlé::iaMl, 


(7) 


).-^3'-^ 


=  F(a)-C, 


:C-F,{f 


Il  élan!   nue  i;onslanle  qni  doil  èlie  la  nièiiie  dans  les  den\  cas,  en  vei'ln  di 
ri''i|naliou  des  forces  \i\es.  I)n  diMlnil  de  là  les  r(dalions 


'/; 


(S) 


vF(a)-C       s/C-F,([3) 


Ida 


VF(a)-C       \C-F,(i3) 


ipii   l'uni  eonnaîli'e  à   la   loi^  la    Irajeetoiic  el    la   nianiéie   doni    idie    e<t    par- 
conrne. 

Ici,  dans  ce  cas  i;énéral,   se  pi-ésenle  encoi'c   la   dil'licullé    exauiinée   par 

M.  Seri'el.  Les  éipialions  précé(lenles  adniellenl    inconleslalde ni    la  solii- 

lioii  délinie  par  les  den\  équations 

Id?. 


(9) 


c/a  —  G,  F(3()  =  C,  \-2dt 


VC-F,((3) 


el  il  y  a  lien  de  se  doinander  si  celle  solution  convient  an  pi(dilème  de  Méca- 
niipie  ]ii-oposé.  La  réponse  la  pins  iielle  nous  parait  être  la  snivanle  : 

l'otir  (■oiinaili'e  si  nue  sidniion  quelconi|ue  con\ii'nl  à  un  pndiléine  de  ^lé- 
caniqtic,  il  sul'lU  évideiiiinenl  de  leclierclier  si  celte  solnlioii  \eiilie  les  équa- 
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lions  différentielles  du  mouvement,  qui  sont  ici  les  équalions  (6).  Lu  solution 

(lélinie  par  le  système  (9)  satisfait,  sans  aucun  doute  possible,  aux  ('(iiia- 

lions  (7).  Si  donc  les  systèmes  (6)  et  (7)  élaienl  complètement  éiiiiivalenis. 

on  pourrait  afiirmer  (|ue  les  formules  (9)  (loMner<inl  une  solution  du  prolilèmr 

proposé. 

Mais  le  système  des  équations  dilTérenlielles  du  mouvement  et  le  système 

des  intégrales  premières  (7)  ne  sont  pas  absolument  équi\alerils.  Pour  oii- 

lenir  les  inlégrales  ^7),  il  a  fallu  multiplier  les  équations  (6)  respeciivemeni 

par  3t'  et  par  ,3'.  On  a  donc  ]ui  introduire  des  solutions  étrangères  vériliani 

l'une  des  équations 

a'=:  o,         3'=;  11. 

Toute  solution  de  la  première  é([unlion  1,7)  pour  iaquolle  x  n'est  pas  une 
constante  satisfera  certainement  à  la  première  équation  (Gi.  qui  s'en  déduit 
en  dilTérentiant  et  en  supiirimanl  le  l'acteur  dy.\  mais  la  solution  de  cette 
é<|uation  (7)  pour  laquelle  7.  est  une  constante,  déterminée  nécessairement 
l)ar  la  condition 

F(a)=C. 

est  précisément  la  seule  pour  laquelle  on  ne  puisse  rien  afiirmer. 

Et,  en  elTet,  si  Fou  suppose  y.  consiant  dans  hi  jiremière  équation  iGK  om 

trouve  réqiialion  de  condition 

F'(  al  =  0. 

(|ui  n'est  ]ias,  en  général,  compatible  avec  la  seconde  des  é<pialions  (9). 
Ainsi,  il  ne  ]iourra  y  avoir  de  solution  du  problème  de  Mécani(pie  jiroposè 
correspondante  à  une  valeur  constante  de  a,  que  si  cette  valeur  satisfait  à 
l'érpialion 

F'(3!):-0. 

La  valeur  correspondante  de  la  constante  C  sera  alors  V(y.'\. 
Supposons  que  l'on  ail.  en  même  temps, 

/.  =  /(a)-/,(.3), 
/.r  =  9(5:) -9,(3). 
Alors  on  pourra  prendre 

F  (a)  =  9  {»)  —  h  f  (x), 
F,(3)  =  9,(3^--A/,(3). 

Il  >  aura  donc  toujours  une  valeur  de  /;  telle  que  l'équation 

r{y.)^z'{y.)~lif\y.)=.o 


Xrl 


\()Ti:s. 


:i(linctlc  |]iinr  racine  Icllc  \alciir  do  y.  i|ii('  l'un  Mtuilin  [en  (_-\cc|il;ml,  liirn  cii- 
li'iiilii,  les  racines  de  /'(  y  ij.  Il  \  anra  (hme  une  suinlioii  du  proldème  |)ro|ios(' 
dans  lai|iiell<'  la  Irajechiire  sera  l'une  i|ue|ciHii|ue  des  C(.)url)('s  çourdonnées 
I  à  l'exce|ili<ui  de  cidles  duul  le  pai-anièlre  annule  stiil  f\y.},  soil  f[{p)\. 

V.n  a|iplii|uanl  ces  |iriip(isilions  i^i'uiTales  au  pi'(d)lèMie  de  Laf^'ranL-e,  un  l'e- 
connallia  (|ue  loules  nos  li\polIieses  snni  \ériliées.  Il  suflii'a  de  ra|ipnrler  le 
plan  au  s\slénie  isulliernie  fm-nié  des  idlipses  et  di.s  |]ypei'li(des  diuil  les 
fouTs  siinl  les  deux  |ii)inls  qui  allireni  eu  laisuu  in\eise  du  caii'e  de  la  dis- 
lance. Si  /■  et  /■' désiyiieul  les  di,>lances  d'un  pdinl  à  ces  deux  re\eis,  nu 
posera 


/■  —  r  ^^  2v. 


La  l'iirce  \ivê  aura  [)nur  expression 


(,a^--/^)( 


[J.- —  (-    .     c-  —  V- 


l.a  l'oncliiin  des  ('(irci.'s  est  ici 


C 


Mil^-^-j^). 


Il  laul,  pDiu'  a|i|di(pier  les  formules  géiiéiaies,  |irendn 


dx 


r/p  = 


/{='■)  =  F-\  /,(?)  = -y, 

9(a)  =(A  4-C)p.  +  15/j.'',         o,(|3)  =  (A  —  r:)v-+-  Hv\ 

Par  suite,  les  ellijises  et  les  hyperboles  lioniorcicales  pourront  être  des  trajec- 
toires du  nioijile.  à  l'exceptidU  de  celles  (pii  salisfout  à  l'une  des  é(|iuiti(His 


oijlenues  eu  diil'erentiant  f{x)  el  /i(,3). 

La  lu-eniièrede  ces  é(]ualions  no  peu!  a\oir  lieu,  ^  étant  supérieiu'  à  c  La 
seconde  nous  donne  celle  des  I)yi)erl)olcs  qui  se  réduit  à  rax<'  non  l'ocal.  Il 
est  clair,  en  ellél,  que  cet  axe  ne  iiciit  pas  être  décrit  pai'  le  point  inatéri(d 
lorsque  les  attracti(Uis  ipii  émanent  des  deux  l'oyers  sont  inéi,'ales. 
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NOTE  IV. 

Sur  un   thcoirritc  de  Mécanique  ;  par  M.   OssiAN  Bonnet. 


Lagrange  a  iiiotili'é,  à  la  page  iiodo  cr  N'oliiine.  fine  la  iiiriiio  seclion 
i-oiiique  qui  peut  rire  décrile  eu  \erlii  d'iiue  fon-e  teinlaulc  à  l'iiu  des  l'overs  eu 
raison  inverse  du  carré  de  la  di^tauce,  ou  tendante  au  centre  en  raison  directe 
de  la  distance,  peut  Tètre  encore,  sous  certaines  conditions,  en  vcriii  de  trois 
forces  pareilles  tendantes  aux  ileux  foyers  et  au  centre;  ce  ipii.  dit-il,  est  très 
remarquable. 

Legendre  a  été  conduit  plus  tard  à  nue  conséquence  analogue,  mais  plus 
explicite,  dans  le  Trailé  des  fonciians  c/lipti'/iw.t:  on  lit,  en  eliet,  à  la  page  V-*"> 
du  Tome  I"  de  cet  Ouvrage  : 

«  Soit  A  le  sommet  d'une  ellipse  dont  F  et  <i  sont  les  deux  foyers;  soil  \  '  la 
\itesse  en  A  nécessaire  pour  i|ue  celttMdlipse  soit  décrile  eu  vei-lu  de  la  force 
\  a]ipliquée  au  foyer  F;  soit  pareillement  \  '  la  vitesse  eu  A  nécessaire  pour 
que  l'ellipse  soit  décrile  eu  vertu  de  la  force  I>  appllipiée  à  l'autre  foyer  (i;  si 
ces  deux  forces  agissent  à  la  fois  sur  le  mobile  et  rpie  la  vitesse  initiale  \  soit 
telle  que  V-=  V'-  +  N  "',  il  décrira  encore  la  même  courbe.  » 

Ces  résultats  ne  sont  que  des  corollaires  tl'uu  lliéorème  général  que  l'on 
peut  énoncer  comme  il  suit  : 

ThéORèmr.  —  Si  p/iLsiciifs  niasses  m,  m',  ne',  .  .  .,  respect  ieenienl  soiiniiscs  à 
l'action  des  forces  F,  F',  F",  .  .  . ,  et  partant  toutes  d'un  point  A  aeee  des  vi- 
tesses i\,,  c'„,  c'[,,  ...  de  f;iandeiir  difl'érente  mais  de  même  direction,  décri- 
cent  la  même  courbe  ACÎÎ,  la  masse  quelconque  51,  soumise  à  l'action  de  la 
résultante  des  forces  F,  F',  F  ,  .  .  .,  et  partant  du  point  A  aece  une  vitesse  \„ 
avant  la  même  direction  '//te  les  vitesses  c„,  c„,  c^,,  ...,  décrira  encore  la 
courbe  ACR,  pourvu  <pie  les  forces  F,  F'.  F',  .  .  .  soient  irtdéjiendantes  du 
temps  et  que  la  force  vive  initiale  "SW],  de  la  masse  M  soil  c^ale  à  la  somme 

mvl  -+-  m' v'.'r  -f-  m"  v"}  -h  .  .  . 


des  forces  vives  initiales  des  /nasses  m,  m',  m 


Démonstration.  —  \fm  d'abréger  le  disrours,  appelons  mouvements  par- 

Xll.  Aj 


•.V6Ï 


NOTKS. 


lii'ls  crnx  (|iii  son!  pruiliiils  |Kir  ii's  l'orccs  l\  !•'',  I'"',  ...  ;i,t;i»saiil  S('>|);ir(''iii('hl. 
cl  iiidiivcmciil  riiiiipiisc-  ci'liii  i|iii  |iri)(luil  hi  i'i''<iillaiil  :•  ilc  ri>s  l"circ('<. 

Si  le  iiiiihili'  M  ni'  il(''i'iil  |i;is  lii  riMirli"  \(;i!  i|;iii>  le  uniiis  .'mi'iil  i-i)iii|h>S(', 
(111  |ii)iii|-;i  lui  lairi'  ilcci'iic  cclli'  ri(iii-l)('  en  ;iiiini^ii,iiil  à  la  n^Niillaiil  c  des 
rmri's  !■',  !•",  V",  .  .  .  iiiic  loi'cc  iioriualc  i-oiiNciiahli'imMil  clioisii',  et  l'on  aiu-,i 
aliirs  li'S  ri|iialioiis  roiiiiurs 

d'  r 

,M  -tV  =  X  4-  X'-h  X"-f-  .  .  .  -H  i\  cos  y  =  V  X  +  ^  cfjs  X, 
al'  — j 

M  ^'  :^  Y  +  Y' -h  Y  '  -I- . . .  -t-  N  cos  ^  ==  V  '^-  -4-  N  r.os  l, 

M  'hl  =,  7,  -^   7J  -h  Z"  +  .  .  .  +  N  <'(.sy  =  V  /    _.^  \  cos  y, 

'  ,  1  ,  -  i-i'iir/'sonlaiil  les  cDurdunncM^s  du  iiiuliili'  au  lu  ml  du  li'iups  /,  i  \,  ^  ./.  i. 
i\',  V'.Z'),  (X,Y",Z'),  ...  Il'-;  coinposanlos  rcspiMiivos  prises  paralKMcniciil 
aii\  a\os  des  forces  F,  !•",  I'",  .  .  .,  N  l'intensilc'  de  la  force  iiorniale,  et  a,  3,  y 
le-^  aii.L:le^  ipie  la  direclioii  de  celle  force  l'ail  avec  les  [larlies  po^ilives  des 
axes  des  cooidolinéi's. 

Miilliplianl  la  première  ('ipialioii  par  '.ih-,  la  deuxième  par  ■'.<lv,  la  Iroi- 
sième  par   •.(/;,  el  ajoiilaiil,  il  viendra 

d  M  V-  ^  o  dr  V  ^-    H  >.  dv  V  Y  -1-  !  dz  V  Z, 

\'  èlaiil  la  \ilose  dn  iiioliile  an  poiiil  :r.  r,  z  :  mais,  i-i'manpioirs  que  c,  c'. 
c  .  ...  clanl  les  \ilesses  des  masses  ///,  /;/,  m".  ...  loi-si|ir(dles  passent  par 
le  même  |ioinl  dan<  les  moii\emeiils  parliid<,  on  a 

d  !,/,■'  -r  mX  (/.r  r-  Y  ./)•-,-  Z  ■•/;), 
,/  ,■»'  c'-  :^  •.  (  \'  ,/,c  -i-  Y'  d^■  -]-  ■/:  dz  ), 
d,nv'-=zM\'dx  +  Tdv  -t-  Tdz), 


On  a  donc  aussi 

;/_M\''-^  d  ni'.'  :-  d  ni  v'-  -{-  d  ni'  c"-  -t-  .  .  .  =  V  d  nu.-'  r^  d\  nu'-; 
d'uii,  inlégranl, 


II  j-impleineiil 


NOTKS. 


MV--  V,„,' 


UoS 


l'ii  rciii;!i(|(i;iijl  que,  (r;i])i('s  ri)y|uiili('>M',  rcllo  (■izalilé  ;i  lien  ;iii  |ii.iiil  ilc  ilé- 
IK.rl. 

Cela  nous  iiKUilre  iléjà  que.  pom  Imiles  les  pnsiiioiis  coniiiic  pdiii-  in  posi- 
liiiii  iiiilialo,  la  l'oicc  \i\e  de  la  niasse  .M,  dans  le  nionvenionl  que  n<;iiis  consi- 
dérons, est  égale  à  la  somme  des  forces  vi\('s  des  niasses  m.  /«',  m  .  . . .  dan> 
les  niouvemenis  partiels. 

Il  est  niainleiianl  Iden  lacili'  de  |iroiiver  (|iic  la  lone  >  e-l  nulle  ei,  par 
l'onséqiienl,  f|iie  le  nndiile  ^I  [lareoiirl  la  icnrlie  A(!l!  dan>  le  ii:oii\  eiiienl  icni- 
|iosé.  En  elTel,  celle  Inrce  est  éirale  el  ronlraire  à  la  résnllanle  de  la  lnicc 
cenlrifiiere  et  des  coniposanles  normales  des  Torces  F,  F'.  F'.  .  .  .:  or  la  Corée 
cenlrifiige  dirigée  en  sens  iincrse  du  laMui  de  comluirc  de  la  coiirhe  esl,  en 
appelant  o  ee  raujii  de  conilnii'e, 

M\  - 


m,  tl'après  ce  (jne  nous  avons  démontré. 


d'ailleurs  les  coniposanles  normales  des  l'oi'ces  1",  F',  F'. 


nient  éi;ales  el  contraires  à 


)nt  respect ive- 

)uisque  les  masses  ///, 

m',  ni .  ...  décrivent  la  conrhe  A(JI!  dans  les  nioinemcnls  partiels;  il  y  a  donc 
é(|uililjre  entre  la  foice  centrifuge  et  les  composantes  normales  des  forces  e\- 
léi'ieures;  par  conséfitient,  la  force  N  est  nulle. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  le  poini  complèlement  libre;  s'il 
était  assujetti  ii  rester  sur  une  surface,  le  lliéoréme  >erait  encore  \rai,  car  ce 
dernier  cas  se  laméne  à  celui  d'un  point  libre  par  rinlroducliou  d'une  force 
normale  à  la  surface. 
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NOTE  Y. 

S(ir  hi  j)liis  roui  le  (lisidiicc  viilrc  (Icii.v  points  t/'u/ie  siirfac( 


Lorsqu'un  iioiiil  iii;\l('Ti('l  se  inoiil  siii'  une  siirl'ace  (Ixc,  el  i|ue,  siuiiiiis  à 
la  seule  iullucurc  d'une  \iiesse  initiale,  il  n'esl  sollicili'  par  aueune  force, 
La^Tangc  déniouire  (p.  iSi)  (|ue  la  vitesse  est  constanle  et  la  liL:ne  ipTil 
(léci'il  la  plus  comte  (pie  l'on  puisse  mener  enlfe  deux  de  S(_'S  points,  l'our 
pi'onver  celte  pfo|iosil  ion,  I  il  lustre  auteur  se  borne  ii  montrer  ipie  la  variation 
de  l'are  \  ds  est  nulle  et  que,  jiar  conséipient,  il  y  a  ma\imum  ou  miniimun  : 
or,  dit-il,  il  iK'  peut  y  a\oir  maxiiiuim,  donc  il  y  a  miiiiiuinu.  dette  manièi'c 
de  raisonner  n'esl  pas  admissilde;  on  sait,  en  ell'el,  (pi'iuie  inlét:cale  (h.int  la 
vaiiation  esl  nulle  peut  fort  liien  n'être  ni  maximum  ni  minimum  ;  dans  le 
cas  [larlicnlier  doiil  il  s'a,i;it,  l'assertion  de  [jai;rau;^e  est  ce[iendant  exacte, 
comme  on  peut  li'  déiriOirîrcr  en  rpielques  mots. 

L'iMpiation  ditfi'rentielle  i|ui  exprime  que  la  variation  île  l'intéurale  /  f/v 
e>l  nulle  pi'oiive,  comun^  ou  sait,  i|ue  le  plan  osculali'ur  de  la  courlie  esl,  en 
cliaque  point,  noi'uial  ,'i  la  surface.  Or,  en  siqiposant  les  deux  t'xirémites  de 
l'arc  eiuisiiliu'é  inlinimeul  \oisines  l'une  de  l'autre,  parmi  tous  les  arcs  qui 
peuvent  les  ri'Uiiir  sur  la  surface,  le  plus  petit,  celui  ({ui  dilf(-rera  le  moins 
de  la  C(U'de,  sera  (Aidemment  l'ai'c  dmU  la  coniliure  esl  la  plus  |)etite,  c'esi- 
à-ilire  diuit  le  layiui  de  l'onrliure  est  le  plus  praud.  (»r  les  arcs  qui  ri'uni>seut 
deux  points  inlinimeul  \oisins  d'um'  surface  |ieu\'eid  i''tre  consiilériVs  cmume 
a\ant  même  taui;(Mite,  et,  par  conscqiienl,  d'après  un  lluMU-ènie  bien  eomin 
d<'  Meusnier,  c(dni  dont  le  plan  osculaleur  est  normal  à  la  sinTa<'e  a  le  ra\on 
(le  co(n'l)nre  maxinumi  et  est,  par  conséciuenl,  le  plus  court. 

I,a  propositi(ui  ('noiict'e  par  [.atjraniîe  est  exacte,  comme  on  \ient  de  le 
\oir,  pour  un  arc  inliuiment  petit  (pn-lconque;  mais  elle  cesserait  de  l'èire  si 
l'on  c(Uisi(l(''rait  un  arc  d'inu,^  j;raudeiu'  linie.  Il  exisie  siu'  ce  snj(.'l  un  lh(''o- 
réme  curieux,  (■'nonc('!  sans  (k'moustration  par  .lacolii,  qui  donne  un  moyen 
:;(!'iK''ral  de  déterminer,  pour  cha(pie  liiîue  tracée  sur  une  siul'aee  et  satisfai- 
sant aux  cv)uditious  de  minimum,  les  limites  entre  les(|uelles  elle  est  ri'M'ile- 
meut  la  plus  ciuute. 

.S'(*//  VMM  une  li'llr  tii;iic  :  (H't/iiri>i>s-/io/is  sur  telle  li^iie  à  parlir  du 
point  \,  eonsidéré  eoninie  liiiiite    /i.re.    en  nuirehant   vers  les  /luinls  siit\(inh- 
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de  la  courbe.  Si  l'on  jirenil  l'un  de  ea^  po'inLs  comme  seci>//d('  limite,  il  //oui/-ti 
arriver  i/u'entre  ce  point  et  le  prenùer  il  passe  une  autre  coiirhe  pour  buiuelle 
la  condition  analytique  du  nnnimum  soit  également  remplie:  eh  bien,  la  lii^ne 
considérée  cessera  d'être  nnnimuni  entre  le  point  A  et  la  seconde  extrémité 
considérée,  en  un  point  pour  lequel  cette  seconde  ligne  se  confond  avec  la  pre- 
mière. 

Ce  théorème  n'a  pas  clé  démonlré  par  les  t;éomèIi'CS  qui  ont  coiiiinoiilé  in 
célèbre  Lettre  dans  laquelle  il  est  énoncé  (').  Nous  croyons  faire  une  chose 
utile  en  indiquant  rapidement  oonunent  il  résullc  de  r\nal\so  tic  .Iac(d)i. 

L'intégrale  considérée  étant,  en  irénéral, 

.//(.'■..'•,.} ')'/-^-. 
la  variation  peut  prendre  la  forme 

fX'lvd.r, 

\  étant  la  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  foiu-nit  l'équation  que  l'on  doit  inté- 
grer pour  résoudre  le  proliléme. 

Pour  (iu'il  V  ait  niiniinuni,  il  faut  iiue  la  fonction  —^  reste  conslammcnl 

(ly  - 

positive  entre  les  limites  de  l'inlégration.  Or  celte  condition  ne  peut  man- 
(|uer  d'être  remplie,  ipielles  (jue  soient  ces  limites,  jiuisque  nous  avons  vu 
(|u'il  y  a  toujours  minimum  entre  deux  limites  quelconques  qui  sont  sufli 
sammenl  rapprochées.  11  faut  en  outre,  d'après  l'Analyse  de  .lacohi.  qu'en 
désignant  jiar  r  l'expressicui  déduile  de  l'écjualion 

\'  =  o, 

et  (|ui  reid'ermc  deux  coiislaiiles  arbitraires  a  cl  b,  on  puisse  déterminer  deux 
constantes  7.  et  S  telles  (|u'eii  [losaiit 


expression 


<)a  ôb 


\(h  Oy         a  dy-  d.r } 


ne  devienne  pas  infinie  entre  les  limites  de  l'intégration,  ou,  ce  (pii  revient 
au  même  en  général,  de  telle  sorte  (|ue  u  puisse  ne  pas  devenir  nid  cnlic 

(')  Journal  de  Crelle,  t.  X^'1I:  et  Journal  de  Liou\illc,  \"  série,  t.  III. 


;i.i8 


N(>TI-:s. 


les  iiirincs  liiiiilcs.   Il  csl  cliiii',  d'iiiurs  ccl;!,  i\i\(',  |iniir  cliaiiuc  valeur  tlo  -i 

s'il  arrixc  ipir  ri'\|ii('ssioii  //  s'aiiiiiili'  en  deux  |Miiiils  de  la  liuiic  iiiiiiiiiiiiiii 
Iduriiic  |iai'  Ir  lali'iil  des  vari.d  icn  <,  ciilic  rcs  deux  |i(Hiits  cxli'èiiies,  on  [HHiiia 
ariiiiiicr  (|iic  riiili' .m'aie  csl  mi  iiiiiiiiiiuiii.  (Ir  je  dis  i|ii'ils  joui  nui  I  préeiséineiU 
de  la  |in)priel('  sinnalée  par  .laculd,  e'e>l-;i-dii-e  ipie  l'on  poiiri'a  iiieiier  de  l'iiii 
à  l'anli-e  deux  liuiirs  inliiiiineiil  \(iisiiies  pii''senlaiil  éi:al(.'meiil  la  pri.i|iiii''t('' 
de  iiiiiMinniii.  I!eiiiar(|ii(ins,  en  ed'el,  ipir  l'cxpicssidn 

f)r        r  ày 

oil  riiilégi'ale  générale  de  réf|uatiun  linéaire 

oV  =  o, 

ilaiis  la(|ii(dle  un  considrre  ov  (■(iniiiM_^  incimnne  (  voir  le  Mémoire  de  .laeobi  ). 
Si  donr  (in  allriline  à  y  la  valeur 

y  +  ", 

y.  el  (3  élaul  cluusis,  ee  (|ui  est  [lerinis,  de  lidle  manière  ijue  ii  soii  iulinimenl 
petit,  l'expression  ^'  s'annulera,  |inis(pie  la  valeiu-  de  y  s'annule  ]iar  liy|Hi- 
llièsc,  el  (pu'  raceiuissemenl  infinimenl  pelil  u  rend  ?a  variation  éj.'ale  à 
zéro. 

Oii  aura  doiu'.  deux  liiiue.s  inliniment  Noisiues  réunissant  les  deux  mêmes 
points,  et  ])oin'  les(|uelles  la  (■cnidilion 

V=.o 

sera  remplie,  e'est-ii-dire  <pii  sali^Ceioul  ('■ualenienl  aux  eondilions  de  uii- 
niuium. 

l'.enuuMpmns,  a\anl  de  lermiuer  celte  xNote,  ipu'  le  Mémoire  de  .laccdii  con- 
tient réu(Uicé  d'un  autre  Ihéoiéme  hien  remar(pialile  : 

Si  les  (Icii.r  i(U(i  hures  d' une  surfiiee  saul  n/i/insees  en  vlxujue  ptiiul .  lu  lii;ii(' 
ijui  sutisftiil  (la.i-  ('uu/i/iuris  unulylirjues  du  niininiuiii  es/  litujuurs  réellement 
la  jilus  eau  rie. 

^ous   nous   liorneions  à   iapp(der  cet  éiupncé  aux  ;^éomélres;  la  discussion 

jdiis  détaillée  du  |iroldeme  de  (iéoniélrie  (|ui   l'ail   l'objet  de  cette  Note  ne 

serait  pas  ici  à  sa  ])lai'e. 

[Noie  (le  M.  J.  Jh-rinuid.) 


NOTES. 


3oi; 


NOTi:  Vf. 

Xi)/(^  sur  ti/ic  fornudc  de  Lugran'j^e  relatnc  (tu  inoinritifiil  pi-ndiihii 
par  M.  A.  Bisavms. 


Mon  élilioii  de  la  Mriuiiiii/in'  aii'dyli'jiu^  {V\\v\<.,  iSi.V)  rtMil'iTmaiit  plusieurs 
faiites  l\po,^rn|)hii|iU',s,  je  vais  re[)reiiiii'e  les  calculs  île  La.^raii.ire  à  la  paui'  11)7 
(lu  Tome  11  (  '  1. 

La,ïran;-ie  veul  chIciiIit  l'angle  île  r.iialiou  -j  ilu  peiiiiiilc  aiil.>ni'  de  la  \eiii- 

cale,  cl    il   écril  ipu',    y.  et   î  élaiil  les  aiupliludes   uiaxiiauiu   et    luiiiiuiuiii, 

■L  l'auipliludo  variable  avec  le  leuips,  et  7  un  luiitle  anxiliaii'c  duniH'  par  la 

l'orninle 

cos'L  —  cos  j:  si  a- 7  ^  cos  5  cos-7, 

ou  aiu'a 

.    V ''^- *'"  ^  *i'i.^  "'"  \'2x  sin  j:  sin3  <h 


\  cos  y.  —  cos  3    1  '  —  '^^■i  V  '  -         V  cos  y.  —  cos  i    *  '  —  C'O*  V  '  - 

On  a  d'ailleurs 

cos  a  H-  cos  3 


•>,  -i-  4  cos  y.  cos, 3  -H  cos-  y.  -^  cos-  3 
i  =  \  1  -T-  ■/.  (  cos  ,3  —  cos  y.  )  cos  2  7  . 

Il  s'agil  d'intégrer  de  i-  =  o  à  7^  ->  ou,  ce  ipii  revient  an  même,  de  y  —  ^ 

à  i  =  ,3,  en  tenant  compte  des  termes  du  second  ordre  y.,  ,3,  ol  néi;lij;eaiil 
ceux  du  quatrième  ordre.  Le  calcul  du  premier  des  deu\  termes  qui  com- 
posent la  \aleurde  c/y  n'olîre  aucune  diriiculti'':  on  peut  poser 

v.-=\,         ^  =  1,  I  -h  cosi  =  ■.!,         \  cûsa  4- cos3  ^  2 

ou  trouve  alors,  pour  ce  premier  terme, 

L  a  3  ,h 


<\\\  y.  sm  j  ^  y.'j; 


et,  inléirraiil. 


-  yfi 


l.e  calcul  du  second  terme  est  plus  compliqué,  parce  que  le  dénominateur 
renferme  le  l'acteur  1  —  c  isi,  qui  est  lui-mènu>  du  si'cond  ordre. 


(  '  )  Paiiu  1S8  (Je  ce  Volume 
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l'iiitcs,  a\cc  Lagruiiyo, 

cos-p  —  cos'iz 


2  +  4  cos y.  cos [5  M-  cos-  a  4-  cos-  j3 

COSp  —  cos  3! 


-—  siu  ^'.y, 


a  —  cosp  —  ros;! 


^  siiiav; 


,  _  e(js'{>         (,a  —  cosa  —  C0S|3)  cos-v(,i  +  laiig-v  —  2  laugv  cos2;7j 

-(A"-i- lV'cos2:r  — C'cos  icr), 


I  1  —  cos'y)-        C-i  —  cos^  —  cos,i)  CDS-v  ccisy 

DU  plus  siiniilciui'iil,  eu  supiirimaiil  les  Iciiucs  eu  cos2î-,   cos4i',  lesquels 
iliii\eiil  (iispai-aîli'i'  par  rinl(''Ki'alion, 


(i  —  cos'^)i       {■>.  —  cosa—  cosp)  cos^v  cosy 

2(A  -I-  H  laiijïv  +  C  lang-v  -h. . .) 


(2  —  cosi!  —  cos, 5)  cos'-'v  cosy(i  —  taug-vj 
Dans  colle  l'oiniule,  or.  a  d'aillcuis 

A  =  14-  !  lan-'y.  .  ., 
B=—  laugy  —  .  .  ., 
C  ==f  laiig-y  4- . .  ., 

ce  >|ui  ciiauijc  le  terme  à  calculer  en 

2 ^â  sina  sin;3c/a(i  4-  [  lan^-y  —  lansy  Inngv  4-  ;  lan^'-y  lang-v  4-  ■  ■  ■') 
^/■>  4-  4  cosst  cos  3  4-  cos- a  4-  cos- ,3  (2  —  eosz  —  cos, 3)  cos  y  cos-v(i  —  lang-v 

lui  inlé^;i-anl  de  !7  =:  o  à  i' ^  -  >  ce  Icnne  ilevienl 

sin:zsin3  7:  v  2  1  i 


■2  —  cosa  — cosjj  y '2  4- 4  cos 3!  cos ,3  4- cos- J!  4- cos- j3  ^:usy  c0S2v 

X  (i  4-  !  tani;-y  —  laniïy  langv  4-  \  lang-y  tang-v.  .  .)• 

Si   l'on  néglige  les  (juanlilés  du  qualriénie  ordre  en  y.,  ,3  (' ),   le  premier 

1  '  )  La  méUiode  suivie  par  Bravais  csl  Inin  d  rhc  l,i  plus  sinii)lc,  cl  elle  laisse  sup|)oser 
(pie  l'expression  à  calculer  ii'csl  pas  dévclopp.ible  s\ii\aiil  les  puissances  entières  de  a  ol 
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facteur  aura  pour  val(Mir 


■2  exil  r     2'  -^  !>'•  -^  4  ^■"  3"  n 


le  deuxième  facteur  sera 

le  troisième  facteur  sera 

I 

le  quatrième  facteur  sera  égal  à 


a-  —  5-  r     _^      {yr~  3-V-   1, 


le  cinquième  facteur  sera  éiral  à 


y.-  —  ^'-      i  1  —  cos  2  'j  la  —  3  i' 


Le  produit  total  sera  donc 


et,  en  lui  ajoutant  —  -7-)  on  trouvera 


,         T.  i  Ay.:i\ 


de  Jj.  Il  vaut  mieux  employer  ia  furnuile 
si»  2  sin  fi 


(  i  —  cos  a  —  cos  jj  I  cos  14  '. 


(pii  se  dcdiiil  taeilemenl  de  la  valeiu-  de  siiiïv  et  ([ni  permet  di-  ramener  fe\|iiesslon  à  la 

forme 

/-        *         1^ 
-  V'.'  cos  -  cos  - 

2  V 

— ^^^=^^:^z^^^^^=^=:  (  1  —  tant; Y  'aiigv  -i-. , .  1. 
va  ^  4  cos  a  cos  f!  -^  cos  ï  -1-  cos  3 

On  trouve  ainsi 

-     I :  (a-  ^  '^2  )    (  1  —  lani;-:'  tan"v  ), 

'  L       "•  J  •  '      ^ 

ce  i|ui  conduit  au  résultat  de  Iira\ais.  (i-  1^- 

Xll.  46 


."(i-j  Non:  S. 

<l>  cUiiil   hi  ilidV'iciicc  (les  \;ili'iirs  ilc  lii   \;iriMlil('   v  entre  les  liinilcs  ']y  =;  >:  el 
l.iiKi;iiiL:e  ;i  trouvé 


siiii  l'irciii'  |ir()\iiMii  (]<'  re  i|iie,  (hiiis  le  seeoiid  icmie  île  d\,,  il  n  ('■cril,  [uu- 
iric^aidc.  ;iii  ciciiiuniiuilenr,  i  -  l;mt;-v  ;iii  lii'ii  de  i  -liiim-v,  erreur  (jui  a 
l'ait  ilispaiaitre  le  l'arleur  -         -,   el  pai- celte  sii|i|)ri's-i(iii  le  laeleiu-  '^^,  > 

,  siii  y.  ain?)  ,  ,  .  , 

|iru\i'naiit  de ' -,  s  est  troini'  iiilniduit  dans  la  valeur  d»;  'l'. 

•  ---  (■()>  y.  —  co.sy 

<in   lient  s'i'tdnner  i|ue  La,t:rani;i'  n'ait  pas  reconnu  une  telle  erreur;  car  la 

l'niniule 


donne  pour  l'orliile  du  nudiile,  emiinii'  Laiifiniiic  en  lait  lui  iiH"'ine  la  reinari|ue, 
une  lourlie  lesionnee,  dans  laquelle  le  rapport  de  l'amplitude  aMi,Milaire  2«1> 
des  restons  à  la  deuii-cir<'oid'éi'ence  jieiit  vaiier  d'une  manière  (|U(dconi|ue 
enli'e  n  et  i  :  oi'  il  suflil  de  jeliM'  l(\s  \  eux  sur  un  pendu  h'  oscillant  elljpiiipie- 
nieut,  et,  pal'  e\em|ile,  sur  un  lil  h  phunl)  ordinaire,  pour  reconnaître  que  ce 
résultat  est  complètement  contredit  par  l'observation.  Tant  il  est  vrai  que 
l'eireur  est  lidleiuenl  humaine,  qu'elle  jieut  se  glisser  sous  la  ]duine  du  plus 
illustre  i;éomètre  (  '  )  ! 


NOTE  VH. 

Si/r  1(1  iir(iji(iL^(ili()/i   (les  onde 


Lagi'aniïe  admet,  p.i^e  vj?,  (|ue  les  n'^snltats  auxquels  il  a  été  conduit  dans 
le  cas  d'un  canal  |ii'u  proHuid  peuvent  s'appliipier  au  mou\emenl  d'une 
masse  liquide  île  p|-oloni|eu|-  quelconque,  parce  que.  dit-il,  (Ui  peut  admettre 

'  I  /■<»/■,  piiur  plus  lie  i!r'\clo|i|iciiiciils  sur  la  lliçeric  ilii  |iciiiiulc  conique,  un  Mcuioirc 
(le  .M  lUchcliil  y.lonriKil  de  M.  Cn-llr.  I.  W.\  \.  cl  une  Tlicso  li'cs  iriléro^sanlc  présentée 
|iar  M.  Tissol  à  la  l''aculti''  des  Sciences  de  Paris  el  insérée  au  tome  XVI  du  Jiturnnl  tic 
M.  Lii>M-llli\  I ./.  Bertrand.  ) 
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que  l'eau  ifesl  éljranlée  el  remuée  qu'à  une  profoiKleur  liés  pcMite  :  siqiposi- 
tiou  ])liuisil)le,  ajoule-l-il,  el  (|ue  l'expérience  semble  conlirmei-.  Il  ne  seiiihlc 
pas  qu'il  y  ail  lieu  il'accepter  cette  extension  des  l'orniulcs,  ci  les  expé- 
riences, bien  difliciles  ;i  Caire  en  pareille  matière,  seraient  d  ailleurs  l'orl  [leu 
concluantes,  car,  la  niasse  liquide  augmentant  indéfiniment  avec  la  profon- 
deur du  milieu,  le  mouvement  de  chaque  particule  i)ourrait  devenir  insen- 
sible aux  épreuves  les  plus  délicates,  sans  que  l'on  soit  en  droit  d'al'lirmer 
ipi'il  n'y  a  pas  une  masse  considérable  de  l'orce  vive  tiansniise  et  jierdue. 

l*oisson.  qui  s'est  occupé  à  plnsieiu's  reprises  de  la  ipieslion  des  ondes,  a 
traité  le  point  dont  il  s'agit,  el  la  criliipie  qu'il  l'ait  du  passage  de  Lagrange 
me  paraît  fondée  el  ingénieuse.  Je  crois  mile  de  la  reproduire  ici  : 

"  Lagrange  traite,  dans  la  Mécaniijnc  analytique,  le  cas  dû  la  pr(d'ondeur 
du  lluide  est  supposée  très  peiite  et  constante.  Il  démonire  qu'alors  la  pro- 
pagation des  ondes  a  lieu  suivant  les  mêmes  lois  que  celles  du  son,  en  sorte 
(jue  leur  vitesse  est  constanle  el  indépendante  de  l'ébranlement  primitif;  et. 
de  [dus,  il  la  trouve  pnq)orlionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  piofondeiii'  du 
lluide,  lorsqu'il  est  contenu  dans  un  canal  (pii  a  la  rnéme  largcui'  dans  toute 
son  étendue.  Il  suppose  ensuite  que  le  inouxement  excité  à  la  surface  dnn 
lluide  incomi)ressible  d'une  profondeur  (pielconque  ne  se  transmet  (ju'à  de 
très  petites  distances  au-dessous  d(!  cette  surface,  d'où  il  conclut  (jue  son 
analyse  donne  encore  la  sidiition  du  problème,  quelque  grande  ([ue  soii  la 
profondeur  du  liipiide  ([ue  Vow  considère;  de  manière  que,  si  l'observation  fai- 
sait connaître  la  distance  à  laiiuelle  le  mouvement  est  insensilile,  la  vitesse 
de  propagation  des  ondes  à  la  surface  serait  proportionnelle  ;"i  la  racine 
carrée  de  cette  distance;  et,  réciproquement,  si  cette  vitesse  est  mesurée 
directement,  on  en  pourra  déduire  la  petite  profondeur  à  laquelle  le  mou- 
vement parvient.  Mais  qu'il  nous  soit  permis  d'exposer  ici  quel(|ues  observa- 
tions fort  simples  qui  prouvent  que  cette  extension  donnée  à  la  solution  de 
Lagrange  ne  peut  pas  être  légitime  el  que  les  choses  ne  se  jjassent  pas  ainsi, 
lorsqu'on  a  égard  au  mouvement  dans  le  sens  vertical. 

»  En  elTet,  le  mouvement  dans  ce  sens  n'est  pas  brusquement  interrompu; 
les  vitesses  et  les  oscillations  des  molécules  diminuent  à  mesure  que  l'on 
s'enfonce  au-dessous  de  la  surface,  et  la  distance  à  laquelle  on  jieut  les 
regarder  comme  insensibles,  en  admettant  même  pour  un  momeni  (]u'elle 
soit  très  petite,  n'est  pas  une  riuantité  déterminée  (]ui  puisse  entrei-,  comme 
on  le  suppose,  dans  l'expression  de  la  vitesse  à  la  surface.  Pour  lixer  les 
idées,  supposons  la  [trofondeur  et  les  autres  dimensions  du  lluide  irdinies  ou 
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lissez  i;i'aiiil('s  |iiinr  qu'elles  ne  |iliisseiil  ;ivoir  aiiciiiie  iiilliieiice  sur  la  loi  du 
uiouvenieul  ;  supposiuis  aussi  i|ue  la  unisse  eiilièro  n'a  reçu,  priinitiveuieut, 
ancuue  \ilesse,  el  (|ue  r<'liiaiileiueul  a  élé  produit  de  la  mauièro  suivanle, 
ipii  esl  la  plus  lacile  à  se  i-epri'seiiler  ;  mi  pliiun'e  dans  l'eau,  eu  renfoueaul 
1res  peu,  un  corps  solide  d'uue  Inrnu'  eouuue;  ou  iloniio  au  lluide  ie  temps 
di'  revenir  au  l'epos,  puis  ou  relire  suliilenieni  le  coriis  ploniié.  H  se  [iroiluit, 
autour  de  l'eudroil  i|u'il  oreupail,  des  ondes  dont  il  s'aiiit  de  déterminer  la 
pi'opa;;alion.  Or  il  t-sl  évideul  ipu',  la  prolondeur  du  liquide  ayant  disparu, 
les  seules  li^ni's  (|ui  soient  comiirises  |)armi  les  données  de  la  question  sont 
les  dimensions  du  corps  ploni^é  et  l'espaccï  que  pai'couri  un  corps  pesant  dans 
un  lenqts  délerminé;  pai'  conséquent,  l'espace  pai'courii  par  (diaipu'  ond(^  à  la 
surlace  de  l'i'au  ne  |ienl  être  qu'une  l'onction  de  ces  deu\  sortes  de  li.sues.  Si 
donc  la  vitesse  des  ondes  esl  indépendante  de  l'éliranlement  primitif,  c'est- 
à-dire  de  la  l'orme  et  des  dimensions  du  corps  ]donj;é,  il  faudra,  d'après  le 
piiucipe  de  l'homogénéité  des  (piantilés,  que  l'espace  qu'elles  parcourent 
dans  lui  lenqis  quelconque  soit  égal  à  l'espace  parcouru  pendant  le  même 
temps  ]iar  un  corps  pesant,  multiplié  par  une  i|uantilé  abstraite  indé[)en- 
danl(^  de  loiUe  unité  de  ligue  ou  de  temps;  ilonc  alors  le  mouvement  des 
ondes  sera  senihlahli'  à  celui  des  coi'ps  gi-aves,  avec  une  accélération  qui 
seia  un  cerlain  mulliple  ou  une  certaine  rractiou  de  l'accélération  de  la 
pesanteur;  si,  au  coulraire,  le  mouvement  des  ondes  est  uniforme,  il  faut, 
d'a|nés  le  même  principe  d'homogénéité,  que  leur  vitesse  déjjende  de  l'ébran- 
lenicul  primilif,  i|e  manière  que  l'espace  pai'couru  dans  un  tem|)s  donné  soit 
une  movi'une  prii|Hu  lionuelle  entre  deux  lignes,  savoir  :  la  ligne  décrite  dans 
h'  nii'Mue  temps  par  imi  coi'ps  grave,  el  l'une  des  dimensions  on.  plus  généra- 
lement, luie  loui  lion  lini'aire  des  dimensions  du  corps  plongé.  Il  jiourrail 
encore  ariiver  que  le  mouvenienl  des  ondes  fût  accéléré,  et  que  l'accéléra- 
liou  di'peuilil  du  lapporl  numérique  qui  i>\isle  enli'e  ces  dimensions  :  c'est 
au  calcul  il  decidei-  Icipiid  de  ces  mou\em<Mils  doit  a\oir  etlectivement  lieu; 
mais  on  voit,  '/  /j/imi.  ipi'ils  sont  également  couirnires  aux  résultats  de  la 
l/i'<(ii/ii/i/i-  ii/ii/iy/i(/i/i  .  il 


Nous  reiiM'rrous,  poiu' la  srdulion  du  prohlème.au  Mémoire  même  de  Pois- 
sou  [  Mriiinin-s  (Ir  /  ' ///s/ i  tu  /  (Académie  des  Sciences),  tome  11  |:  on  y  trouve 
des  resullals  loul  ojiposés  à  ceux  (pi'avail  admis  Lagrauge,  <>l  uolauuueiit  la 
]ireuve  (|u'il  existe  des  (Uides  dont  le  mouviMuenl  est  uiiiformémeiil  accé- 
léré. 

(  .\(itc  (le  M.  ,/.   /Irrtmnd.  ) 
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NOTE   MIL 

Sur  un  théorème  de  M.    Gaiiss. 


"SI.  Gauss  a  fait  connaitro,  dans  le  Tome  I\"(lu  .lniiin<d  de  M.  l'ndU'.  un  lican 
théorème  qui  comprend  à  la  fois  les  lois  jrénérales  de  Péqniiiiire  cl  du  mou- 
vement, et  semble  l'expression  la  plus  générale  et  la  plus  élégante  qu'on  soii 
parvenu  à  leur  donner;  les  lecteurs  français  nous  sauront  gré  de  reproduire 
ici  la  traduction  des  quelques  pages  consacrées  par  l'illustre  géomètre  à  l'ex- 
position du  nouveau  principe. 

Il  Le  principe  des  vitesses  \irtuelli's  Iransforme,  comme  on  sait,  tout  pro- 
blème de  Stati(|ue  en  une  question  île  Mathématiques  pures,  et,  [lar  le  prin- 
cipe de  d'Alemberl,  la  Dynamique  est,  à  son  tour,  ramenée  à  la  Statique.  Il 
résulte  de  là  qu'aucun  principe  fondamental  de  l'équilibre  et  du  mouvement 
ne  peut  être  essentiellement  distinct  de  ceus  que  nous  venons  de  citer,  et  que 
l'on  pourra  toujours,  ((ucl  qu'il  soit,  le  regarder  comme  leur  conséquence 
plus  ou  moins  immédiate. 

)i  On  ne  doit  pas  en  conclure  que  tout  théorème  nouveau  soit  pour  cela  sans 
mérite.  Il  sera,  au  contraire,  toujours  intéressant  et  instructif  d'étudier  les 
lois  de  la  nature  sous  un  nouveau  point  de  vue.  soit  que  l'on  parvienne  ainsi 
à  traiter  plus  simplement  telle  ou  telle  question  particulière,  ou  que  l'on  ob- 
tienne seulement  une  plus  grande  précision  dans  les  énoncés. 

»  Le  grand  géomètre  qui  a  si  brillamment  fait  reposer  la  science  du  mou- 
vement sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles  n'a  pas  dédaigné  de  perfec- 
tionner et  de  généraliser  le  principe  de  Maupertuis  relatif  à  \a.  moindre  action. 
et  l'on  sait  que  ce  principe  est  employé  souvent  par  les  géomètres  d'une  ma- 
nière très  avantageuse  ('). 


(')  Qu'il  me  soit  permis  de  placer  ici  mon  observation.  ,)e  ne  trouve  pas  satisfaisante 
la  méthode  employée  par  un  autre  grand  géomètre  {")  pour  déduire  la  loi  des  réb-actions 
d'Huygens  du  principe  de  la  moindre  action.  Ce  principe,  en  effet,  suppose  essentiellement 
l'existence  de  celui  des  forces  vives,  en  vertu  duquel  la  vitesse  des  points  en  mouvement 
est  complètement  déterminée  par  leur  position,  et  la  direction  (|u'ils  suivent  n'exerce  sur 

"1  Laplace,  Mt'moirt'S  ilc  l'Institut,  l^. 
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»  Le  cariuMèrc  |iii)|ii<'  du  primipc  des  vitesses  viiiiieiles  consiste  en  ce 
i|ii'il  est,  i)iiiii';iin>i  (lire,  hi  rniiiiiile  générale  (|iii  n'sniit  les  |if(]iiléiiies  de  Sla- 
tii|ue,  et  ipi'il  peu!,  p;u'  suite,  tenir  lien  de  tciiit  Miitre  pi-iiicipe,  mais  il  n'a  pas 
ce  eacliel  (i'('\idence  absolue  (pii  entraîne  la  conv  icti(in  silùt  (pie  {'(MHinet-  est 
e(j|jnii. 

"  Sons  ce  rapport,  le  tli('or(''nie  rondanienlal  (pie  je  vais  d(Mii(iiilrer  me 
semlile  de\(di  èlre  pr(der(''  :  il  pri'senle,  en  onlre,  ravaiitni:e  de  eoniprendre 
à  la  lois  les  lois  j;(' morales  de  l'i-ipiililire  et  dn  moinemeiit. 

»  S'il  est  pins  avaiilagenx  an  perrectionneinent  snccessif  de  la  Science  et 
pour  l'étnde  individuelle  de  i)assei'  dn  facile  à  ce  qni  semble  plus  dink'ile  et 
(les  lois  les  pins  simples  aux  ])lus  com|ios(''es,  d'un  antre  cMC'  l'esprit,  une  fois 
arri\i'  an  point  de  vue  le  plus  (^devi!',  demande  la  marche  iiiveise  (pii  lui  lait 
paraître  tonte  la  Stalifpie  comme  un  cas  particulier  de  la  Dynamique.  Aussi 
le  t;éom(''lre  (|iie  nous  a\ons  cité  scrnble-t-il  avoir  apprécié  celle  marclie  in- 
verse, lorscpi'il  présente  comme  nn  avaiitai;c  dn  principe  de  la  moindre  action 
de  |)onvoir  coni|)reiidre  à  la  l'ois  les  lois  dn  inouvemenl  cl  celles  de  l'équi- 
libre, si  l'on  vent  le  considérer  comme  ])rincipe  de  la  plus  grande  ou  plus 
petite  force  vive.  Mais  cette  remanpie  est,  on  doit  l'avouer,  plus  ingénieuse 
(pie  vraie,  car  le  minimum  a  lieu,  dans  ces  deux  cas,  dans  des  coiulilioiis 
toutes  difl'érenles. 

)'  Le  nouveau  principe  est  le  suivant  : 

"  Le  n)i>ii\  i-iiiriil  il'iiii  systriiic  dr  /miri/'i  /iin/érii'ls  lii-s  entfc  rii.r  d'iiiir  ma- 
nière (ineleniKiiie  il  sniiiiiis  à  (les  in lliieiiers  (jueteniKHien  se  J'dil .  à  elutijuv  in- 
sli/nl.  (huis  iepliispiivfiiil  neennl  [nissilite  iieee  le  iiioinenienl  i/u'ils  iiiiraieiil 
s'ils  (leeeiiiiie/i/  /dus  lihies.  e'esl-ii-iliie  neee  lii  /iliis  /le/ire  enni ruinle  jetssihle. 
en  pieniinl  pmir  inesiiee  île  lu  ei>iitriiin le  stihie  jieniliinl  un  iusluut  injinimeni 
jielil  lu  siunnie  des  proiliiils  fie  lu  musse  de  eliuijue  jiuinl  pur  le  eurré  de  lu 
iliiunlilé  dont  il  s'éeurle  de  lu  pusilinn  ijii  il  uiiruil  prise  s'il  eùl  ('lé  libre. 


m,  ni' .  m"  les  masses  des  points; 

II.  a',  u"  leurs  positions  respectives; 

h,  l>' .  h    les  places  (pi'ils  occupeiaienl  après  un  temps  infiiiimenl  petit  dl  en 


elle  adcdiu"  irilliiciice.  Cette  inlliience  est  ccpcmiadl  ic  pdi»!  di^  d(>parl  di'  l'aiih^iir  lionl  ikiiis 
parlons.  Il  me  sniililc  cpic  Ions  les  elîorts  des  i;tMiiiiflri's  p(j(ir  cxpliquor  la  dmililo  rérrac- 
lioii  dans  lin  pnthi'si'  de  {l'inission  resteroal  iiil'nictiiedx  laril  (puis  regarderont  les  niol(}- 
Cdlcs  hidiinedses  cuninie  d''  simples  points.  i  y,ine  de  M.  Gauss.) 
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vertu  (les  forces  qui  les  sollicitent  et  de  la  vitesse  acquise  au  commence- 
ment (le  cet  instant. 

)'  LYmonci}  pi'éc(é(leiit  revient  à  dire  (|ue  les  positions  c.  c',  c",  .  .  .  ()u'ils 
prendront  seront,  parmi  toutes  celles  que  permettent  les  liaisons,  cidics  ]iour 
les(iuelies  la  somme 

in.bc   —  m' .  b' c'   ~-ni'.b"c"   — ... 

sera  un  minimum. 

»  L'équilibre  est  un  cas  particulier  de  la  loi  ux'iu'rale:  il  ain-a  lieu  lorsque, 
les  points  étant  sans  vitesse,  la  somme 

m  .ah  —  m' .a'  I)'  —  .  .  . 

sera  un  minimum,  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  la  C(Uiservaliiui  du  s\sl(''me 
dans  l'état  de  re[tos  sera  plus  près  du  iuou\ement  libre  (pie  cliacuu  tend  à 
prendre  (]uc  tout  déplacement  possible  qu'on  imaginerait.  La  démonstration 
du  ininci[ie  se  fait  facilement  comme  il  suit  : 

»  La  force  qui  sollicite  le  point  m  pendant  l'instant  i/t  est  évidemment  com- 
posée :  I"  d'mie  force  qui,  s'adjoiiiuaut  à  l'elïet  de  la  vitesse  acquise,  mène- 
rait le  iioint  de  '/  en  c  ;  2"  d'iuic  fonc  tpii,  prenant  le  point  au  repos  en  c,  le 
ferait,  dans  le  même  temps,  parvenir  de  c  en  ù.  Oci  s'ayiplique  évidemment 
aux  autres  points. 

»  En  vertu  du  principe  de  d'.VIembert,  les  points  »i,  m',  m" ,  . . .  seraient  en 
équilibre  s'ils  se  trouvaient,  dans  les  positions  c,  c',  c",  .  . .  sous  rinllueiice 
des  secondes  forces  ci-dessus  mentionnées  qui  agissent  suivant  cb,  c' //,  . .  . 
et  sont  proportionnelles  à  ces  petites  lignes.  Il  faut  donc,  d'après  le  principe 
des  vitesses  virtuelles,  que  la  somme  des  moments  virtuels  de  ces  forces  soit 
nulle  pour  tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons,  ou  mieux,  que 
cette  somme  ne  puisse  jamais  devenir  positi\e. 

»  Soient  donc  y,  •/',  /',  ...  des  positions  que  les  points  m,  m',  m",  ...  puis- 
sent prendre  sans  violei'  les  liaisons  du  système,  et  9,  '/.  ■>' ,  . .  .  les  angles  que 
Cj,  c'y',  c'y",  . .  .  font  respectivement  avec  cb,  c'  h',  c"  b",  .  .  .;  il  faut  que 

\    /)!  .cb  .cy  COS^ 

soit  nul  ou  négatif. 

»  Mais  il  est  clair  que  l'on  a 

yb  -=r.  cb  -t- cy  — acb.cy  cosO 
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ot,  par  siiilo, 

2^'ii.y/i   =2^111. cù  4-^/».(y        i^  /ii.cô.c-jH-osO; 

et,  p;ii-  suite, 

»   /Il  .y  A    -   »   /// .  r// 

ot  t(iiijriui-s  positil,  il'où  II  lésulte  que  ^^/«.y//est  toujours  [ilus  ^m;iuiI  (|iic' 
2^111. c/i  ,  c'esl-à-dii'e  que^/".r//  est  toujours  iiii  uiiuinuitn.         c.  ij.  v.  i>. 

11  est  bien  reniarquable  que  les  iiioiiveineiits  libres,  lorscju'ils  soiil  iii- 
eompaliblos  avec  la  nature  du  système,  sont  prtH'isénieiit  modifiés  de  la  même 
manière  (|ue  les  .géomètres,  dans  leurs  calcids.  modifiout  les  résultats  obtenus 
direclemeni  en  lein-  applicjuanl  la  nièlbode  des  moindres  carrés  [jour  les 
rendre  i-om|)alibles  avec  les  conditions  nécessaires  (pii  leur  sont  im|)osées  par 
la  nature  de  la  {|uestion. 

'  On  pourrait  poiu'siiisre  cette  analoi;ie,  mais  cela  n'entre  pas  daiis  le  but 
que  je  me  propf)se  en  (e  uniment.    » 

(ie  seiait  un  exercice  facile  et  de  peu  d'utilité  que  de  déduire  du  tliéorème 
i|u'<iH  vient  de  lire  b's  éipiati(jns  i;énéi-ali's  du  mouvement  et  de  ré(|uilibre;  on 
retombei'ait  loiii  de  suite  sm-  les  formes  comnu's,  et  le  problème  ijénéial,  au 
point  de  vue  amdvtiiiue,  n'aurait  par  conséquent  pas  avancé.  En  t'aut-il  con- 
cliii'e(pu^  le  beau  piincipe  de  M.  (iauss  doit  ètic  pour  cela  considéré  comme 
inutile?  Personne  ne  le  pensera.  Le  but  de  la  Science  est,  avant  tout,  la  con- 
naissance des  lois  i;énérales  qui  régissenf  les  i)liénomènes,  et  le  tliéorème  qui 
lait  l'objet  de  cette  Note  semble  l'expression  la  plus  nette  et  la  plus  satis- 
laisante  que  les  géomètres  aient  |iu  leur  donner.  Il  n'existe  pas,  en  elVet,  à 
ma  connaissaiH'e,  lui  seul  théorème  ;^én<'ral  de  Dynamique  qui  semble  plus 
priq)re  à  frnppei'  d'ailnnration  un  esprit  juste  encore  peu  exercé  aux  transfor- 
matiims  analytii|m's.  et  à  faire  naître  le  désir  d'étudier  la  Science  (pii  lui  per- 
mettra d'en  apercevoir  claire ni  la  ili'monsiralion. 

I  Soie  (le  M.  J.  Jlcrdniiti.  i 
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S(ir  la   (Icicrminntid/i   df s   (nZ/i/rs   des  conirlcf 


Soient  K  la  distance  de  la  comèle  à  la  Terre,  II/.  K/«,  Wn  les  ii'ois  ttionlim- 
nées  de  la  comète  rapportées  à  la  Terre,  ofi 

/■-  -f-  m-  —  ii'-^z  I  ; 

;-,  )•,  3  les  trois  coordonnées  de  l'orliile  de  la  comète  autour  dn  Soleil,  et  /son 
ravoM  vecteur;  ;,  ri,  '  les  trois  coordonnées  de  l'orbite  de  la  Terre,  et  o  son 
ra>on  vecteur;  on  aura 

Ensuite 

d-  X        X 

^  -^  1  — 

donc,  sulistitaanl.  on  aura 

gf- ( Hl )  l  ^  l-  IVy 

dt^  p'    '  ?■' 

d-  (mW)  n        r,  -^  m  l\ 

di-  p-*    '  /■* 

dHnK)  ?        :--/(R 


d-  r         y 

d'z 

- 

777^  ^  7^  =  "• 

Vr-  " 

/•' 

d-r,         n  _ 
dl-         p'  ^  '^" 

d'-% 

dl' 

&•' 

dl- 


dt-  dl-  \  di-         /■■'/ 

d-l\  dmdli        _  (  d-m        m 

m  ~7^  +  2  — -j-, H     —j-^  H 

dt-  dl-  \  dt-         r' 

"  777^-^^^7^-'^V77F^7^j-H-''?j"" 
XIl.  47 
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Millii|iliaiil   Ui  |ireillirii'  |i;ii-  m  du  --  iidiii,   hi  sccoiiilc  |iar  —  {l  du  —  ii  dl),  la 
lr(ii>icini'  par  I dm  ~  m  dl,  cl  les  ajoiilaiit  cnsiMiiliIc,  ou  aui'a,  à  caiist"  de 

Uni  du  —  /;  di)i)  —  ni{l  du  —  ndl)  -•-  n{ldm  —  m  dl)  -zz  o, 
I  m  du  —  Il  ri  m  )  d- 1  —  (l  du  —  ii  dl)  d-  m  —  (  /  dm  —  m  dl)  d-  ii 

dv- 

—  (  — .A[l{in  du  —  /(  (///;  )  —  r;  (  /  dn  —  n  di)~  "^{1  dm  —  m  dl)]  =  o. 

Ainsi  l'on  aiii-a 

mais 

'•-  =  p-  -+-  2  (  1=  +  7«  ■/)  -1-  «  Ç  )  R  ^-  H-  ; 

donc 

'■■  =  P" -^  ■'•  M (  /;'  -1-  "' '0  -.-  'iK)  f  -, ;  I  -^  M"  (  ^ 

savoir 

(  /•-  —  0-  )  p'-  /•«  4-  2  ;j.  (  li  ^  m  r,  —  /;  C)  (  /'  —  p'  )  o'  /■'  —  '/-  (  /''  —  p'  )'  =  O  : 

éi|nalion  du  linitirnie  dci;rr,  mais  ((iii  est,  évidommcnl  divisible  par  r  —  o,  ce 
qui  la  rabaisse  au  septième. 


II. 

Sur   le  ///i>in'c/?ii'//l   (le  roUtlion   (voir   p.    22G). 


Taisons,  comme  dans  l'article  1, 

et 

ç  =  de'  —  bl' -h  Ce,'", 

n  =  ff  Yi'-f-  b-f)"-h  c-r)"\ 
K  =:  r/Ç'  -r-  /^  J"-^  cr'\ 

(les  formules  rei)résenl(Mit  nalur(dlenient  les  trois  espèces  de  monvemenl- 
dont  un  système  est  susceptible.  Les  variables  .;■'.)',  --'  sont  les  coordonnée; 
d'uu  point  (lu  système  qu'on  peut  regarder  comme  son  centre,  et  elles  déter- 
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minent  le  moiivemenl  commun  de  tout  le  système.  Les  iieiil'  v;iri;iljlcs  i',  î", 
£  ,  r,',  . . .,  entre  lesquelles  il  y  a  six  é(|uations  de  condition  (art.  2).  tlétormi- 
ncnt  le  mouvement  de  rotation  de  tout  le  système  autoin-de  son  centre.  Enlln 
les  quantités  eu  ^.  c  ne  dépendent  (|ue  des  distances  mutuelles  des  corps  et 
servent  à  déterminer  leurs  iiiouvemenis  réciproques. 

En  prenant  le  centre  du  système  dans  un  point  lixe,  lorsqu'il  y  en  a  un  dans 
le  système,  ou  dans  son  centre  de  gravité,  lorsqiie  le  système  est  lihre.  on  a 
la  formule  générale  (Sect.  III.  art.  G) 

m  (— ^ ^- -~  -  \  o:  -  \  ryc  -  /  .,  )  =:  o, 

à  lacjuelle  il  laudra  ajouter  les  termes 

À  oL  ^  IX  oM  -À-  V  oN  — ... 

dus  aux  équations  de  condition 

L  =  o,         M  =  o.         N  =:  o.         .... 

jiour  avoir  réquation  générale  du  mouvement  du  système  (Sect.  1\  ,  arl.  1 1). 

Il  faut  maintenant  substituer  à  la  place  des  variables  ;.  r,,  :  leurs  valciu's 

en  'V.  h.  c.  ;'.  l\  ...  de  l'article  précèdent.  Or,  si  dans  les  expressions  de  di. 

dfi,  d'  de  l'article  IV  on  cbange,  ce  qui  est  pei'mis.  la  caractéristique  d  en  o. 

on  a 

oi  =  i'  oa'^-  l"  ob'-h  ï"  oc'. 

or,  :=  r, '  ort ' ^  r, ''  ob'  —  r, "  oc' , 
ôj  =  ''  oa'-i-  ?"  Ô6'-T-  C"  '5c'. 

le?  \aleurs  de  ô«',  ôb',  ôc'  étant 

o«'=  da  ^  c  ôQ  —  //  oI>. 
ôii'=  ob  —  a  oR  —  c  oP, 
oc'  =r  oc  ^  /)  oP  —  a  oO  ; 

et  si  l'on  fait  ces  substitutions  conjointement  à  celles  de  d'-.  d-r,.  f/-r  de  l'ar- 
ticle cité,  dans  l'expression  d'iol  -^  d-r,  on  —  d-':  oÇ,  elle  devient,  eu  vertu 
des  équations  de  condition  de  l'article  C, 

e/'-a"  oa'-^  d-  b"  ob'—  d-c"  oc'. 

De  même  la  quantité  \  o;  —  Y  or,  -i-  'Lo%  se  cbange  en  celle-ci 

X.'o«'-i-  \' ob'  —  71  oc' . 
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en  laisaiit,  pour  ahioger, 

X'=  ;'  X  H-  -n'  V  -r-  r  z, 

Y'=  ;"\-- y;"  V -[-;■' Z, 

Z'r^-;'X-i-r/"Y-i-rZ. 

lui  sii|)|uisaiil  le  sysléme  libre  de  loiiiiicr  en  Iniit  sens  autour  do  son  reiiln 
il  esl  facile  de  voir  (|uc  les  é(|ualions  de  condition 


L 


M 


N  1^ 


(humées  par  la  naline  du  s\stènio,  lu'  pourionl  contenir  les  coordonnées  n. 
//,  (■  ipii  délerniinenl  la  disposition  des  coi'ps  entre  eux.  Vinsi  les  (piantités  L. 
,M,  N,  .  .  .  ni'  poniiont  être  l'onctions  que  des  r/,  h,  c  relatives  an\  dill'érenl- 
corps. 

Vinsi,  en  e;.;alant  séparément  à  zéro  les  termes  de  réqualion  i;énérale  qui 
se  li'ouveionl  luullipliés  par  les  variations  ôP,  oQ,  âR,  qui  sont  coinniunes  à 
tons  les  coi-ps  du  svsième,  et  ceu\  (pu  seront  uniltipliés  pai'  les  variations  o>/. 
oh,  or  ri'lalixes  à  cliacun  de  ces  corps,  on  aura  d'abord,  poiu'  tout  le  svslénie 
en  tiénéral,  les  trois  éip.iations 

n,r-l>"~  1,/Pn" 


Si  r  (!■,("  —  a  d'-c"  , 


s 'H ^^^—  -+/./'-rV)=o; 


(Misnile  on  am-a,  pour  chacun  des  corps  du  système,  les  équations 


\   dl- 


,r-h-' 

d--  <■'■ 
.  dr' 


,)\.       ù\\       d\ 

()'/  ()i/  (ja 

,  ()L  àW  dS 


ôl.  >)\\  ()\ 


Z'     +), 


àc 


El  si  le  s\sténu'  est  un  eiirps  solide  composé  d'éléments  Dm  poiu' lesqu(ds  les 
coordonnées  n,  //,  <■  sont  constantes  relativement  au  temps  /.  on  a 


da  =-  o,         dh 


de  '-^  o  : 


donc 


da'=:  c  dQ  —  0  dli,         dû  —  a  dU  —  c  dl\         dc'^  b  dV  --  a  dQ, 
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et  (le  là 

f/-«"=  cd'Q  —  b  dn\  ^-  h  dP  dQ  ^  c  r/P  f/R  -  '/{diV  -  d\\-). 
d-  b"—  a  r/^  R  —  c  d-  V  -\- a  dP  dQ  ~  c  dQ  di\  —  /j(dV'  -  d\V), 
d-  c"  —  h  d-  P  -ûd'Q  —  adPdli^b  dQ  dPx  —  c  (  f/P  ^  —  dQ  '-  ) . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  précéticntes,  qu'on  prenne' 
pour  axes  des  coordonnées  a,  b,  c  les  trois  axes  principaux  du  corps,  (•(■  qui 
donnera  (Sect.  III.  art.  28) 


S^.//.Drn=<..         V^.7cDni  =  n. 

|^/'Cl>in=:0 

et  qu'on  fassi' 

[»^r/-Dm  = /.          V^/'-I)m  =  «;, 

^t-  Dm  ^  II, 

on  aura,  en  supposant  nulles  les  fon-es  accélératrices, 

0 

iPy  _ 

Ces  équations  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons  trouvées  dune  manière 

,.ir.       .      ,         ,     o       •        T..         •  ,  •   .     dP    dO    dP\ 

dilrerente  dans  la  Section  III,   puisque  les  (luantites -,- .  -,- ,     ,-  sont   !<■> 
'        '  '  dt      di      dt 

vitesses  de  rotation  autour  des  trois  a\es  principaux  du  corjis,  qui  éiaicul 
désignées  pari,  w,  o  dans  les  équations  de  l'article  cité.  Elles  prouxcni  en 
même  temps  la  justesse  de  celles-ci,  sur  laquelle  on  pouvait  avoir  qrndciut's 
doutes  à  cause  du  passage  des  axes  fixes  aux  axes  mobiles;  mais  l'analyse  pré- 
cédente, en  rendant  la  formule  générale  indépendante  de  la  position  des  a\es 
di'  rotation,  rend  ce  jinssage  légitime. 

Dans  le  même  cas  d'un  cor[)s  solide  (pii  n'est  animé  par  aucune  force  accé- 
lératrice, nous  avons  vu  que  les  équations  des  aires  sont  inlégrabies  (Secl.  III. 
art.  9).  Si  donc  ou  fait  les  substitutions  précédentes  dans  les  équations  inté- 
grales, on  aura  des  équations  (|iii  seront  les  intégrales  de  celles  de  l'ariicle 
précédent. 

Substituons  d'abord  les  valeurs  de  i,  r,,  dl,  dr,  dans  l'expression  Idr,  —  ftdL 
on  aura 

l  dr,  —  n  dl  =  {bdc' —  cdb')  (;"r,"'—  •«"ç")  —  (  c  da'  —  a  de')  {r,'-."'—  l'-n") 

—  (adb'  ■-  bd(i')  (;'/,'  —  'O'ï"), 
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savoir,  ]);ir  lc>  roi-iiiulcs  do  l'iinicle  G. 

i  (h,  —  r,  (Il  -=  (  h  (l<-  —  (■  (II)  )''i'  ~r  {c  lia'  —  a  de'  )  Ç'  —  [a  db  —  b  da")  X' ■ 

On  Iroiivrra  i!c  la  iiièiiic  aiaiiiére 

:  di  —  l  f/r  =  ( b  de'  —  r  db' )  r/  ^-  ( r  da'  —  a  de'  )  r,"  -^  ( a  db'  —  b  da')  r, '\ 
r,  c/:  —  ;  f/r)  =  (  b  de'  —  c  db' )  ;'  -,-  ( c  da'  —  a  de'  )  ':!'  -.-  (  a  db'  —  b  da')  ;  ". 

..    ,.  ,    ■     ,■  r)lll  ,  ,  ,.  ,         ■  L^ 

^1   I  iiii  iniilii|ili('  CCS  l'xprcssioiis  par  -j- >   (|ii()ii  les  allcclc  du  ^ignc  V,  cl 
i|ii'a|)n''s  avilir  sul)>liliii'  les  vali-iirs  de  </«',  db',  de'  un  fasse 

da  =  o,  db  -_^  o,  de  =  o, 

V^r/ADiii  =;  o,         ^A-l)ni=/H,         ^Z'rI)m=o, 

^  «'-  Dm  -^l,         ^  ac  Dm  =  o,  J»^  e-  Dm  =  n, 

(lirciisiiilc  on  les  (\i;alo  aux  conslantes  C,  B,  A,  on  aura 


{m  —  II)- 


dt 


de 


d'oi'i  l'on  liic  toul  lie  >iiili\  pai'  les  rqualioiis  dr  conililioa  de  l'arliclo  3, 
dP 

{i)i  -f-  «)  — p  =  Ai'  -4-  B-o'  —  cr, 
(/  ^n)§:^xr^B-n"^cr, 


(/  -i-/») 


Ai"'^Br,"+Cr. 


Ces  éf|iiations  s'accoi'deiil   avec  celles  de  l'arlii  le  31  de  la  Section  III,  dans 

„■■,•,  ,        .  ,  dV    </()    d\{  .  ,  ,.,.   . 

lesinielles 'i  .  m.  o  so)iI  la  même  chose  que —^  >  —;- ^ —r  '  ''•  ou  les  coellicients 
'  '  '      ,  dt     (Il      lit 

y.,  ,3,  y.  3!',  5',  •/',   .  .  .  répoiiden!  ,"i  ;',  4",  ;'",  t/,  r,",  .... 

Si    Ion    ajoule  enNcniiilc'  les  can/'s  de-  Iroi-.   (■ipialions    préci'deiiles,    on  a 

loul  de  suile  une  é(|ualion  entre  dV,  dQ,  dl\  et  ilt,  en  vertu  des  équations  de 


FRAGMENTS. 

condition  de  l'arlicli^  5;  celle  éqnalion  esl 


dC- 


df" 


,,  ,  ,  ,      ■  ,    ,    •         M     '^''  "'Q  '/ri 

liai-  latnielle  on  peut  deleiininer  inie  des  trois  vaiiahles  —r  i  — ,    >  -r-    par  es 
'  '  d/      dl      dt    ' 

den\  autres. 

On  peut,  dans  le  même  cas  d'un  corps  solide  (|ni  n'est  aniiiK-  |iar  aucune 
force  accélératrice,  avoir  une  seconde  éipiation  entre  ces  variables,  par 
l'équation  des  forces  vives;  car,  eu  ajoutant  ensemble  le>  carrés  des  ipian- 

.   ,     dl    dr\     dt  ,  -,      , 

lites  -ri  -ri  -r>   on  a  (art.  1.3),  a  cause 
dt     dt.      dt  ^ 


'■-  equalnjus  de  coiidilion, 
/:-::^c/rr-r-d-;''-        da--^d!.''~^dr-' 


dt^ 


dt- 


donc,  en  affectant  tous  les  fermes  du  signe  ^,  après  les  avoir  multipliés  par 
Dm,  on  aura,  en  général,  pom-  un  système  quelconque,  lors(|u'il  n'y  a  point 
de  forces  accélératrices  (Sect.  111,  aiM.  :3o),  ' 

^  />/«'-— rf//--+-r/c'-\ 

—     Dm  —  E. 


S 


dt- 


Dans  le  cas  d'un  corps  solide,  ou  a 

da  =  o,         db  : 
donc 


(/c  =  'J  ; 


da'-  =.  c'-  dQ-^  —  2  bc  dO  dR  --  A-  dR-, 
db"z=  a'  dR-'—  lac  dV  d\\  —  c-  c/P-, 
de-  —  b-  f/P2  _  o  ah  dï>  dQ  —  r/'^  dQK 

Donc,  supposant  comme  ci-d(^ssus 

^ab  Dm  —  o,         ^«c  Dm  =  o,  V^  bc  Dm  =  o 

et 

J^l  a'-  Dm  —  /,  1^  b'-  Dm  =  m,         ^»sj  c-  Dm  =  //. 

on  aura 

rlV-  diV         ,.  dW         „ 

,,       .    .  ,       ,  .  ,,     dv   dq    dw 

On  a  amsi  deux  des  trois  variab  es  -;-,   — ,-,   —r-  exprimées  par  la  troisième, 

dt       dt       dt         '  ' 

mais  on  ne  peut  avoir  la  valeur  de  celle-ci  cpie  par  l'iuli'gralion   d'uni'  des 
trois  é(iuations  différentielles  précédentes.  Ensuite,  ]iour  avoir  la  valeur  Unie 
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(les  iiioimIoiiiii'cs  -',  r,,  'Ç  d'iiii  |Miiiil  i|iicl(()iii|nc  lin  roips,  il  liiuilni  ciicoïc  coii- 
iiaîlrc  Ifs  valeurs  îles  (|iianlil(''>  i',  'i" ,  l'" ,  .  .  .;  cl  Ion  \  |iar\  iciiili  a  en  loiiihi- 
iiaiil  li's  si\  i-(|nalions  de  coiiililioii  ciilrc  ces  iiciir  (|iiaiililrs,  coiiiimc  il  a  cli' 
(lil  (Sccl.  I\,  arl.  -1'.)). 


III. 

l'ini^nivnt  sur  les  njiuilioiis  i^ùtcralvs  du  moiaenwnl   dr  rotalion 
(l  un  sysirnic  ijuvlriiiuiuc. 


I.i's   r\|ii'('ssions  (|ii('  lions  avons  Iroiivécs,   page   iiS,   son!    irès   |)i'o|)r('s  ;t 
icprésiMiliT  les  valciiis  îles  soiiiiik's 

V^iii(>/;=  +  ^/r,'4-^/;-),     J<|m(''//i  —  r,  f/:"),      .... 

iclalisçs  à  Ions  les  corps  ni  iTiiii  svslcinc  i|iiclconipic;  car  il  csl  clair  ipn-  Ic- 
siiiiics  soniinaloircs  ne  iloivciil  all'cdcr  ipic  les  coonloiiiiccs  a,  h.  i-,  cl  iinllc- 
mciil  les  ipiaiililcs  i',  r,',  ....   j\iiisi  l'on  aura,  après  le  (lévclo|iiienicnl, 

—  d\>'  ^  m  (  />■'  +  r=  )  -H  (/(y  '^  m(rr  +  c-  )  ^i-  ./I!^  J«^  m  (r^=  -+-  //-  ) 

--  ■:  '/\'d()  '^  m  -///  -  ■:>,  c/VdW  [s^  m  <ic  ~~  ■•  ,H)  ,/li  Si^  m  Ac  -t-  t  r/V  V.^  iii{  //  dv  -  <■  ,//<  ) 
-  ■?.  d()  ^  m  (  c  ,/„  --  r,  (le  )  4-  2  ,l\\  <^  III  (  ,1  dh  -  h  d,i  )  ^  <^  m  (  <la-  +  dh-  +-  dr'  ). 

V^  iii( ;  dr,  -  r,  di  )  -^  ■;'  ,/V  -  :"  d\  -  C"  '/A, 

[^  m  (Ç  '/;  ^  c  f/?  )  ^  -oV/r  -(-  r,"(/A  4-  r/'V/  \. 

JsJ  m  (  r;  r/:  -^  Ç  ^^,  )  =  ;'  dV  -h  i^"  dS  -+-  ;'"  ^/.\, 
en  laisanl,  pour  aliréiicr, 

r/r  ^-  dV  1»^  m(//-  !-  c')  -  r/O  [s|  nu//-  ,/li  J^  nun-  t-  |s|  in(/>  de  —  c  f///|. 
f/A  =  f/Q  |sj  m  (  «- +  c^)-  (/P^nir/A  -,/li^^ni//r  =- |«^  ni(r./,,  -  ry  ./c). 
d\  -  dW  ^  m  (  a-  -  fe-  )  -    ,/l>  J^  m  av    -  di)  ^  m  hc    -  V^  m  (<i  dh      h  ,1a)  ; 
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i-l  il  ol  Imiii  <1("  r(Mli:ir(|Urr  i]I|('  Ic>  vnlciirs  drs  (|iiaiil  ilr> '/l".  (/l,  i/\  >i)]\\  1rs 
(lillcrt'iKOs  parlicllcs  lic  la  valeur  (le 

relatives  aii\  variables  <W,  r/O,  r/li. 

Si  l'on  (lilîereiilie  les  li'ois  (leniières  é(|iialioiis,  on  aura  les  \aleurs  des  loi- 
niulc!- 

^nii:;'/-r,  —  r,t/-:i.      '^UU': '/'l  ~  i't'^).      ^  m  Cf,  >/-':  —  Zd-r,). 

i|ui  eiilrenl  dans  les  ('(lualions  ciMiérales  jioin'  le  nioiivcnieiil  d'un  s\sléiMe 
c|uelciuiiine  de  coi  ps  aulour  de  son  eenire  de  jira\  ili-  nu  d'un  (  rnlic  li\e,  (|ue 
nous  avons  donnt'es  dans  l'ailiele  7  de  la  Seclion  lli. 

(les  é(|nalioiis  de-\  ienilronl  ainsi,  en  sulislilnanl.  jiour  le<  ditlei  entiellcs  de 
;',  i".  .  .  .,  les  valeurs  de  l'article  l:î, 

r  (  (/-  r  —  </A  ,n\  -  (/\  >/q  i  ~  r  (  </- a  —  r/\  dv  ^  dr  di\  i 

—  r" (d'\  —  dl  di)  -  d\  dV  )  -^'^nu  l_  V  -  r, X  )  =  o, 

■f!yd--  r  -  d\dVx  -f-  d\  d())-r^  r/'((/-A  -  d\dP  -  dï\/\\ 
_  r/"u/-  \  -  dVdQ  -  dl  dP)  ^  ^ini  r\  -  :;z  1  -  ... 

-;■  (  d-  r  —  >/i  (/n  +  ^a  do  i  —  ;  (  r/^  a  -  d\  dv  -  dx  d\\  i 

—  ;■■('/-  A  -  dX:  d()  -T-  (/A  d[>  )  -  JS^  m  i  r,  Z  -  r  Y  )  =  o. 

Si  l'on  ajoute  celles-ci  ensemble,  a|)rès  les  avoir  mulliidiees  resiieclivcnu'ni 
|iar  r.  r,',  i',  par  "'',  r,",  :'"'  et  ]iar  ~"\  r,"'.  i'",  et  (|u'oii  Tasse,  pour  al)ri'i:er, 

\  =  \'  \  — Y,  '^  -}-:/., 

Y  =i   \^r/'Y  +  rZ, 

/:  ^:;"'\-i-r,"'Y-rz, 

iMi  aura,  en  \erlu  des  l'orninles  des  articles  2  et  o,  les  trois  e(|uali(His  sui- 
vantes : 

d-ï  ~d\dU  ^  ,/\.dn  =  '^m(c\'  —  07.'), 

d'l-d\dV  -</r(/l!  —'^mia/.'  -c\'), 

d'\  -  dTdO  ~  (/l  dV  -^  '^nu.ljX'  -  aY), 

qui  ont  toute  la  j;éneralile  et  la  siinplieilé  ilont  la  question  est  susceptilde. 
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IV. 

1////V'  fnv^mvnt  sur  In  rolatioii   (l'un   nyslcitii-  (luclcniujuc. 


\\\\>\  l'on  11 ,  ni  i;i'|I(''ImI  (  |i.  ■.>  i  5  ), 

<r/;-  -^  dcC-  -t-  r/;-  -    [c  cH)        h  f/W  +  >/<i  |- 

Si   les  l'on.M's  arcrléiMliiccs  ne  ili'])(Miil('nl   (|iic  de  lii  >i(ii:ili(iii  rcsjieclivi'  d 
(■(ii'|i<,  l'Ilrs  III'  S(M'oiil  l'dlKiioiis  i|ii('  (le  i/.  A,  r.  l'iiisanl 

7^  -,    N  'Il  ''<-'  —  —I r-  ^  m  <"^'  ~     /     -y- 

,/!>  .^        h  ,lr  _  r  ,//,         ,/()  n        r  fia  —  «  r/c 

,//  O  '//  '//  O  'Il 

r/li  .  >!       ,1  ,U,  -  A  ,A/         n       rA/^  ^  r///-  +  Jc^ 

-i y-  W\\\ ; h  Vin    77: 

dl   O  (Il  V>  -idl' 

On  ;iMiM,  n'Ialivcinciit  \n\\  varialilcs  dV,  (/().  dW, 


S-'" 


^  0  c/l'  +  ^  0  dO  +  ,-^-  0  ,/R  =  o. 
j(ll'  otlO  o  dli 


ivoir  (  art.  I.'J,  p.  ■3\-  I 

~^,(d6V  -\- dO  r-A{  ~  dl{  oQ  )  +  .JÎL-{doQ+dRoP  -dVoW) 
o  (/!'  0  di) 


(  J  oll  +  f/F  oO  ~  '/Q  ol'  )  —  o  : 


m'i  l'un  liii'  1rs  ri|iialiiiii 

,  ol'  oT 

d 


oT 


0  «I*        0  d(j  o  dl\ 

,  cT  oT     ,,,       oT     ,, 


0  (/Q       0  (/!' 
ÔT  oT 


dli 


o  dl\        0  rfr  0  r/Q 
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(«) 


1  '      \    ■/     1  .    -r-]dt~0, 

Ip  '      rf/-  ()y  / 

,,)T  ,     (YY  ,ÏV\    , 

,,)T  1     ()!'  àT  \    , 


Or 


à'/        'OpJ 


comme  dans  les  (V(ualiiins  (  A  i  de  la  page  aSi;  mais  ces  loriiiMles-ci  sont  iréné- 
rales,  i]nell(>  (]ne  snil  la  vaiialiililé  île  <i.  I>,  c. 
Ainsi  on  auia  loni  de  snile  l'inli^irrale 

/diy-      fàT\'       /OTy       ,, 

Ensuite  on  auia  aussi 

,dT  ,âT  ,dJ 

pd ^ -qd- h /•  f/  ^-  =  G, 

'       dp  d<]  or 

mais  (|ui  ne  sera  pas  une  dilteieiiliclh'  com]déte,  à  cause  de  la  vai  ialtililé  de  n, 
h,  c:  mais  on  aiu'a  toujours,  par  le  principe  des  lorces  vives,  liuleirrale 

T  —  ^'  =  const., 

V  étant  égal  à  ^Hni,  II  dénotant  la  fonction  provenant  des  forces  attractives 
(Secl.  III,  art.  3i). 

Enfin,  en  multipliant  ces  é(pialious  res|jeciivcment  \yAv di',  di',  di",  on  aura, 
en  les  ajoutant, 

..,  ,1)1     ...  ,,y\'     ....  ,,Y\-     âi     .„      ...„   , 

ôp  (J'i  <)r        ()/> 

savoir,  à  cause  de  d'Ç'^  (/•!" —  '/'")  dt,  ...  (  p.  a  l 'i  i. 
...<n       ...OJ       ..OT 


Op       -■   <)'! 


Or 


=r  const.  =  /, 


•I  de  même 


,01         ,.01         .,dJ  .^.OT       „„<JT       ^..,01 

dp  Oq  Or  Op  Oq  Or 


:iS(»  ri!A(iMK\TS. 

On  |iiMil  ri'iiKu-(|iK'r  (|ue  ces  ciiiuilioiis  sont  celles  île  hi  coiisei'valiuu  ilc?.s  aires  : 

cal'  on  a  (  p.  ■>.  i  "i  ) 

(Il  =  r  dii  +  'd'  '///+;'  de', 

(ICi  =  Ti'  du'  +  ri"f///+  -fi'"  de' , 

t/'Ç  =  'Ç'  da'-h  'Ç"  dh'-\-  C  de'; 


<le  là 


çdr,    -ridl  =  -\-  (■'  rr -h  i"  /' -4- £'"  c)  {r,' dn'-~  n"  dh'-i- r,'"  dr' ) 

—  (ti'/i  +  r,"  />  +  rj"'c)  (;'  cA/^l-  £"  d//+  -_'"■  de'  ) 

—  [<i  db'--  hdn'  )X"—  (adv'—  c  dn')';" -^-  {h  de' —  cdb')';', 

l  (/?  ^  ;  f/;  =  4-  (  ■'«  +  ;"  h  +  ;"t;)  (  ?V/rt'J-  V dl' -^  V  de'  ) 
-(;',/    H  r"  b  +  s'"  r  )  (  ;''/'/'  4-  .:"  dh' ^  ;'" ,/,;'  ) 
=  —  [a  <lh'^  }idu'  )-i;"+  (Il  de'—  ed/i')r,"—  [h  de'—  edh')-n 

■(,(K  —  'Q<ln  =-+-  (■''i'"  +  'fi"  l>  -i-  ■^i"'f')  (T  '/'?'-+-  '"  ^//''-f-  r"  '/'■') 

—  (  ''  a  4-  ;"  '^  H-  r"  e  )  (r/  (7^/4-  r,"  dh'  +  r/"  f/f'  ) 

=  ( e,  dl,'—  h  ,la' ) ;"'  —  ( a  de  —  e  da')l"+{b  de'—  c  dh' )!'. 


()i-,  en  iireiKUil  les  soniiiies,  ou  iioiive  i|ue 


,r\ 


,^  dt  =  <im(/>de'-e  dh') 
(In  »■  ' 


,yv 


'—  dt  =  [»^m(r  de,'—  i,  de'). 


jr 


~r/t  =  '<^U\(e,dù'—/j,/,i'): 


le  là  on  aura  lione  aussi 


{<-■) 


à/' 

<rr 

à'/ 
âï 
àr 


II"  -)-  iiir,"  -T-  Il  r', 

/;'-!-  ilir,'"  +■  ri^'''. 


i'[  si  l'on  suhsiiine  les  \aleurs  île  /',  '/,  /',  tirées  do  ces  iMiualions,  dans  l'iMiua- 

lloll 

T  -f-  \  =  cousl.. 
ou  aura  nue  éi|naliou  (uiie  en  ;'.  r,',  ....  savoir  entre  les  aniiles  z>,  'L  et  ',t. 
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I.cs  ('■([ualions  (c)  ci-dessus  soiil  les    mêmes  (|ui    on!   élé   Iroiivées  à   hi 

page  243,  par  une  voie  moins  direcle. 

Si  inainlenaiit  ou  mulliiilie  les  écnialious  (h)  lie  la  ]iaL:e  iirécédeuie  par 

dh    (IW    dS  .       ,        .  ,,.,,, 

—7-,  —i-,  ~r->  el  nu  on  les  aioule,  ou  aura  par  les  lormules  de  la  paire  n»,  a 

dt      dt      dt  '  J  '  1  !.. 


dî>  dO 

cause  de  ;.=  _,,/=., 


dt  ■ 


ùr 


Mais  nous  avons  irouvé  l'équalion 

,  ù'ï  ,  <)T  ,  (ÏV 

pd  -r h  (1  d  -^ /■  d  —  =  o. 

'       ôp         '      ù'i  or 

([ui  résulte  des  équations  {n)  niullipliées  [lar/'.  7.  /■  et  ajoutées:  donc,  --i  l'on 
désigne  par  dT  la  variation  de  ï  relative  à  ",  h,  c  seiileinent,  ou  auia 


r/ 1  nz  ---  dp  ~-  -y-  d'i  —  -^  dr  -  d  I  : 
i)p  O'i  ■'■■ 


Or 


donc,  ajoutant  l'équation  précédente,  ou  aura 


\     ('/'  à'/  Or  ; 


donc 


d'Y         OK 


T-  /dT-^cousl. 


Mais  le  piincipe  des  forces  vives  donne 

T-:- V  =  consl.: 


donc  on  aura 

donc 
(K) 


01  01    ,       ,)T       .  ,    ,.,.       .- 


Op      '  0.1 
d\ 


dt 


/;  -T-  =  k  —  /  (Il  —  \ 


dt 


dt 


et  si  a,  b,  r  sont  constantes,  dï  =  o:  et  V  sera  constant  s'il  ne  provient  ipic 
des  forces  intérieures. 

L'équation  (K)  indique  (juc  la  vitesse  de  rotation  autoiu-  d'un  certain  axe 


.■5S-2 


Fli  vr.MTNTS. 


Ii\i'  (hms  lïv^parc  est  coiisliiiilc  il;iii>  ce  cas.  lin  ('H'cl,  pui-iquo,  dans  les  for- 
tiHilcs  (le  la  i)a,:;e  319.,  f/l\  i/O,  dW  inili(|iiei)t  les  rotalioiis  autour  des  axes  des 
cuoi-doiiiiées  /i,  h,  c,  el  '/L,  '/\1,  '/\  iiidii|iiaiil  les  nilalioiis  autour  des  axes  des 
./■,  }•,  ;,  il  s'ensuit  i|ue,  si  l'itii  pieml  les  pieniieres  ]Hini-  i/\.,  i/\\,  il\.  on  poiin-a 
lappo'.ter  eelles-ri  à  d'antres  axi's  par  rap|iurl  anxipnds  elles  deviendront 
('/[.).  {(/\\\.  {'/\).  la  pi)-,ili(>n  des  minveaiix  axe>  élanl  déterminée  par  (les 
ipiantités  ç',  r,',  .  .  .   ipie  je  désiirnerai  par  (,-'),  (r/),  ....  On  aura  ainsi 

(r/L)  =  (^')  r/L  +  (;")  dM  +  (;'")  f/N, 
(dM  )  =  (ri'  )  (IL  +  (-nldM  +  (r/")f/\, 
(  f/N  )  :;;  (  Ç'  )  f/L  +  (  r'  )  clM  +  (  r"  )  '/N . 

Donc,  piiis(Hie  (;'■)■=+ (;")--t- (;"')^=i,  si  l'on  met  l'érpiation  ci-dessus  sous  la 
lornie 

,dL  dU  d}i 

'dT^"'7n^"-dI  ^  K-./''T-V 

^  7-  +  m ■-+/(-  \  /-  -+-  /H  -  -h  fl- 

ou pourra  l'aire 


/ 


^'7- H-  ni--j-  n- 
el  l'on  aura 


iX')- 


\/ i-  -\-  m-  -h  n- 


(f) 


v'/-H-  m--!-  /('- 


dt 


Aiiisl  la  vitesse  de  rotation  autour  d'un  axe  lixe  sera 
K  -  /'dT  —  V 

elle  sera  donc  constante  lorsrpie  ilT  sera  é^al  à  o  et  (pie  \'  sera  constant. 

Si  les  lorces  accélératrices  dépendent  de  l'atlraclion  d'iui  corps  dont  les 
coordonnées  relativement  au  centre  des  coordonnées  c,  b,  c,  et  |iaralléleuienl 
aux  axes  des  ;,  r,,  -.,  soient  x,  y,  z,  on  aura 


11  = 


V'\z —  ;)-+ (y —  /,)-+ (z  —  O' 


v  =  Si'i' 


Or 


X-  —  y-  -j-  z- 
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\i  —  \ri  — ■/.:_' 


\  i-H-/-— 2(x;-i-yr,-(-z;) 


:i  {\l-h\  r,-^ 7. ri- 


me 


\;  —  yr,  -^  zr  =  «(x;'— yr/H-  zT')  —  /j(x;"-i-  yr,"^  z^"^  —  f(x;"'-t- yr/j-  zÇ"). 

Soit 

X;'  —  yr,'  H-  zT  ==  >,, 

x;'  -i-  yr,"  ^  zT'  ^^  y., 

xr"-i-yï)"'-h  zr'=  v; 


11=; 


f7/.  -r-  /ty.  ^-  rv        <7--f-  /'-+  r-        3(r/}.  -:-  A;^  ^-  rv  i'- 


r' 


cl  (en  ne  rclenaiil  que  le  dernier  tei'nie) 


;  F,av+  >.(rÀv  - 


2l\l;j.y 


Kn  n'iiyanl  tiMiJtinis  éirnnl  fin'au  dernier  lerine,  on  anra 


h  -, c  — ,-  =  -j (  h-j  —  ry.}. 


<)c  ôb 

(la  àc  r' 


((■/  —a-j-). 


Donc,  niiilli|ilianl  [lar  J)ni  et  iiilei:raiil,  un  aina 

(«—  —  />—-)  Dm  =:  -:,  [(  H  —  A  ; /.,u  •+-  Hi,a-—  /,-)  4-  dav—  I< /.v  |. 
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il  l;ni(lia  ilunc  iijoiilor  ces  Icriiics  ;iii\  trois  (■•i|ualiiiiis  (Ai,  (jiii   (Il'\  iciidronl, 
|)iir  (■(iiis('i|iiciil, 

'>!•       (Yv       <n     3[((:  —  n)p.v  +  l'iv^  —  p.--)  +  m.j  - (\p.i-]  _ 

<)'i  JV  <)T       3  [(  A  --  C  ) }.v  -+-  G  ( r-  —  v"-  )  -^  F/,u  —  H  <x-A 

ôr        (ï\'  _    <r\^  _  :;  I  (  1  !  -  A  '  '/[j- -^  i i  ( m- '—  ■/- )  -t-  < i  :/v  —  i'  /.v ] 

Ile  iii  nous  lircidiis  l<'s  i''i|ii:iti(iiis  snivaiilcs 


'       dp  O'i  i)r  ! 

Il 

dp  '^  ^    ih/     '    ^    ()/■  ' 


+  (P);'  +  (0);"-h(R);"^o, 


+  (I>)r/+(0)r,"-4-(l{)r/"=o, 


(i')r+(Q)r-H(U)r=o, 


OH  (!')>  (<J).  (H)  (l(''>iuniMii  les  ]iailics  des  priM'éch'iilcs  (|iii  ne  ilrpciKlcnl  p; 
<\rp.,,.r. 

l'aisoiis,   poiii-  aliioi^cr,  [' z=  i\  (i  =  o,  II  =i>;  iu''L;lii;eoiis  dr  jiliis,  dans  i( 
piciiiici's  uicinhics,  les  dillV'icnrcs  de  A.  I!,  ('.:  on  aura  alius 


'--    =  \j'.  -y-    =   \  y,  -y-    =  A  /■, 

()/'  ()'/  dr 


•I  nos  ('iiualions  di'\  icndioiil 


.  '/- 1.        3  1 1  C  —  I?  I  œj'i  +  (  A  —  C) 7vc"  -+-  (  lî  —  A  )  /.;j.;  ■  1 

A  — .— ,     +    —i -^ ■ : ^ -^ — =    =:  O, 

dl-  r> 

.  (/^\^        3[(C-  I{),avr/+  (A  — C)7vr/'+(B-A)>,ar/"]  _  _ 


\  -7~  H i^ i '- ^ ^ '- =  o. 
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l-'aisiiiil  ciicori'  A  —  I!,  on  :inr:i 


A  Y,T  -^  p.  ^  *^  -  -^  )  (  '"  >  -  ■''"'  '-  '  •'  =^  o- 


A  -^~  -1-  -  (<-.  --  A)  (:    /.  -  :    x)v  ^  o, 
A  -j-  -t-  ;3  ((.     -  A  )  en'  \  —  ;   y  )v  ^  o, 


c/t' 


FIN    HL'    ro.ME    DOLZIKME 


\ll 


M.  (iariidt.  T'iMiil  Aliiiisti'e  i\f  l'InltMitMir,  ;i  liiil  ;ir(|iR'rir  ;in  (i(iii\crneini.'nl  les 
Manuscrils  qu'a  laissés  Lagraiii;e  ;  cl.  sur  scm  iii\  ilalimi,  la  (liasse  ili>-  Siicnces 
.Matliématiiiues  et  l'hysitiiies  de  r[iisliuil  a  iiniiiiné  une  (lommis^iuii  pniir 
faire  le  ehoix  de  ceux  (lui  sr  troineni  en  élal  il'èlre  iiii|iriniés.  (icile  (!(iiiiiiiis- 
sioii,  coin]iosée  fie  Leiiciidrc,  l'rimy,  l'oissnii  et  Laeniix.  n'a  cru  devoir  faire 
iniprimer  atieuii  des  niaiiuserils  laissés  |iar  La.uraiivr  :  Ir  Imit  a  l'té  elassé  et 
réuni  <'ii  seize  \  ukiincs. 

lïAl'l'ORI     DE    M.     I.ACIKMV    SI  11    I.FS    MAMSCRITS    LAISSÉS    TAI!    L\llliAM;i:. 

(ICxti\iit  du  |.r.M-,>-v,ilMl  a.'  1,1  M-iui.e.lii  lurid.  :;  n..v,-i.il.ir  1M7.) 

Au  nom  d'une  Comniissioii.  M.  Laeniix  lit  le  Rapport  siiivaul  sur  les  iiuuiuscrils  laissés 
par  M.  Lai:range.  Il  propose  de  classer  rc.-;  papiers,  de  les  faire  relier  en  Vuluiiies  ipu 
seront  déposés  à  la  Bililiolliècpie  pour  être  consultés  par  les  savants.  La  pro|M)silioM  est 
adoptée. 

Le  Gouvernement,  sur  la  proposition  du  Ministre  de  l'Intérieur,  aoipiit  les  jiapiers  laissés 
par  M.  Lagrauge  pour  les  transmettre  à  cette  (Classe,  qui  nous  a  chargés  do  les  examiner, 
de  les  mettre  en  ordre  et  de  faire  choix  de  ceux  qui  seraient  en  étal  d"ôtre  livrés  à  l'im- 
pression. Dans  sa  prcmièro  séance,  tenue  le  5  juin  i8i5,  la  Commission  arrêta  que  le  chef 
du  Secrétariat  relèverait  les  litres  de  tous  ces  papiers,  qu'il  en  formerait  une  liste,  que  les 
pages  en  seraient  comptées,  et  ipi'ils  seraient  paraphés  par  lous  les  iMembrcs,  ce  ipii  fut 
exécuté  dans  les  séances  suivantes,  où  l'on  eut  soin  île  prendre  les  précautions  nécessaires 
pour  assurer  la  conservation  do  ces  [lapiers.  Il  a  été  décidé  ensuite  c[ue  tous  seraient  suc- 
cessivement examinés  par  chacun  des  Meniliri's.  el,  pour  procéder  à  cette  revue,  ils  se 
partageaient  à  chaque  séance  un  certain  nombre  lic  pièces  enregistrées  dans  le  proccs- 
verhal  sous  le  nom  de  celui  à  tpd  elles  étaient  remises,  el  i|ui  en  rendait  compte  dans  les 
séances  suivantes,  très  souvent  |iar  écrit. 

Persuadés  que  le  respect  dû  à  la  mémoire  de  .\I.  Lagrange  ne  permellait  [vis  qu  on  liv  rat 
à  l'impression  des  écrits  tro[)  inférieurs  à  ceux  (|ui  avaient  paru  de  son  vivant,  les  Com- 
missaires ont  apporté  la  plus  ijrando  sévérité  dans  leur  examen,  et  n'ont  trouvé  en  état  de 
paraître  que  des  pièces  assez  peu  irnporlanies  par  leur  objet,  et  en  tropiietit  nombre  pour 
composer  un  Volume:  mais,  afin  de  recueillir  de  nouvelles  lumières  sur  ce  sujet,  ils  ont 
prié  leur  Confrère,  M.  Maurice,  qui  avait  été  dans  une  liaison  particulière  avec  .M.  La- 
grange, de  vouloir  bien  examiner  aiissi  ce  choix  de  pièces.  Il  a  pensé  connue  eux  ipie  les 
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cl  dans  les  Mi'umirr^  i/r  / '  icin/rn/ir.  l).Mi\  Niiics  lies  coiiiirs,  cl  dont  le  sujet  indiiiiiail 
rlaireincnl  l.i  |il,ii-c,  onl  cic  iiii|niiii('cs.  I„i  |irciiiici'c,  cunccrniiul  la  détermination  do  l'or- 
liilc  des  i-oiiicics.  a  vli'  ini>c  ;i  la  lin  ilii  .-.ci-niid  Viilumc  do  la  Mccaiiique  aii(il\  liijiic 
(.>.''  cditiiiii):  cl  i'aiilrc,  (■(iiiicnaiil  la  ic<-lilii'aliiiii  d'un  passage  do  la  'i^  édition  du  Tnutc 
ilf  lu  Hcxalidioii  ({<■»  ('■ijiuuioiin  iiiniicni/iic.s-,  \icnl  d'(Hro  ajoutée  à  la  fin  de  cet  Ouvraiie. 

Le  rosie  des  paiiicrs  do  .M.  Lagrange  no  se  compose  (]ue  do  manuscrits,  de  Mémoires 
déjà  im|ii-imés,  d'essais  auxquels  l'auteui-  n'a  pas  cru  devoir  s'arrêter,  et  môme  souvent  de 
calculs  sans  discours  dont  il  n'a  pas  toujours  été  possiljle  do  deviner  le  sujet,  ou  enfin  de 
Noies  ipjc  faisait  M.  I.agrausc  sur  ses  lectures:  car,  ce  qui  est  bien  remanjuahle  et  doit 
scr\ii-  dV\ciiiplc  au\  jeunes  ^-cumcl i-cs,  cet  homme  consommé  ne  négligeait  aucune  pro- 
ducliiin  iiiailii'niali(|ue  lanl  suit  pi'ii  iuqinrl.anl(>  et  l'étudiait  la  [ilumc  à  la  main,  afin  de  s'en 
mieux  rendre  cnmplc. 

(In  savait  (pii'  M.  Lagrauge  axait  entrcpi'is  aulreiois  un  travail  considérable  sur  le  mou- 
vement des  projectiles  dans  les  milieux  résistants  et  sur  la  force  de  la  poudre,  et  l'on  a 
lrou\é.  en  efi'et,  des  matériaux  assez  nombreux  sur  ce  sujet,  mais  incomplets,  détachés  et 
demandanl  une  entière  rédaction.  M.  de  Proiiy  a  été  chargé  d'en  ticer  les  résultats  les  plus 
remarquables,  et  sur  lesquels  il  fera  un  Rapport  particulier  ('  i. 

Cependant,  si  dans  tous  les  papiers  do  i\l.  Lagrangc  il  s'en  est  trimvé  si  peu  qui  fusseni 
siisccptililes  do  iniblication,  leur  enscmljle  ne  sera  pas  sans  intérêt  pour  celui  qui  voudra 
c()iniaiii(.'  les  jjrogrès  des  idées  de  cet  illustre  géomètre  dans  quelques-unes  de  ses  recher- 
ches, .loiiits  aux  manuscrils  des  Ouvrages  qui  font  époque,  tels  que  la  Mécanique  aiialy- 
it<inc.  ces  papiers  forment  une  Collection  ipie  l'Académie  doit  être  flattée  de  posséder 
comme  l'hérilago  d'un  .Membre  dont  le  nom  a  décoré  sa  liste  pendant  plus  de  quarante  ans. 
et  (pii  devint  pour  ainsi  dire  une  richesse  nationale  quand  il  se  fixa  parmi  nous. 

La  Commission  pense  donc  ([ue  ceux  de  ces  papiers  qui  ne  sont  pas  destinés  à  l'impres- 
sion, composés  en  grande  partie  de  feuilles  délacliées.  doivent,  après  avoir  été  classés  avec 
soin,  être  reliés  en  \'olunics,  afin  (pi'on  puisse  les  consulter  au  besoin,  sans  altérer  leur 
ordre  nu  nuire  a  leur  conservation,  et  qu'alors  le  dépôt  eu  soit  fait  à  la  Bibliothèque  pour 
nolii'  u^age  cl  celui  des  savants  étrangers  qui  voudraient  en  prendre  connaissance. 

A\cc  les  écrits  dl^  ^L  Lagrange  étaient  aussi  ipichpies  .Mémoires  d'Euler.  mais  déjà  im- 
primés ou  refondus  dans  ses  Ouvrages,  quehiues-uncs  de  ses  Lettres  et  toutes  celles  que 
M.  Lagrange  avait  reçues  de  d'Alembert,  qui  rcnfermmU  (luelques  particularités  curieuses, 
mais  où  les  mêmes  sujets  reviennent  trop  siunenl  l'i  ont  trop  perdu  de  leur  importance 
pour  qu'on  puisse  les  publier  autrement  (pic  par  extraits.  Ce  ne  pourrait  être  alors  que 
dans  (pieUpie  ciTit  concernanl  l'histoire  des  Mathématiques  ou  l'histoire  littéraire  du 
xMir  siècle,  et  là  figurerait  bien  le  discours  très  concis  et  très  modeste  prononcé  par 
\\.  Lagrange  à  l'Académie  de  Berlin.  lors(pril  v  fut  admis. 

Poisson.  Legicmiiit.  Munica:.  w.  l'nox'v,  Lu:roi\  rapporicur. 
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(J.  Ilfitrand, 
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